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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  cl  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //books  .google.  com| 
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I*  APPROXIMATIONS,  MULTIPLICATION  ABRÉ6ËE, 

DIVISION  ABRË6ÉE. 


1.  Avec  qiielle  approximation  peut-on  calculer  le  quotient  de 
deax  nombres  qui  sont  donnés  chacun  avec  un  certain  degré 
d'approximation  "^  —  Faire  connaître  la  méthode  abrégée  qu'il 
faut  employer  pour  calculer  le  quotient. 

Exemple  :  Les  deux  nombres  3,1415926  et  9,8089G  sont  Tun 
et  Tautre  affectés  d'une  erreur  qui  peut  aller  jusqu'à  une  unité 
de  l'ordre  du  dernier  chiffre  conservé  en  pibs  ou  en  moins. 
Oq  calculera  le  quotient  de  ces  deux  nombres,  en  se  bornant  au 
chiffre  sur  Texactitude  duquel  on  peut  compter.  (  Sorbonne,  i8o8.) 

2.  Avec  quelle  approximation  peut-on  calculer  le  produit  de 
deux  nombres  fui  s«nt  donnés  chacun  avec  un  certain  degré 
d'approximation?  ~  Faire  connaître  la  méthode  abrégée  qu'il 
convient  d'employer  pour  calculer  le  produit. 

Exemple  :  Les  deux  nombres  4897,8o  et  235,786  sont  l'un  et 
Tautre  affectés  d'une  erreur  qui  peut  aller  jusqu'à  2  unités  de 

L«  —  Râcueil,  I.  i 


2  ARITII51ÉTI(^L:E. 

l'ordre  du  dernier  chiffre  conservé  en  plus  ou  en  moins.  On  cal- 
culera le  produit  de  ces  deux  nombres,  en  se  bornant  au  chiffre 
sur  l'exactitude  duquel  on  peut  compter.  (Sorbonne,  18G0.) 


S'^  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ET  PLUS  PETIT 

MULTIPLE. 

3.  Étant  donnés  les  trois  nombres  1800,  iiiO,  î2:J20,  déter- 
miner :  1"  leur  plus  grand  commun  diviseur  ;  2**  leur  plus  petit 
multiple;  3°  combien  ces  nombres  admettent-ils  de  diviseurs 
communs?  (Sorbonne,  1872.) 

ao  RACINES  CARRÉES 

4.  Calculer  i/'  à  0,001  près.  (Sorbonne,  1803.) 

5.  Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  étant  repré- 
senté par  «,  on  demande  d'extraire  à  0,01  près  la  racine  carrée 

du  nombre  "^        '  *  (Sorbonne,  18G7.) 

o  —  t; 


6.  Extraire  à  0,001  près  i/yA''_^  + \^_^.  (Sorbonne,  18G8.; 


X"  GRANDEURS  PROPORTIONNELLES. 


7.  Les  bénéfices  de  rexploitation  d'une  mine  de  houille  se 
partagent  également  tous  les  ans  entre  :20  actions  de  deux  frères 
auxquels  celte  mine  appartient.  L'aîné  avait  11  de  ces  actions, 
le  cadet  les  9  autres.  Le  premier  a  laissé  IG  enfants,  le  second  13. 
Deux  parts  d'héritage  sont  en  vente,  une  dans  chaque  succes- 
sion :  elles  sont  offertes  au  même  prix.  On  demande  quelle  est 
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celle  des  deux  parts  dont  l'acquisition  serait  la  plus  a?anla- 
gense.  (Sorbonne,  1854.) 

8.  Comment  divise-t-on  une  droite  de  26*  en  trois  parties 
proportionnelles  aux  nombres  2,  J.  l  ?  (Sorbonne,  1858.) 

9.  Partager  une  longueur  de  257  mètres  en  trois  parties  dont 
les  carrés  soient  proportionnels  aux  nombres  3,  5,  7.  On  éva- 
luera chacune  des  trois  parties  demandées  à  un  millimètre  près. 
(Sorbonne,  1858.) 

10.  On  mélange  40  litres  de  vin  à  0  fr.  60  c.  le  litre  avec 
65  litres  de  vin  â  1  fr.  30  c.  ;  on  demande  à  quel  prix  reviendra 
le  litre  de  mélange.  (Sorbonne,  1859.) 

il.  Partager  le  nombre  12  en  deux  parties  telles,  que  la  plus 
grande  partie  soit  moyenne  proportionnelle  entre  le  nombre  12 
tout  entier  et  la  phis  petite  partie.  On  calculera  chaque  partie 
à  0,001  près.  (Sorbonne,  1860.) 

12.  50  ouvriers  travaillant  cinq  heures  et  demie  par  jour, 
pendant  18  jours,  ont  élevé  un  mur  dont  les  dimensions  sont  : 
hauteur,  3  mètres;  longueur,  125  mètres;  épaisseur,  0*.50; 
combien  faudra-t-il  de  jours  à  33  ouvriers,  travaillant  10  heures 
par  jour,  pour  élever  un  mur  de  :  hauteur,  4  mètres  ;  longueur, 
210  mètres;  épaisseur,  0'",75?  (Sorbonne,  1860.) 

13.  Partager  le  nombre  327  en  trois  parties  proportionnelles 
aux  nombres  {,  6  et  l.  (Sorbonne,  1865.) 

14.  Partager  1  en  2  parties  proportionnelles  à  v^  et  à  v/^. 
Calculer  la  plus  grande  partie  à  0,001  près.  (Sorbonne,  1868.) 


&>  INTÉRÊTS  SIMPLES  ET  ESCOMPTES. 


15.  Un  capital  de  3227  fr.  50  c.  a  produit  147  fr.  25  c.  d^n- 
térét  au  bout  de  9  mois  et  10  jours;  quel  a  été  le  taux  de  l'intérêt, 
c'est-à-dire  combien  100  fr.  produiront-ils  pendant  un  an? 
(Sorbonne,  1860.) 


4  ARITHMÉTIQUE. 

16.  Quel  est  le  capital  qui ,  placé  à  5  |  pour  100  par  an 
pendant  8  mois  et  iO  jours,  produira  238  fr.  d'intérôts?  (Sor- 
bonne,  1860.) 

17.  Une  personne  qui  doit  5000  fr.  remet  à  son  créancier  un 
billet  de  4200  fr.,  payable  dans  4  mois;  le  taux  de  l'escompte 
commercial  étant  supposé  de  6  pour  100,  combien  cette  personne 
doit-elle  ajouter  d'argent  comptant  pour  acquitter  sa  dette? 
(Sorbonne,  1860.) 

18.  Quel  est  le  capital  qui,  placé  à  5  ^  pour  100  par  an 
pendant  8  mois  et  10  jours,  produira  238  fr.  d'intérêt  ?  (Sor- 
bonne, 1865.) 

19.  On  a  deux  payements  à  effectuer  :  Tun  de  15000  fr.  au 
bout  de  4  ans  et  6  mois,  et  l'autre  de  27000  fr.  au  bout  de  7  ans 
et  8  mois  ;  on  voudrait  s^acquitter  en  une  fois,  au  moyen  d*un 
payement  de  42000  fr.  ;  on  demande  à  quelle  époque  il  devra 
s'effectuer.  L'intérêt  simple  est  au  taux  de  5  pour  100.  (Sor- 
bonne, 1869.) 

20.  A  quel  taux  était  placé  un  capital  de  3227  fr.  50  c.  qui  a 
produit  un  intérêt  de  147  fr.  25  c.  en  9  mois  et  10  jours?  (Sor- 
bonne, 1873.) 

21.  Des  obligations  au  porteur,  de  1000  fr.  chacune,  rap- 
portent 50  fr.  par  an;  on  prend  ces  obligations  h  10i5  fr.  Â  quel 
taux  l'argent  est-il  ainsi  placé?  (Sorbonne,  1874.) 

22.  Une  personne  emprunte  1000  fr.  ;  elle  doit  rendre  300  fr. 
dans  6  mois,  300  fr.  dans  8  mois,  300  fr.  dans  10  mois  et  100  fr. 
dans  1  an.  Quelle  somme  le  prêteur  devra-t-il  remettre  à  la 
personne  s'il  prélève  d'avance  les  intérêts,  eu  égard  aux  rem- 
boursements successifs?  Le  taux  est  5  pour  100.  (Sorbonne,1875.) 
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23.  Deux  alliages  d'argeot  et  de  enivre  aont  aa  titre  de  0,810 
et  0,785.  Quel  poids  de  chacun  de  cei  alliages  faudra-l-il  prendre 
pour  obtenir  un  alliage  du  poids  de  15  grammes,  an  litre 
de  0,790?  (Sorbonne,  1875.) 


7»  PROBLtMES  DIVERS. 

24.  On  laisse  tomber  une  pierre  dans  un  puits  profond  et  on 
enieod  le  bruit  de  sa  chute  au  bout  de  n  secondes  ;  calcnler  la 
profondeur  du  puits,  connaissant  raccélération  y  de  la  chute  des 
corps  pédants  et  la  vitesse  a  du  son  dans  l'air.  (Sorbonneyi875.) 


1^ 


ALGÈBRE. 


1*  DinSION  DES  POLTHOMES. 

i.  Exposer  la  règle  de  la  division  des  polynômes  ;  on  prendra 
poar  exemple  la  division  de 

iOa'b  —  2\a'b^  —  iOa'b'  -  2a'b'  -  tiGab' 
par  tia'b^3ab-  +  SL\ 

(Sorbonne,  IdTiQ.) 

2.  Soit  le  qaadrinôme  x^4~P''4'9^~h'*>  on  suppose  qa*en 
y  substituant  a  à  la  place  de  x  ce  quadrinôme  devienne  0;  de 
là  il  suit  que  ce  quadrinôme  est  divisible  par  x— a  :  c'est  ce 
qu'on  propose  de  démontrer.  Par  suite/  il  sera  facile  de  décom- 
poser le  quadrinôme  en  trois  facteurs  où  z  n'entre  qu'au  premier 
degré  :  c'est  aussi  ce  qu'il  faut  démontrer.  (  Sorbonne,  1859.) 

3.  Effectuer  la  division  du  binôme  3ix^  -f  213  par  le  binôme 
2x-j-3.  (Sorbonne,  1860.) 

i.  Dans  quel  cas  x^-^-a**  est-il  divisible  par  x-{-af  (Sor- 
bonne, 1869.) 


2«  ÉQUATIONS  DU  !«'  ET  DU  2«  DEGRÉ. 

5.  Résoudre  le  système^d'équalions 

5  +  .  =  8    et    y-fi3  =  l. 

(Sorbonne,  1869.) 


8  ALGÈURM. 

6.  Résoudre  les  trois  équations 

^2x  +  :J»/  f-3:-=17, 

(Sorbonnc,  18o9.) 

7.  Résoudre  les  équations 

ij;  -\-'>!/  —3^  =  31, , 
3.r  -[-'//  —  4:  =  3J. 

(Sorbonno,  18C0.) 

8.  Résoudre  les  équations 

23j:  — 3:;^  -5^2î--tr  [\s, 
24j;-f-7:i»,  — i2s---j3, 
-51x  +  ^)7»/  f  32;  -:=  183. 

(Sorbonnc,  I8G0.) 

9.  On  proi>ose  de  résoudre  les  trois  équations 

2j'--3f/—       :   :::^   1, 

3.r-}-2fy  — 2:=  13, 

(Sorbonne,  18(>0.) 

10.  Résoudre  les  équations 

r)j  +  3iy  — 2;^23, 
3.r  —  y  j-  is  =  r)j, 
2  a'  -|-7»/  "f-  r»:  =  73. 

(Sorbonno,  187i.) 

11.  Résoudre  les  équations 

3:- -{-2  M  -T)//^  18, 
3.r+    ?/  — -4m--^9, 

X+  75  —  (>//  ^r-  33, 

r  Sorbonno.  1860.) 
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12.  Résoudre  le  syslèoie  des  troiâ  équations 

3  +  5+7  -•'^• 

T+«  +  5-™' 

(Sorbonoe,  1860.) 

13.  Résoudre  le  système 

I  a      b      e 

(SorbcDiiey  187.*>.) 
il.  Résoudre  le  système 

!f      X       6  ' 

(Sorboone,  i854.) 

15.  Résoudre  le  système 

5-4-»+^  =  ^^ 

(Sorbonne,  1874.) 

16.  Résoudre  le  système 
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17.  Résoudre  les  deux  équations 

^  +  y'=  **• 

(Sorbonne,  i8o9.) 

18.  Résoudre  les  deux  équations  suivantes  : 

<)y  — r>j:  =  424, 

(Sorbonne,  1858.) 

19.  Résoudre  les  équations 

3xy  =  o, 

On  calculera  les  valeurs  des  inconnues  à  0,001  près.  (Sor- 
bonne, 1873.) 

20.  Résoudre  l'équation 

X  —  5  =  v'x  -[-  1  • 

(Sorbonne,  1859.) 

21.  Résoudre  les  deux  équations 

5.t--2_l  3j-}-5_-2 

i-3i/-2     ^^      y_l    -;r 

(Sorbonne,  1859.) 

22.  Résoudre  les  deux  équations 

3x=-2i/'=19, 
2x-'  +  5f/=  =  38. 

(Sorbonne,  1859.) 

23.  On  propose  de  résoudre  les  deux  équations 

x^  -  r  =  3, 

(Sorbonne,  1859.) 
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24.  Résoudre  Téquation 

Ta       b    ,  r 
a       .V      X       b 

(Sorbonoe,  1859.) 

25.  Résoudre  réquation 

(Sorbonne,  ISriO.) 

26.  Oq  donne  les  deux  équations 

X- y' =2,297, 
xy  =  3,247, 

et  Ton  demande  de  calculer  à  0,001  près  les  valeurs  des  incon- 
nues X  et  y.  (Sorbonne,  1859.) 

27.  Résoudre  l'équation 

X  — 2   "~i2  "^  G* 

(Sorbonne,  IfCJO.) 

28.  Résoudre  les  deux  équations 

3x' +  22^^  =  813, 

7x   -  ifj  r=17. 

(Sorbonne,  18(i7.) 

29.  Résoudre  Téqualion 

(Sorbonne,  187o.) 

30.  Résoudre  le  systèoîe  d'équations 

2x  +  3y=16    et    3x'  +  2y'^(i7. 

(Sorbonne,  1872.) 

31.  Résoudre  l'équation  générale  du  second  degré 

x'--;)x-|-7  =  0. 
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Indiquer  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  racines  soient 
réelles. 
Appliquer  les  formules  à  Téqualion  particulière 

x-^  — 879x-f8oJ37  =  0. 

(Sorbonne,  1860.) 

32.  Résoudre  les  équations 

(1)  x^y  =1,0:23, 

(2)  x^  +  iy-=  13,190. 

(Sorbonne,  1875.) 

33.  Partager  le  nombre  27  en  deux  parties  telles,  que  la  somme 
do  quatre  fois  le  carré  de  la  première  et  de  cinq  fois  le  carré  de 
la  seconde  soit  égale  à  1620.  (Sorbonne,  1868.) 

34.  La  différence  de  deux  nombres  est  17,  la  différence  de 
leurs  cubes  est  29393;  quels  sont  ces  deux  nombres?  (Sor- 
bonne, 1801.) 

35.  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle,  sachant 
que  ce  sont  trois  nombres  consécutifs.  (Sorbonne,  1804.) 

36.  Calculer  à  0,01  près  deux  nombres  dont  le  produit  est  2759 
cl  dont  les  carrés  ont  pour  différence  1297.  (Sorbonne,  1800.) 

37.  Trouver  deux  nombres,  sachant  que  leur  somme  est  28 
et  que  la  somme  de  leurs  cubes  est  02 il.  (Sorbonne,  1859.) 

38.  La  somme  do  deux  nombres  est  16,  la  différence  de  leurs 
carrés  est  32;  quels  sont  ces  deux  nombres?  (Sorbonne,  1860.) 

39.  Calculer  à  1  centimètre  près  les  côtés  d'un  triangle  rec- 
tangle dont  la  surface  vaut  0382  mètres  carrés  et  le  périmètre 
i:i8'",30.  (Sorbonne,  1803.) 

40.  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres  dont  la  somme 
est  11  ;  le  chiffre  des  centaines  est  double  de  celui  des  dizaines; 
si  du  nombre  on  retranche  39(5,  on  trouve  le  nombre  renversé; 
trouver  ce  nombre.  (Sorbonne,  1873.) 

41.  Partager  590  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  égal 
à  80 UJ^.  (Sorbonne,  1859.) 
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42.  La  somme  de  deaz  nombres  est  23,  la  somme  de  leurs 
carrés  est  277;  quels  sont  ces  nombres?  (Sorbonne,  \SoS,) 

43.  On  donne  deux  vases,  Tun  plein  d*eau,  Tautre  plein  de 
vin;  on  propose  de  déterminer  la  capacité  d*un  troisième  vuae 
tel,  qu'en  puisant  dans  les  deux  vases  donnés  et  échangeant  les 
liquides  les  mélanges  soient  semblables.  (Sorbonne,  187i.) 

44.  Trouver  deux  nombres,  sachant  que  leur  somme  est  égale 
à  3017  et  que  la  différence  entre  le  quadruple  du  carré  du  pre- 
mier nombre  et  le  carré  du  second  est  égale  à  52051.  (Sor- 
bonne, 1860.) 

45.  ta  surface  d'un  triangle  rectangle  est  de  li"*/)*"!,  la  diffé- 
rence des  carrés  des  côtés  de  l'angle  droit  est  de  17*,35;  cal- 
culer ces  deux  côtés  à  0,001  près.  (Sorbonne,  1806.) 

46.  Trouver  deux  nombres  tels,  que  leur  différence  vaille  6  et 
leurs  cubes  3582.  (Sorbonne,  1866.) 

47.  Trouver  deux  nombres,  sachant  que  leur  différence  égale 
7,85  et  la  somme  de  leurs  carrés  392  8853.  (Sorbonne,  1804.) 

48.  On  demande  de  trouver  deux  nombres  dont  le  produit  soit 
17  et  la  somme  18.  (Sorbonne,  1867.) 

« 

49.  Partager  590  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  égal  à 
80461.  (Sorbonne,  1875.) 

50.  Trouver  la  somme  des  carrés  des  racines  d*une  équation 
du  deuxième  degré  x^'^px-\-q  =  0  sans  résoudre  l'équation. 
(Sorbonne,  1873.) 

51.  On  donne  dans  un  triangle  rectangle  :  1'  Thypoténusc, 
2^ia  somme  de  la  hauteur  des  deux  côtés  de  Tangle  droit;  on 
demande  de  déterminer  la  hauteur  et  les  deux  côtés  do  l'angle 
droit.  (Sorbonne,  1873.) 

52.  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur  somme  et  celle 
de  leurs  racines  carrées;  application  au  cas  où  la  somme  des 
nombres  est  25  et  celle  das  racines  carrées  7.  (Sorbonne,  1873.) 

53.  On  lance  une  pierre  de  bas  en  haut  et  elle  vient  choquer 
avec  bruit  un  obstacle  fixe  placé  en  B  sur  la  verticale;  déterminer 
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la  hauteur  AB,  sachant  qu'il  s'est  écoule  un  temps^  entre  le  mo- 
ment où  un  observateur  placé  en  A  a  entendu  h  bruit  du  choc 
en  B  et  celui  où  la  pierre  est  venue  retomber.  (Sorbonne,  1873.) 

54.  Résoudre  les  deux  équations 

^v  —  y=:ft     et     hx-  "  cif=d, 

fl,  b,  c,  d  désignant  des  nombres  connus.  Cas  particulier  de 
h  =  c,  (Sorbonne,  '187i.) 

55.  Les  lettres  a,  b  désignant  des  nombres  positifs  donnés, 
résoudre  les  deux  équations 

,c  -  y  —  a     v^    X''  —  y^  =  6, 

et  dire  dans  quel  cas  il  existera  dos  valeurs  réelles  et  positives 
des  inconnues.  (Sorbonne,  1874.) 


3>  ÉQUATIONS  RÉDUCTIBLES  AU  SECOND  DEGRË. 


56.  Trouver  deux  nombres  x  et  y  tels,  que  leur  somme  soit 
éirale  à  10  et  celle  de  leur  cube  à  200.  Calculer  les  deux  nombres 
à  0,001  près.  (Sorbonne,  i8G7.) 

57.  Partager  une  longueur  de  1  mètre  en  deux  parties  dont 
les  carrés  soient  dans  le  rapport  de  '^  •  On  indiquera  une  con- 
struction géométrique  et  l'on  calculera  en  outre  les  deux  parties 

demandées  à  1  dixième  de  millimètre  près.  (Sorbonne,  1867.) 

• 

58.  Partager  le  nombre  10  en  deux  parties  lelle.s  que  la  somme 
des  cubes  de  ces  deux  parties  soit  égale  à  370.  (Surbonne,  1807.) 

59.  Résoudre  le  système  d'équations  sinmltanées 

.r  -  y  ^r  1     et    X   —  y    -  7. 

(Sorbonne,  18(;8.) 
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60.  Résoudre  le  système  d'équations 

X— y=i    et    x'  -^  =  316, 

(Sorbonne,  184>!).) 

61.  Résoudre  le  système  des  deux  équations  suivantes  : 

x  +  y  =  H    et    x'  +  t/^tii. 

(Sorbonne,  lM72j 


4*  DfiCOMPOSITIOll  D'UN  TRIHtflUS  DU  SECOND  DEGRÉ 
EN  FACTEURS  DU  PREMIER  DEGRE. 


62.  Décomposer  en  deux  facteurs  du  premier  degré  en  z  la 
tnnôme9x>  — 9je-f  2.  (Sorbonne,  1869.) 

63.  Décomposer  en  deux  facteurs  du  premier  degré 

ix'— I2x  +  :i. 

(Sorbonne,  1808.) 

64.  Décomposer  le  trinôme  x*  —  px  -\-  q  en  facteurs  du  pre- 
mier degré. 

Donner  les  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  et  les 
racines  de  Téquation  x'  —  px  -f-  7  =  0.  (Sorbonne,  1871.) 

65.  Expliquer  comment  on  décompose  un  trinôme  du  second 
degré  en  deux  facteurs  du  premier  degré.  On  fera  le  raisonne- 
ment sur  Texerople  —  2x'  —  3x  -f  5.  (Sorbonne,  1871.) 

66.  Décomposer  en  facteurs  du  premier  degré  le  polynôme 
X'  -  l.-Jx*  +  IG.  (Sorbonne,  1872.) 
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50  VARIATION  D'UN  TRINÔME  DU  SECOND  DEGRÉ. 

67.  Comment  varie  lo  trinôme  x*  —  Gx  -|-  15  quand  on  fait 
croître  x  de  la  quantité  —  00  à  +  »  ?  (Sorboune,  1869.) 

68.  X  variant  de  —  00  à  -{^  00 ,  dire  dans  quels  intervalles  la 
fonction  >  •.         — 5-  sera  positive  et  dans  quels  intervalles 

OX'  —  X  —  z 

elle  sera  négative.  (Sorbonne,  1870.) 


G°  PROPORTIONS  ET  PROGRESSIONS  PAR  DIFFÉRENCE 

ET  PAR  QUOTIENT. 


69.  Combien  faut-il  prendre  de  termes  dans  una  progression 
par  différence,  dont  le  premier  terme  est  2,5  et  dont  la  raison  eèt 
'0,3,  pour  que  la  somme  de  ces  termes  soit  égale  à  1020?  (Sor- 
bonne, 1858.) 

■ 

70.  Partager  le  nombre  195  en  trois  parties  qui  forment  une 
progression  géométrique  et  dont  la  troisième  surpasse  la  pre« 
mière  de  120.  (Sorbonne,  18G0.) 

71.  On  propose  d'insérer  quatre  moyens  proportionnels  entre 
17,52i  et  39,815.  Chacun  de  ces  moyens  devra  ôire  calculé  à 
0,001  près.  (Sorbonne,  1858.) 

72.  Insérer  trois  moyens  géométriques  entre  1  et  10  et  trois 
moyens  arithmétiques  entre  0  et  1,  avec  une  approximation  de 
0,01  >  sans  le  secours  des  logarithmes.  (Sorbonne,  1859.) 

73.  Calculer  les  quatre  termes  d'une  proportion  par  quotient, 
sachant  :  l^'que  le  premier  terme  surpasse  le  deuxième  do  4  ;  i^'que 
le  troisième  surpasse  le  quatrième  de  3;  3*^  que  la  somme  des 
carrés  des  quatre  termes  est  égale  à  62,5.  (Sorbonne,  18G0.) 
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74.  Combien  doit-on  prendre  de  termes  dans  la  progretûon 
arithmétique  5,  9,  13,  17  pour  que  leur  somme  soit  égale  à 
10877?  (Sorbonnc,  1866.) 

75.  Démontrer  que  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs 
est  égale  à  n'.  (Sorbonne,  1867.) 

76.  Combien  faut-il  de  termes  dans  la  progression  arithmé- 
tique 2,  5,  8,  11,  etc.,  pour  que  leur  somme  soit  égale  à  876? 
(Sorbonne,  1868.) 

77.  Deux  mobiles  partent  au  même  instant  de  deux  points  A 
et  B  et  marchent  sur  <Ia  droite  AB  dans  le  même  sens,  A  pour- 
saiyant  B.  Le  premier  parcourt  1  mèlre  dans  la  première  mi- 
nute, 3  mètres  dans  la  deuxième,  5  mètres  dans  la  troisième,  et 
ainsi  de  suite,  de  sorte  que  l'espace  parcouru  dans  chaque  mi- 
nute croit  en  progression  arithmétique.  Le  second  parcourt  de 
même  3  mètres  dans  la  première  minute,  4  mètres  dans  la 
deuxième,  5  mètres  dans  la  troisième,  et  ainsi  de  suite.  On 
demande  après  combien  de  minutes  le  mobile  A  atteindra  le 
mobile  B,  sachant  que  la  dislance  AB  est  de  75  mèlres.  (  Sor- 
bonne, 1867.) 

78.  Combien  faut- il  prendre  de  termes  dans  la  progression 
arithmétique  7  2,  5,  8,  11,...  pour  que  leur  somme  soit  égale 
à  876?  (Sorbonne,  1867.) 

79.  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  sachant  que  ces 
côiéfl  sont  en  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  a. 
(Sorbonne,  1869.) 

80.  Insérer  cinq  moyens  géométriques  entre  les  deux  nombres 
1  et  482681)9.  (  Sorbonne,  1870.)   ' 

81.  Trouver  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  la  progres- 
sion géométrique 


5+Î+J+ 


(Sorbonne,  1872.) 
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82.  Somme  des  n  premiers  lermes  de  la  progression 

n  --  \       »  —  :?       Ti  —  :\ 

(Sorbonne,  1872.) 

83.  On  demande  de  trouver  les  dilTérenls  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique,  sachant  que  la  somme  des  n  termes,  à 
partir  du  premier,  est  égale  à  n  +  ^^^  ^^^^  ^^  moitié  du  terme 
auquel  on  s'arréto.  (Sorbonne,  1873.) 

84.  Expliquer  comment  on  trouve  la  somme  des  termes  d*une 
progression  géométrique.  Examiner  le  cas  où  la  progression  géo- 
métrique est  décroissante  et  se  prolonge  à  l'infini.  Application  à 
la  progression  géométrique  dont  le  premier  terme  serait  0,72, 
la  raison  0,01  et  le  nombre  des  termes  infini.  (Sorbonne,  1874.) 


7»  INTÉRÊTS  COMPOSES  ET  ANNUITÉS. 


85.  Une  personne  place  chaque  année  une  somme  s  pendant 
n  années,  à  la  condition  que  la  banque  lui  payera  une  annuité  a 
pendant  les  "In  années  qui  suivront  les  n  suivantes.  Trouver 
la  valeur  de  l'annuité,  pour  que  le  marché  suit  équitable,  lors- 
qu'on tient  compte  des  intéiéls  composés.  Quel  doit  être  le 
nombre  d'années  n  pour  que  l'annuité  t^oit  au  moins  égale  à  la 
somme  [jlacée  chacpie  année?  (Sorbonne,  18.*) I.) 

86.  Une  personne  emprunte  1000  francs,  qu'elle  s'engage  à 
rembourser  en  ijualre  paiements  successifs  faits  à  deux  mois 
d'intervalle  les  uns  des  autres  à  partir  du  sixième  mois  qui  suivra 
l'emprunt.  Les  trois  premiers  payements  ^c^ont  do  300  fiancs 
chacun  et  le  quatrième  ^e^a  de  100  francs.  En  supposant  que 
le  préteur  prélevé  d'avance  l'intérêt  de  la  somme  prêtée,  eu  égard 
aux  rembourscnitnts  successifs,  quelle  somme  remettra-l-il  à 
son  débiteur?  Lu  taux  de  Tintérét  est  supposé  à  5  -J  pour  100. 
(Sorbonne,  18:>8.) 


87.  On  doit  payer  chaque  année  une  somme  de  iitÙO  francs 
pendant  12  ans.  On  demande  de  remplacer  cette  annuité  par  un 
seul  payement  effectué  dans  4  ans.  Quelle  sera  la  somme  à  ()ayor. 
en  supposant  que  le  taux  de  l'intérôl  soit  à  5  pour  iOU?  (Sor- 
bonne,  1859.) 

88.  Calculer  ce  que  produirait  en  8  ans  un  capital  de  3Gâr>  francs 
placé  à  intérêts  composés  au  taux  de  4  pour  100.  Sorbonne, 
1859.) 

89.  Une  somme  de  3082  fr.  48  c,  placée  à  inlérêts  composés 
pendant  8  ans,  a  augmenté  de  1.>&G  fr.  73  c.  On  demande  quel 
était  le  taux  de  Tinlérêt.  (  Sorbonne,  1h:>9.} 

90.  Établir  la  formule  des  intérêts  composés;  déterminer  à 
l'aide  de  cette  formule  le  nombre  d'années  pendant  lequel  un 
capital  de  7872  francs  doit  être  placé,  à  inlérCts  composés,  à 
raison  de  5  pour  100  par  an,  pour  former  une  somme  de 
123i8  francs,  capital  et  inlérêts  réunis.  (Sorbonne,  18.VJ.) 

91.  On  doit  recevoir  pendant  6  ans,  à  la  On  de  chaque  année, 
la  somme  de  325  francs.  Par  quelle  somme  actuelle  peut  être 
remplacée  cette  annuité?  L'intérêt  de  Targent  est  à  5  pour  100. 
(Sorbonne,  1807.. 

92.  On  emprunte  une  somme  A  à  5  pour  100,  à  inli'Têts  com- 
posés; quelle  annuité  fauJra-t-il  payer  pour  que,  après  *i  annuités, 

la  dette  soit  réduite  à  ^?  [Sorbonne,  1873.» 

93.  Une  personne  qui  s'est  engagée  à  payer  10  sommes  égales 
à  a,  la  première  dans  un  an  et  les  suivantes  d'année  en  année, 
propose  de  s'acquitter  en  payant  5  sommes  éi^ales  à  x,  la  pre- 
nûère  dans  un  an  et  les  autres  d'année  en  année.  Quelle  doit  être 
la  somme  x?  On  aura  égard  aux  intérêts  compoAos,  dont  on  sup* 
posera  le  taux  annuel  égal  à  t  pour  100.  (Sorbonne,  l«S7i  ) 


20  ALGÈBRE. 


8°  CALCULS  PAR  LOGARITHMES. 

94.  Calculer  à  Taide  des  logarithmes  et  sous  forme  de  fraction 
décimale  la  racine  quatrième  de  la  fraction  ^^.  (  Sorbonne,  18o9.^ 

95.  Calculer  à  Taide  des  tables  de  logarithmes  et  sous  forme 
de  fraction  décimale  la  racine  cubique  de  la  fraction  tïtW*  (  ^r- 
bonne,  1839.) 

96.  On  propose  de  calculer  par  logarithmes  l'inconnue  x  don- 
née par  la  formule  suivante  : 

_  31,071X21,372X7,259 
^"~   0,5i5X  0,719X0,021  ' 

(Sorbonne,  1859.) 

97.  Calculer  à  l'aide  dps  tables  de  logarithmes  et  sous  forme 

de  fraction  décimale  i/^^"      =  x.  (Sorbonne,  1874.) 

98.  Calculer  la  base  du  système  de  logarithmes  dans  lequel  3 
a  1000  pour  logarithmes.  (Sorbonne,  1875.) 

99.  Calculer  la  base  du  système  de  logarithmes  dans  lequel  9 
a  pour  base  10.  (Sorbonne,  1870.) 
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1»  ADDITION,  MULTIPUGAnOH  ET  DITI8I0H. 


i.  Le  sfams  d'an  angle  étant  ;-,  on  demande  lea  yalenra  da  sinot 
et  da  ooiinQa  de  la  moitié  de  cet  angle  (Sorbonne,  1860.) 

2.  On  d<Hine  deux  angles  P  et  Q;  on  demande  de  calcaler  nn 
angle  X  qni  aoît  compris  entre  0*  et  OO*»  qoi  saUsCttse  i  oetto 
éqnation  :  sinX  =  sinP  -|-  sinQ. 

P  =  »»  i9'37',4,     0  =  l6Mr  3',6. 

(Sorbonne,  1860.) 

3.  TroBTer  entre  0«  et  4S«  nn  angle  tel,  qne  la  somme  de  son 
sinus  et  de  son  cosinas  soit  égale  i  1,15.  (Sorbonne»  1861.) 

4^  Étant  donné  sin30»  =  |,  calculer  sinl5  et  ces  15.  (Sor- 
bonne, 1868.) 

5.  La  tangente  de  la  moitié  d'un  angle  a  nne  valeur  donnée 
M  =  V^  —  1  ;  calcaler  la  tangente  de  cet  angle.  (Sorbonne,  1868.) 

6.  La  tangente  de  la  moitié  d*an  angle  a  ane  yalear  donnée  n; 
calculer  le  sinas,  le  cosinas  et  la  tangente  de  cet  angle.  On  appli- 
quera les  formules  trouvées  au  cas  particulier  où  n  serait  égal 

à  i/l—  1.  (Sorbonne,  1869.) 

7.  Calculer  tang^  en  fonction  de  tanga. 

.  Applicatiqp  au  calcal  de  tang22«30'.  (Sorbonne,  1869.) 

8.  Calcaler  C06éc2a,  sachant  qae  coia=;z*  (  Sorbonne,  1870.) 
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9.  Étant  donné  sin30"  =  i,  calculer  sin  l.y.  (Sorbonne,  J870.) 

10.  Étant  donné   tang4jo=l,  calculer  tang22o30'.    (Sor- 
bonne,  1870.) 

11.  Sachant  que  la  tangente  d'un  angle  est  égale  à  J,  trouver 
le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  du  double  de  cet  angle.  (Sor— 
bonne,  1873.) 

12.  Étant  donnée  tangua,  trouver  la  valeur  de  sina,  cosa, 
tanga  ;  examiner  si  les  formules  doivent  donner  une  ou  plusieurs 
valeurs  pour  chacune  des  inconnues.  (  Sorbonne,  1875.) 

13.  Calculer  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'arc  1>.  (Sorbonne, 
187  i.) 


2  '  FORMULES  DE  RELATION. 


14.  L'arc  de  7.jo  peut  se  partager  en  deux  arcs,  dont  on  peut 
trouver  facilement  les  sinus  et  les  cosinus  au  moyen  de  la  géo- 
métrie. On  propose  de  trouver  ces  quatre  lignes  et  de  s'en  servir 
ensuite  pour  calculer  le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  de  75*'. 
(Sorbonne,  1858.) 

15.  La  colangonte  d'un  angle  étant  égale  à  1 ,  trouver  son  sinus. 

(Sorbonne,  iS59.) 

16.  Étant  donné  un  arco  =  17'';r)' ir,:2,  calculer  un  autre 
arcx  tel  qu'on  ait  sin.r  =  2  sin  a.  c  Sorbonne,  18.59.) 

17.  Le  cosinus  d'un  an^le  compris  entre  00'  et  180o  étant  égal 
à  —  (),.358,  on  demande  do  calculer  à  0,001  près,  et  sans  faire 
usage  des  logarithmes,  le  cosinus  de  la  moitié  de  cet  angle.  On 
vérifiera  le  résultat  à  l'aide  des  tables  trigonomélriques.  (Sor- 
bonne, 1859.) 

18.  ÉtabUr  les  formules  qui  servent  à  calculer  sin  '  a  et  cos  \  «, 
lorsqu'on  connaît  cosa;  applicpier  ces  formules  au  cas  où  l'on 
aurait  cosa —0,857 i"2.  (Sorbonne,  1859.) 
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19.  Démontrer  réqnation 

langfl -(- langé  = - 


eus  ,a  —  li^  4-  co^  a  ■{-  6  ■ 

iSorboone,  «8:;0.) 

20.  Quels  sont  les  angles  compris  entre  0«  et  iOOO«  qui  ont 
pour  cosinus  +  0,548?  (Sorbonne,  la'iO.) 

21.  On  sait  qne  le  sinus  d'un  arc  compris  entre  ÎKh  et  180»  a 
pour  valeur  0,7î»8io  ;  on  demande  de  calculer  le  cosinus,  la  tan« 
gente,  la  cotangente,  la  sécante  et  la  cosécante  de  cet  arc.  On 
aura  soin  de  faire  connaître  le  signe  dont  chacune  de  ces  quan- 
tités doit  être  affectée.  On  fera  les  calculs  à  0,001  près.  (Sor- 
bonne, 1859.) 

22.  Calculer  le  plus  petit  des  arcs  x  qui  satisfait  à  Téquation 
cosix -f- 30)  —  cos{x -f  45)  =  sin  15.  (Sorbonne,  1805.) 

23.  Étant  donné  tang;^  =^  :2  ~  V  ^.  trouver  sin  a.  (Sorbonne, 
1868.) 

24.  Un  mât  vertical  BC  est  fixé  au  sommet  d*une  tour  ÂB  ;  les 
rayons  visuels  dirigés  aux  deux  extrémités  du  mât,  d*un  point  o 
du  plan  horizontal,  qui  passe  par  le  pied  de  la  tour,  font  avec 
l'horizon  des  angles  de  30<>  et  de  GOo;  déterminer  le  rapport  de  la 
longueur  BC  du  mât  à  la  hauteur  ÂB  de  la  tour.  (  Sorbonne,  18G9.) 

25.  Calculer  tang-r  en  fonction  de  tanga.  Application  au  cas 

z 

où  l'angle  a  est  un  angle  de  60».  (Sorbonne,  1800.) 

26.  La  tangente  de  la  moitié  d*un  angle  a  une  valeur  donnée 
m  =  v^—  1  ;  calculer  la  tangente  de  cet  angle.  (Sorbonne,  1871  ) 

27.  Vérifier  la  formule 

teng(45  +  fl)  —  tang(45  —  o  =-  2  tangSo. 

(Sorbonne,  1872,) 

28.  Trouver  les  valeurs  de  Tangle  x  satisfaisant  à  Téquatiun 

smx4-copx=   ,   • 

V  - 

(Sorbonne,  1873.) 
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29.  L^i  cotangente  d'un  angle  étant  égale  à  1,  trouver  son 
sinus.  (Sorbonne,  1873.) 


3»  TABLES. 

30.  Démontrer  les  formules  qui  servent  à  calculer  le  sinus,  le 
cosinus  et  la  tangente  de  la  moitié  d'un  angle  quand  on  connatt 
le  cosinus  de  cet  angle.  S'en  servir  pour  calculer  à  tvJtv  près  la 
tangente  de  30o.  (Sorbonne,  1859.) 

31.  Connaissant  le  nombre  i:  =  3,1  il r>9,  calculer  approxima- 
tivement le  sinus  de  Tare  de  lO»  et  dire  sur  combien  de  chiffres 
décimaux  on  peut  compter.  (Sorbonne,  1859-.) 

32.  Calculer  avec  sept  décimales  les  sinus  des  angles  de  20o, 
920,  -1(5^0^  236»  et  308«,  et  en  conclure  la  somme  algébrique  de 
ces  sinus.  (Sorbonne,  1859.) 

33.  Expliquer  l'emploi  des  tables  trigonométriques  de  Callet 
pour  le  calcul  d'un  angle  dont  le  sinus  est  donné.  Calculer  en  par- 

ticulier,  à  l'aide  de  ces  tables,  l'angle  dont  le  sinus  est  égal  à  —^ 

et  dire  sur  quel  degré  d'approximation  on  peut  compter.  (  Sor- 
bonne, 18G0.) 

34.  Calculer  à  0",1  près  l'arc  dont  la  tangente  est  i/^-  (  Sor- 
bonne, 1860.) 

35.  Calculer  avec  sept  chiffres  décimaux  la  valeur  que  prend 
Tex  pression 

— : 2  cos2x  —  2  cos.4.r  —  2  cosCr, 

sinx 

lorsqu'on  suppose  x  =  83o2i'3(r.  (Sorbonne,  1801.) 

36.  Expliquer  pourquoi  dans  les  tables  Irigonométfiques  la 
colonne  des  différences  est  commune  pour  les  tangentes  et  les 
cotangentes.  (Sorbonne,  18(3 &.) 
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37.  On  donne  «  =  3,14159;  calculer  approzifflaU?einent  le 
anus  de  Tare  iO«  et  indiquer  rapproximaiion  obtenue.  (Sor- 
bonne,  i864.) 

38.  Calculer  en  degrés,  minnlea  el  aeoondes,  l'arc  que  aou»- 
tend  dans  un  cercle  une  corde  égale  au  i  du  diamètre.  (Sor- 
bonne,  i868.) 


4»  REHDRE  CALCULABLE  PAE  LOGAEITHHBS. 


39.  Un  arc  inconnu  x  est  donné  par  la  formule 

(angx  =  tanga  -^  tang6  ; 

il  s'agit  de  la  transformer  en  une  autre  plus  commode  pour  le 
calcul  logarithmique.  (Sorbonne,  1859.) 

40.  Rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 

sin  A  +  8>nB  4-  sinC, 
A,  B,  C  étant  les  trois  angles  d*nn  triangle.  (Sorbonne»  1869.) 

Ai«  Rendre  calculables  par  logarithmes  les  racines  de  l'équa- 
tion du  second  degré 

x'4-px-|-Ç  =  0. 

(  Sorbonne,  1870.) 

42.  Rendre  calculable  par  logarithmes  cosl5''  —  sinl5«.  (Sor- 
bonne, 1871.) 


5*  ËQUATIOHS  TRIGOHOMiTEIQUES. 

43.  Démontrer  l'équation 

cM{a-\-b)  cos  (a  ~  6)  =  co»*a  —  sin* b. 

(Sorbonne,  186G.) 
t 


2()  TUItiOiNOMÉTIlli:. 

44.  Élantdonnéslesdouxangles  A  =  !23>:i7'Iîr,  B  =  2|ol6'  iG". 
calculer  à  une  seconde  près  un  troisième  angle. r,  tel  que  Ton  ail 
sin.T  =  sin  A  -|-  sinB.  (Sorbonne,  18(5().  ) 

45.  Trouver  le  sinus  de  l'ani^le  aigu  x  qui  satisfait  à  l'équation 
cos2.r  =  ( — :r~~)  (^os.r  —  sin.r).  (Sorbonne,  1800.) 

46.  Trouver  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  angle  aigu  x  qui  satis- 
fait à  l'équation  tang:2.r  =  ;i  tangi'.  (Sorbonne,  187;j  ) 

47.  La  lettre  a  désignant  un  nonribre  positif,  trouver  le  sinus 
et  le  cosinus  d'un  angle  .r  qui  vérifie  l'équation 

cos2.r  ^=  a  (coF.r  —  sin.r). 

Le  problème  est-il  toujours  possible?  (Sorbonne,  i8(J9  ) 

48.  Résoudre  l'équation 

1 

?m.r  —  cosj-  ^^  — • 

(Sorbonne,  1870.) 

49.  Partager  un  arc  de  30"  en  deux  parties  toiles,  que  le  sinus 
de  la  première  partie  soit  trois  fois  plus  grand  que  le  sinus  de 
la  deuxième  partie,  (Sorbonne,  1872.) 

50.  Quel  doit  être  ranirlc  d'un  secteur  circulaire  AOC  pour 
que  le  volume  du  secteur  sphérique  engendré  par  la  rotation  du 
secteur  circulaire  autour  du  diamètre  AB  soit  le  quart  do  la 
sphère  de  rayon  OA?  (Sorbonne,  1873.) 

51.  La  lettre  a  désignant  un  angle  donné  et  la  lettre  .r  un 
angle  inconnu,  quelles  sont  les  formules  qui  donnent  les  valeurs 
de  .r  qui  vérifient  l'équation  sin(.r  —  o  ^r-sin.r  —  sino?  (Sur- 
bonne,  1873.) 

52.  (Juellos  sont  les  valeurs  du  sinus  de  l'anple  .r  qui  vérifient 
l'équation  tang2.r  =  3  taniz.r?  'Sorbonne,  |S7i{.) 

53.  Expliquer  comment  un  détermine  l'angle  r  «lonné  par 
l'équation  a  sin.r  -|-  h  coî-r  r.-  r. 

Application  à  l'exemple  v^3ï^in.r  {-coï^.i  —  y  3.  (Soi  bonne,  1873.) 
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54.  Résoudre  l'équation  4sioj-f'3cosT  =  â.  (Sorbonne,187i.} 

55.  Partager  un  arc  de  lo*"  en  deux  parties  telles,  qoe  le  »inus 
de  la  première  soit  égal  au  double  du  sinus  de  l'autre*  (Sor- 
bonne,  187i.) 

56.  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  nombres  a  et  6 
pour  qu'il  eiiste  des  valeurs  réelles  de  x  vérifiant  Téquation 
a8Înx-{-6  C08x=  1.  (Sorbonne,  187 i.) 

57.  Trouver  pour  quelle  valeur  de  Tare  x  entre  0«  et  90«  Tcx- 
pression  tangx  -|-3  coix  est  minimum.  (Sorbonoe,  187 i.) 

58.  Calculer  le  sinus  de  l'angle  formé  par  deux  des  diagonales 
d*on  cube.  (Sorbonne,  1875.) 

59.  Calculer  le  sinus  de  l'angle  d'une  arête  d'un  tétraèdre 
régulier  avec'  l'une  des  faces  ne  comprenant  pas  celte  arèle. 
(Sorbonne,  1874.) 


ù-  APPLICATIOHS  TRI60N0MSTRIQUES. 


60.  Quel  doit  être  le  rayon  d'un  cercle  pour  que  la  différence 
entre  un  arc  de  7o  mètres  et  sa  corde  soit  moindre  que  0°*,001  ? 
(Sorbonne,  1801.) 

61.  Une  sphère  est  introduite  dans  un  cône  renversé  dont 
Tangle  ASB  =  2a;  calculer  le  rapport  du  volume  compris  entre 
la  surface  inférieure  de  la  sphère  et  le  sommet  du  cône  au  vo- 
lume de  la  sphère  entière.  Après  avoir  établi  la  valeur  générale 
du  rapport,  on  y  fera  a  =  60^  et  Ton  donnera  les  deux  premières 
décimales  du  résultat.  (Sorbonne,  180  i.) 

62.  Calculer  à  1  mètre  près  la  longueur  d'un  arc  MN  de  paral- 
lèle terrestre  dont  la  latitude  est  48^50'  et  la  différence  de  longi- 
tude de  ses  extrémités  3^36',  la  circonférence  terrestre  étant 
de  4000  kilomètres.  (Sorbonne,  1864.) 

63.  Dans  un  cercle  de  rayon  1,  calculer  à  0"<i,01  près  la  sur- 
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face  comprise  entre  une  corde  distante  de  O^JO  du  centre  et  le 
diamètre  parallèle.  (Sorbonne,  1863.) 

64.  Calculer  la  zone  comprise  entre  i'équateur  et  le  parallèle 
dont  la  latitude  est  iS'^,  la  circonférence  de  la  Terre  valant  40000  ki- 
lomètres. (Sorbonne,  186^.) 

65.  Calculer  en  fonctions  de  a  et  6  et  de  Tangle  compris  G  le 
côlô  c  du  triangle  ABC  et  rendre  la  formule  calculable  par  loga- 
rithmes. (Sorbonne,  1875) 

66.  Trouver  les  longueurs  des  bissectrices  d*uD  triangle, 
quand  on  donne  les  trois  côtés.  (Sorbonne,  1875.) 

67.  Un  parallélépipède  rectangle  de  hauteur  h  a  pour  base  un 
carré  dont  le  côté  est  a;  calculer  la  tangente  de  Tangle  que  for- 
ment entre  elles  les  deux  diagonales  du  parallélépipède.  (Sor- 
bonne,  1873.) 

68.  Le  rayon  d'un  cercle  étant  de  1  mètre,  on  demande  de  cal- 
culer à  1  centimètre  carré  près  Taire  x  comprise  entre  les  deux 
tangentes  qui  font  un  arc  de  40''  et  l'arc  de  cercle  qui  se  termine 
au  point  de  contact.  (Sorbonne,  1861.) 

69.  Calculer  tous  les  angles  susceptibles  de  satisfaire  à  l'équa- 
tion 2,5  sinx  +  2,7182  cosx  =  3,1416.  (Sorbonne,  186i.) 

70.  Calculer  le  volume  d'un  secteur  sphérique  engendré  par 
la  révolution  du  secteur  OÂB  tournant  autour  de  Oâ,  sachant 
queTangle  a=54o28'  et  que  le  rayon  R=0"',2.  (Sorbonne,186i.) 

71 .  Partager  un  arc  de  4r>  degrés  en  deux  parties  telles,  que 
le  sinus  de  la  première  soit  égal  au  double  du  sinus  de  l'autre. 
(Sorbonne,  1875.) 

72.  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne  AB  =  293",917, 
AC  =  20r,315,  l'angle  CAB  =  23o27'32';  calculer  la  longueur 
MP  perpendiculaire  à  AB,  partageant  le  triangle  ABC  en  deux  par- 
ties équivalentes.  (Sorbonne,  186  L) 

73.  Partager  un  arc  de  30^  en  deux  parties  telles,  que  le  sinus 
de  la  première  soit  le  triple  du  sinus  de  la  seconde.  (Sorbonne, 
1864.) 
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7i.  Calculer  l'angle  au  centre  d*on  secteur  circulaire  OAB, 
chant  que  le  volume  du  secteur  sphérique  engendré  par  la  révo- 
lution de  ce  circulaire  autour  du  rayon  OA  e&t  le  \  du  volume 
entier  de  la  sphère.  (Sorbonne,  i8(>o.) 

75.  Le  rayon  d'un  cercle  =  SoiS^^dOo,  la  longueur  d'une 
corde  Âfi  =36(>9",01 9;  calculer  à  0,00 1  de  seconde  près  l'angle  ASB 
formé  par  les  deux  tangentes  aux  extrémités  de  A  et  de  B.  (Sor- 
bonae,  1865.) 

76.  Calculer  à  une  seconde  près  les  angles  d'un  losange  dont 
le  périmètre =86 i",36  et  dont  la  surface  =  32548  mètres  carrés. 
(Sortwnne,  1865.) 

77.  Calculer  à  -^  de  seconde  près  les  angles  d*un  losange, 
sactiant  que  son  périmètre  vaut  8&2",693  et  que  l'une  de  ses 
diagonales  vaut  92",357.  (Sorbonne,  1805.) 

78.  Calculer  en  hectares  la  surface  d'un  segment  compris  entre 
un  arc  de  60"  et  sa  corde  dans  un  cercle  de  572  mètres  de  rayon. 
(Sorbonne,  1865) 

79.  Partager  un  arc  de  30"  en  deux  parties  telles,  que  le  sinus  de 
la  première  soit  le  triple  du  sinus  de  la  seconde.  (Sorbonne,  1865.) 

80.  Calculer  le  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  conte* 
nus  dans  un  arc  de  cercle,  sachant  que  la  corde  qui  le  soua- 
tend  est  égale  au  |  du  diamètre.  (Sorbonne,  1860.) 

81.  Calculer  un  angle  z  tel,  que  Ton  ait  2  sinx  =  sin (45" ^  x). 
(Sorbonne,  1867.) 

82.  Calculer  le  volume  du  solide  décrit  par  le  secteur  circu- 
laire âOB  tournant  autour  de  AO.  On  supposera  que  l'angle  AOB 
est  de  55"  et  que  le  rayon  AO  =  R  est  de  7",34.  (Sorbonne,  1867.) 

83.  On  doime  un  tronc  de  pyramide  triangulaire  dont  les  bases 
sont  des  triangles  isoscéles;  Tangle  au  sommet  de  ces  triangles 
est  de  45«;  les  côtés  égaux  valent  :  dans  le  grand,  1  mètre;  dans  le 
petit,  I  de  mètre.  La  hauteur  du  tronc  est  de  6  mètres.  On  de- 
mande le  volume  de  la  pyramide  triangulaire  formée  par  la  petite 
base  et  le  prolongement  des  faces  latérales.  (Sorbonne,  18(m.) 
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84.  Calculer  la  surface  d'un  segment  de  cercle  compris  entre 
un  arc  et  sa  corde,  sachant  que  le  rayon  du  cercle  est  de  689™,75 
et  que  Tare  du  segment  correspond  à  un  angle  au  centre  de 
lil°27'38".  On  exprimera  la  surface  en  hectares,  ares  et  cen- 
tiares. (Sorbonne,  186G.) 

85.  Calculer  l'arc  dont  le  sinus  est  égal  à  la  quinzième  partie 
du  sinus  de  Tare  de  lo".  (Sorbonne,  1803.) 

86.  Calculer  le  volume  du  solide  décrit  par  un  triangle  équi- 
latéral  ABC  qui  tourne  autour  d'une  droite  xy  menée  dans  son 
plan  par  le  sommet  A,  de  manière  à  faire  un  angle  de  18''.  On 
supposera  le  côté  du  triangle  égal  à  7"',3o.  (Sorbonne,  18C7.) 

87.  La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit 
d'un  triangle  rectangle  sur  l'hypoténuse  la  partage  en  deux  seg- 
ments dont  les  longueurs  sont  3°',6i3,  4™,928.  On  propose  de 
calculer  les  angles  de  ce  triangle.  (Sorbonne,  1865.) 

88.  Calculer  l'angle  x  inférieur  à  360,  tel  que 

sin  X  +  cos  .r  =  1 , 1  î2378. 

(Sorbonne,  1867.) 

89.  Calculer  tous  les  angles  x  qui  satisfont  à  l'équation  sui- 
vante : 

cos  x  -p  cos  '  .r  4-  30")  =  ~.  • 

(Sorbonne,  1867.; 

90.  Calculer  les  anglo  x  qui  satisfont  à  l'équation 

X 

cos  j    t"  cos  ^j  =  1,999. 

(Sorbonne,  1867.) 

91.  Partager  l'anglo  4.>  eu  doux  parties  dont  les  tangentes 

soient  entre  ellos  ----  7.-  (Sorbonne,  1S6().) 

() 

92.  Calculer  à  -~^  de  seconde  près  l'angle  que  doivent  faire  deux 
rayons  d'un  cercle  i)Our  que  la  suifare  du  triangle  formé  par  les 
deux  rayons  et  par  la  corde  qui  joint  leurs  extrémités  soit  le  t't  de 
la  surface  du  cercle.  (Sorbonne,  1866.) 
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93.  Un  parallélogramme  dans  lequel  un  angle  est  égal  à  ç  est 
circonscrit  à  un  cercle  de  rayon  a.  Evaluer  la  surface  de  ce  paral- 
lélogramme. Quel  doit  être  Tangle  ?  dans  le  cas  où  la  surface  est 
minimum?  (Sorbonne,  1867.) 

9i.  Trouver  les  angles  x  qui  satisfont  à  l'équation 
ao79!r>  cosx  +  193878  sin  x  =  2ii3;W. 

(Sorbonne,  1H66.) 

95.  Déterminer  x  de  manière  que  cosx  -f-  sinx  soit  un  maximum. 
(Sorbonne,  1868.) 

96.  Dans  un  quadrilatère  ABCD  on  a 

cotAD  =  223",215. 
CD  =  i43",319, 
BC=   72^417, 
angleD  =  l20M0'5;r. 
C=135<»i4'i7\ 

On  demande  de  calculer  AB.  (Sorbonne,  1808.) 

97.  Calculer  à  (K^l*  do  seconde  près  tous  les  arcs  positifs  et 
moindres  que  la  circonférence  qui  satisfont  à  l'équation 

cos2.r  =  cosx  -|-1. 

(Sorbonne,  1867.) 

98.  L'arc  de  7o°  peut  se  partager  en  deux  arcs  dont  on  peut 
trouver  facilement  les  sinus  et  les  cosinus  au  moyen  de  la  géo- 
métrie. On  propose  de  trouver  ces  quatre  lignes  et  de  s'en  servir 
eosoilc  pour  calculer  le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  de  7>. 
(Sorbonne,  1868.) 

99.  Calculer  le  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  con- 
tanus  dans  un  arc  de  cercle,  sachant  que  la  corde  qui  le  sous- 
tend  est  égale  au  '  du  diamètre.  (Sorbonne,  1868.) 

100.  Sachant  que  les  deux  tangentes  menées  d'un  point  à  un 
cercle  comprennent  un  angle  d'une  minute,  trouver  combien  de 
fois  la  distance  de  ce  point  au  centre  du  cercle  est  plus  grande 
que  le  rayon.  (Sorbonne,  1869.) 
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101.  La  Terre  étant  regardée  comme  8phérique,  calculer  avec 
six  chiffres  décimaux  le  rapport  de  la  surface  de  la  zone  torride 
à  la  surface  entière  de  la  Terre.  On  admettra  que  les  deux  tro- 
piques qui  limitent  cette  zone  sont  à  23°27'3i"  de  l'équateur. 
(Sorbonne,  1868.) 

102.  L'angle  a  étant  égal  à  24°35'47',  calculer  d'une  part  la 

quantité 

j  =  tanga-f-séco, 
et  d'autre  part 


y=tangr|-{-45oj. 

(Sorbonne,  1869.) 


103.  Partager  tin  arc  de  i5o  en  deux  arcs  dont  les  tangentes 
des  deux  parties  soient  dans  le  rapport  de  â  à  3.  On  calculera 
chacune  des  deux  parties  à  -nr  ^^  seconde  près.  (Sorbonne,  1868.) 

104.  Deux  circonférences  de  rayon  a  et  6  se  touchent  exté- 
rieurement; on  mène  les  tangentes  communes  à  ces  deux  circon- 
férences autres  que  la  tangente  commune  au  point  de  contact. 
Calculer  le  sinus  de  l'angle  de  ces  deux  tangentes.  (Sor- 
bonne, 1873.) 
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105.  On  donne  les  trois  côtés  du  triangle  ÂBC  : 

AC  -~=  208'",33, 
BG  =  315",48. 

On  demande  de  calculer  à  1  centimèlre  près  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  AD,  abaissée  du  sommet  A  sur  le  côté  opposé  BC. 
(Sorbonne,  185  i.) 

106.  La  corde  AB,  dans  le  cercle  0,  est  é^ale  à  S'^^â?^;  la 
*dc  AC,  qui  sous-tend  un  arc  double  do  Tare  AB,  est  égale  à 
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4*,i^;  cakmler  à  i  millimètre  près  le  rayon  da  cercle.  On  fera 
le  calcul  an  moyen  des  tables  de  logarithmes.  (Sorbonne,  1858.) 

107.  Calculer  à  i  centimètre  près  la  corde  qui  sous- tend 
un  arc  de  37*43'  dans  un  cercle  de  5i2",33  de  rayon.  (Sor- 
bonne,  1858.) 

108.  Calculer  à  -jV  de  seconde  près  les  angles  d'un  losange, 
sachant  que  le  périmètre  est  égal  à  Si^'^GOS  et  que  Tune  des 
diagonales  est  égale  à  9â'",3aj.  (Sorbonne,  1858.) 

109.  Soit  le  quadrilatère  ABCD,  dans  lequel  on  a 

angle  A  =  90», 
angle   B  =  32*i3', 

côléAB  =  3ii-,3\ 

cdtéCD  =  208«,i3; 

trouver  la  surface.  (Sorbonne,  1858.) 

liO.  On  donne  dans  un  triangle  ABC  l'angle  B  égal  à  G8«â6'  17% 
l'angle  C  égal  à  75»8'23',  et  sa  hauteur  AU  égale  à  Ii8",i9; 
on  demande  de  calculer  les  longueurs  des  trois  côtés.  (Sor- 
bonne, 1859.) 

ill.  Calculer  à  0,1  de  seconde  près  Tangle  au  sommet  d'un 
triangle  isoscèle  dont  la  base  est  égale  à  3i5i*,634  et  dont  la 
surface  est  égale  à  5864372  mètres  carrés.  (Çorbonne,  1859.) 

112.  Les  trois  côtés  du  triangle  ABC  étant  respectivement 

AB  =  i551-, 

AC  =  2068", 
BC  =  2585"», 

trouver  la  grandeur  de  la  droite  AD  qui  joint  le  sommet  A  au  mi- 
lieu de  la  base  BC.  (Sorbonne,  1859.) 

113.  Dans  le  triangle  ABC,.on  donne 

DC  =  34528.36, 
angle  B  =  43«38'f2\4. 
angleC  =  63«7'i6',3; 

calculer  la  longueur  de  AD  qui  divise  Tangle  A  en  deux  parties 
^es.  (Sorbonne,  1859.) 
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114.  Dans  le  Irinnjrlo  BAC,  on  donne 

lecùtôAB-^  2:r,2j:i, 
IccOléAC^r  lir,(l9, 


'  OT'/ 


on  demande  de  calculer  la  longueur  de  la  bissectrice  AO  de  l'angle. 
(Sorbonne,  18')0.) 

115.  Calculer  en  degrés,  minutes  et  secondes  la  valeur  de  l'arc 
de  cercle  dont  le  rayon  est  de  r>  mètres,  sachant  que,  la  surface 
du  secteur  qui  correspond  à  cet  arc  est  de  7  mètres  carrés.  (Sor- 
bonne, 1859.) 

116.  On  donne  un  triangle  ABC,  dont  ks  côtés  ont  les  valeurs 

suivantes  : 

BC  =  (i"',    AB  =  .V",    AC  =  2'". 

On  mène  la  bissectrice  AI  de  l'angle  A  et  Ton  demande  de 
calculer  :  l^'  les  surfaces  des  deux  triangles  AGI  et  ABI;  "2^  la 
longueur  de  la  parallèle  IM  à  AC,  terminée  au  côté  AB  en  M. 

{Sorbonne,  1859.) 

117.  Étant  donnés  les  trois  poidts  A,  B,  C  qui  font  partie  d'un 
réseau  Irigonomélrique,  on  a  relevé  le  point  P  en  mesurant  les 
angles  APB  et  BPC  ;  on  propose  de  rattacher  le  point  P  au  canevas 
principal,  en  calculant  les  angles  B\P  et  BCP.  On  prendra 

AB:^:2;].V".ii:;, 

BC  ^  19S"',9-25, 
APB^.57'':{()'i>8', 
BPC:^-  <)1':2U'I7", 
ABC-^  118-1.7:29'. 

(Sorbonne,  1859./ 

118.  On  connaît  une  droite  AB  —  :i784  mètres;  deux  points 
P  et  y  Sdnt  situés  dans  un  même  plan  avec  cette  droite,  et  ils 
sont  déterminés  par  rapport  à  cette  droite  au  moyen  des  angles 

PAB:^8T«i5'. 
PBA=  iC)''3i\ 
0AB^^.l7o3-2', 
0BA^8t«:r/. 


Avec  ces  données,  on  propose  de  calculer  la  dislance  I\).  (Sor- 
bonne,  18r>9. 

119.  Un  côlé  d'un  triangle  a  pour  valeur. Tî*",  iâ,  les  drus  an^'les 
adjdcenls  48»o2'l3'  et  ToMS'iV;  calculnr  le  IroiM^me  angle, 
les  deux  côtéà  qui  le  comprennent  et  la  surface  du  lrian;:)e.  iSor- 
bonne,  1860.) 

120.  Dans  un  triangle,  on  connaît  nn  des  an^\(  ^  de  X»''  18'  !«;* 
et  les  deux  côtés  adjacents,  (yii  sont  respectivement  de  HT  moires 
et  de  7:2  mètres.  On  demande  de  calculer  la  surface  du  trianirlo. 
On  évaluera  cette  surface  en  ares  cl  en  centiares.  (Sorbonne,  I  su).  ) 

121.  Dans  un  triangle  ABC  on  a 

lecôléAB  =  i03'",:î8, 
le  côté  BC  =  9«",r>:j. 
rangle    A=-2.Vn':{S\ 

On  demande  de  cadculer  le  côté  AC  et  les  angles  B  et  C.  (Sor- 
bonne, i860.) 

122.  Calculer  les  trois  angles  d'un  triangle  dont  les  cô'é^  sont 

a=iw7i",    h^-XH'ir',    c=r:n7iMr. 

(Sorbonne.  \m),) 

123.  La  surface  d'un  triangle  est  de  3  tiKOr;  décimètres  carrés  ; 
on  connaît  de  plus  les  longueurs  de  deux  côlé:«,  qui  sont  res[>ec 
tivement  92" ,35  et  i03'",.')7.  On  demande  de  calculer  l'angle  com- 
pris entre  ces  deux  côtés.  (Sorbonne,  iSfiO.) 

124.  On  a  un  angle  A  =  ii^^lfVït';  on  mène  par  un  point  B 
pris  sur  Tun  des  côtés  de  Tanglo,  à  une  distance  AB  =  107  mè- 
tres, une  droite  BC,  telle  que  la  surface  du  triangle  ABC  soit  de 
6527  mètres  carrés;  on  demande  la  longueur  de  la  droite  AC  et 
la  valeur  de  Tangle  ABC.  (Sorbonne,  lse>0.) 

125.  Calculer  le  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  con- 
tenus dans  un  arc  de  cercle,  sachant  que  la  corde  qui  le  sous-tend 
est  égale  aux  3  du  diamètre.  (Sorbonne,  1S<>0.) 

126.  Trouver  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC, 
sachant  que  les  trois  côtés  de  ce  triangle  sont  respectivement  de 
2i9332  et  415  mètres.  (Sorbonne,  im),) 
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127.  On  donne  Tangle  A  d'un  triangle  et  les  logarithmes  des 
côtés  c,  b,  qui  comprennent  cet  angle,  savoir  : 

A  =69"  51' 28^5, 
loge  =  3/2714872, 
log6  =  l,H:i9263. 

On  propose  de  résoudre  le  triangle  et  d'en  calculer  la  surface. 
(Sorbonne,  1860.) 

128.  Calculer  les  éléments  d'un  triangle,  connaissant  un  angle, 
la  distance  des  pieds  de  la  hauteur  et  de  la  médiane  correspon- 
dant à  cet  angle,  et  enûn  Tangle  de  ces  droites.  (Sorbonne,  i8G2.  ) 

129.  On  donne  dans  un  triangle 

a  =  35'",42  ; 
B=48o52'ia"; 
C  =  75ol8'25\ 

Calculer  A,  6,  c  et  la  surface,  (Sorbonne,  i8GiO 

130.  Dans  un  triangle  ABC,  on  a 

AB=   97'",2o, 
AC  =  112V9, 

A  =  72o37'28". 

On  demande  de  calculer  le  côté  BC,  les  angles  B  et  C  et  la  sur- 
face. (Sorbonne,  1805.) 

131.  On  donne  dans  un  triangle  un  angle  A  et  les  logarithmes 
des  côtés  qui  le  comprennent,  savoir  : 

loge  =  3,2714872, 

A=(;9''5l'28",5, 
log/j  =  1.11o92C3.      . 

Résoudre  le  triangle  et  en  calculer  la  surface.  (Sorbonne,  1866.) 

132.  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne 

le  côté  e  =  AB  =  i03'",38, 
lecôtéo  =  BC=   98V>3, 
etrangleA  =  2.>17'3?5''. 

On  demande  de  calculer  le  côté  AC  et  les  angles  B  el  C.  (Sor«> 
bonne,  180  i.) 
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133^  Les  bûMcirioes  ds  Ttiigie  droit  d'un  intiigle  reclattgie 
ptrUgMil  rhypot^feuae  ea  deu  segmeolaquioDl  4"»310  el  5*,138 
de  kmguttttr.  Galcvler  Im  i&gles  du  tritogle.  (SorbooM,  1807.) 

134.  Calculer  les  trois  aoglet  d*nii  triangle  dont  les  côlé»-8ont 
6  mètrea,  8  aèirea,  10  mètrea.  (Sorboone,  I8Q9.) 

135.  L'un  dea  anglea  d'un  loaange  dreooacrit  à  an  cercle  do 
68  mèlrea  de  rayon  eat  égal  à  43«i4'37'.  Calcoler  k  «  décimèlro 
carré  |«èa  k  aorbca  de  ce  loaaiige.  (Sorbonne,  1875.) 

136.  Cakoler  le  Yolome  du  solide  décrit  par  le  secteur  circu* 
laire  AOB  aatoar  de  À0|  Tangle  ÂOB  eat  de  KS"  et  le  rayon  AO 
eat  de  T-^.  (Sorbonne,  1889.)    (Vay.  àtUs,  7n>.,  /ly.  136.) 

137.  Etant  donnés  les  deux  angles 

^  =  28M9'37',é, 
ç=  16*47'  3" fi, 

calcoler  l'angle  z  compris  entre  0  et  90*  et  tel  que 

sinx  =  sinp -f- sinç. 

(Sorbonne,  1872.) 

138.  On  dunoe  l'angle  BAC  et  un  point  D  sur  l'un  des  côtés  do 
cetan^e.  On  demande  :  !•  la  formule  qui  exprime  la  longueur  DE 
comprise  entre  le  point  D  et  le  o6té  AB  et  faiaant  an  angle  x 
avec  AD;  i*  la  Taleur  qve  doit  ayotr  x  pour  que  la  ligne  DB  soit 
la  plus  petite  possible;  3»  la  valeur  minimum  de  DB,  en  auppo* 
aani  BAC  =s  53*28' 15' et  la  ligne  AD = i5M5.  (  Sorbonne,  1869.) 
(  Vof .  Atuis,  Trig.,  fg.  138.) 

139.  Calculer  lea  côtés  d'un  triangle  dont  la  surlace  est  do 
10  mètres  carrés  et  dont  les  angles  sont  respectivement 

178o30'29', 

!•  0'  4', 

0«29'27*. 

(Sorbonne,  1868.) 

140.  Dans  un  triangle  dont  on  donne  les  deux  côtés  a  et  é  et 
Isn^le  compris  C,  on  propose  de  calculer  en  fonclion  dci  données 
le  lroî>ièoie  oôié  e  et  de  rendre  la  formule  obtenue  calculable 
fur  logaritlimes.  (Sorbonne,  1868.) 
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141.  Calculer  la  surface  d'un  triangle,  connaissant  deux  côlés 
a  et  i  et  l'angle  comprise.  Les  côtés  a  et  6  restant  constants,  on 
fait  varier  l'angle  C;  quel  est  le  triangle  dont  la  surface  sera 
maximum?  (Sorbonne,  1808.) 

142.  On  donne  le  périmètre  2;?  d'un  triangle  rectangle  ABC 
et  la  perpendiculaire  h  abaissée  du  sommet  A  de  l'angle  droit 
sur  l'hypoténuse  BC;  on  demande  des  formules  pour  calculer  les 
angles  aigus  B  et  C.  Le  problème  est-il  toujours  possible?  (Sor- 
bonne, 1869.) 

143.  Deux  points  A  et  B,  dont  la  distance  est  connue  et  é'zale 
à  D,  sont  situés  dans  un  même  plan  horizontal  P;  le  point  C  est 
en  dehors  du  môme  plan.  Ayant  mesuré  les  angles  BAC  =  a, 
ABC  =  p,  ainsi  que  l'angle  y  que  AC  fait  avec  le  plan  P,  on 
demande  de  calculer  la  distance  du  point  Ç  au  plan  P.  (Sor- 
bonne, 18G8,) 

144.  Les  côtés  d'un  triangle  ont  respectivement  pour  mesure 
les  nombres 

x'  -h-t'+l, 
2.C+J, 
x'  —i; 

la  lettre  x  désigne  un  nombre  quelconque  >  I  :  vérifier  que 
l'angle  opposé  au  côté  x^  +  x  + 1  est  un  angle  de  120  degrés. 
(Sorbonne,  1809.) 

145.  Trouver  la  formule  que  donne  le  cosinus  d'un  angle  d'un 
triangle  en  fonction  dos  côtés  de  ce  triangle.  (Sorbonne,  1872.) 

146.  On  donne  dans  un  triangle  le  côté  a  et  les  ani;les  B  et  C 
à  la  base  ;  exprimer  la  surface  du  triangle  en  fonction  de  ces 
données.  Maximum  delà  surface.  (Sorbonne,  1870.) 

147.  Déterminer  l'aire  d'un  trianjile  en  fonction  des  côlés. 
(Sorbonne,  1870.) 

148.  Calculer  les  côlés  d'un  trianî^le  dont  on  donne  les  angles 
et  le  [>érimèlre.  On  rendra  calculables  par  loiiarilhmos  les  for- 
mules qui  donnent  la  valeur  des  côtés.  (Sorbonne,  1873.) 

149.  Connai>sant   l'hypolénute  a  d'un   trinugle  rectani:le  el 
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l'un  des  angles  aigus  B,  calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans 
ce  triangle.  (Sorbonne,  1873.) 

150.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  le  côté  moyen  h,  U 
surface  m'  et  sachant  que  les  trois  angles  sont  en  progression 
arithmétique.  (Sorbonne,  1875.) 

151.  R^udre  Téquation 

a  sîn  X  -|-  6  cos  jr  =  c. 

On  donnera  la  condition  poor  que  les  valeurs  de  Tinconnue  soient 
réelles. 
Application  à  Texeinple 

sin  T  +  2  cos  JT  =  1 . 

(Sorbonne,  1873.) 

152.  Résoudre  un  triangle  ABC,  connaissant  le  côté  BC,  Texcès 
de  la  somme  des  deux  côtés  BC  et  AC  sur  le  côté  AB  et  sachant 
que  l'angle  C  est  double  de  l'angle  B.  (SorboQne,  1875.) 

153.  Calculer  le  sinus  de  Tangle  formé  par  l'une  des  arêtes 
d'on  tétraèdre  régulier  avec  l'une  des  deux  faces  qui  ne  com- 
prennent pas  cette  arête.  (Sorbonne,  1875.) 
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RECUEIL 


DE    PROBLEMES 


SOLUTIONS  (•) 


ARITHMÉTIQUE. 


I«  APPBOXIMATIOIIS,  MULTIPLICATIOH  ABRÉGÉE, 

DIVISIOH  ABRÉGÉE. 

i.  Appelons  A  le  dividende  exact,  A'  Je  dividende  approché, 
a  Terreur  A  —  A'  ;  appelons  B  le  diviseur  exact,  B'  le  diviseur 
approché,  b  Terreur  B  —  B'.  L'erreur  E  du  quotient  est 

A  _  A'  _  A^  +  g  __  A'  _  OLW'-bX' 
B       W^W+b      B'""B'(B'  +  6)* 

aB^  +  ftA- 
B<  g77— » 

â        i 

faisons  la  division  abrégée,  on  a 

^  =  0,320    à  0,001  près.    (S.) 


(*)  Les  leUres  (S.),  placées  à  droite,  sont  destinées  à  appeler  raltentloo  da 
ledev  sur  les  lignes  renfermaDt  les  tolutUmê  des  problèmes. 

L.  —  RiCuHl,  I  s.  1 


2  ÀRITUMÉTK^t'E. 

2.  L^crreur  relative  du  produit  est  moindre  que  la  somme  dc^s 
erreurs  relatives  dos  facteurs.  Celle  derniêro  somme  est 

0,02      ,     0,002  2 


4897,85    '    2;{:>,78(>  "   lOJOUOO 

Soient  P  le  produit  vrai,  P'  le  produit  approché  : 

P  — P'  2  2 

P      ^lOOOOUO'  ^1000000    ' 

et,  comme  P  est  moindre  que  1000000, 

£<20<100. 

On  ne  peut  donc  compter  (pio  sur  les  centaines  du  produit  ; 
calculé  par  la  multiplication  abrégée,  on  a 

F  =  113^900.    (S.) 


20  PLUS  GRAND   COMMUN  DIVISEUR  ET  PLUS  PETIT 

MULTIPLE. 


3.  1800=  2^  X  3' X  S', 

•  lU0  =  2X:i'X.'i, 

2520  =  2  X'{-'X5X '?• 

On  sait  que  le  plus  grand  commun  diviseur  s'obtient  en  faisant 
le  produit  de  tous  les  facteurs  communs,  atTectés  chacun  de  leur 
plus  petit  exposant.  On  aura  donc 

P.  G.  C.  D.  =  2^ X  3'  X  'i  =  360.     (S.) 

D'autre  part,  le  plus  petit  cominun  mulliple  est  éiial  au  produit 
de  tous  les  facteurs  différents  atlcctés  chacun  de  leur  plus  grand 
exposant,  d'où 

P.  P.  C.  M.  =  2 •  X 3'  X  -i*'  X  7  =  ,mi00.     (S.) 


ABITHHÉTIQUE.  3 

Enfin  on  sait  que  tous  les  diviseurs  communs  aux  trois  nom- 
bres proposés  doivent  diviser  le  plus  grand  commun  diviseur. 
En  conséquence,  pour  avoir  le  nombre  des  diviseurs  communs, 
il  suffit  de  chercher  le  nombre  des  diviseurs  de  360.  (>  nombre 
s'obtient,  comme  on  sait,  en  au$;mentant  de  Tunilé  chacun  des 
exposants  des  facteurs  premiers  de  360  et  en  multipliant  entre 
eux  ces  divers  résultats.  Si  donc  N  est  le  nombre  de  diviseurs 
cherché,  on  aura 

N  =  {3  +  1)(2+1)(1  +  1)  =  24.    (S.) 

Ainsi  les  trois  nombres  donnés  ont  24  diviseurs  conunans. 


3»  RACIHES  CAaRÉES. 


5 
A.  Je  multiplie  =  par  iOOOOOO,  ce  qui  donne 

5000000 
7       ' 

j'extrais  les  entiers,  ce  qui  donne 

714285; 
j'extrais  la  racine  de  ce  nombre  à  1  unité  près, 

/7l4285  =  gi4, 


i/|=o,8ii.   (s; 


5.  On  peut  donner  à  l'expression  proposée  l.i  forme  très- 
simple 


v/S-^ 


Appliquant  les  méthodes  connues  ^l'approximation,  on  trouve 

3,37.    (SO 


A  ARITHMÉTIQUE. 

6.  Si  l'on  veut  calculer  diroctcmenl  le  quotient  demandé,  sans 
employer  les  logarithmes,  on  donnera  d'abord  à  l'expression  une 
forme  plus  commode,  en  multipliant  les  deux  termes  par 


\^'SSÔ  -f-  V  1 13. 
On  aura  ainsi 

i^^  —  v^i  13  ~      3oo  —  1 13 


_  448  +  2  v/li:i.3y>  _  224 +  v/l  13.355 

'~         tn         ""         m 

Pour  avoir  le  résultat  à  moins  de  0,001,  il  sufGra  d'évaluer  le 
radical  à  moins  de  0,1;  puisque  ce  radical  doit  être  divisé  par 
un  nombre  supérieur  à  100. 

La  Trigonométrie  permet  d'obtenir  plus  rapidement  le  résullat. 
L'expression  proposée  peut  en  effet  être  écrite 


1  +  V/mTtt; 


1 


Posons 


/Ï13 
V  355 


(1)  t'nc;?  = 

il  viendra 


.r  = 


1  4"  tang?  _   tan  g  15»  +  tang  ^ 
1  —  tang?       1  —  tang  45»  tangf 

(2)  x  =  Ung(45o  +  9). 

L'expression  (1)  fera  connaître  l'angle  auxiliaire  9;  on  en  con- 
clura 

log  tang  (450  +  ?), 
et  par  suite 

tang(45<>4-9)    ^u    ^• 
On  trouve  ainsi 

X  =  3,500051)0, 
et  la  racine  carrée  de  ce  rapport  1,894.     (S.) 


▲  RlTflHfiTIQUB. 


4«  GRANDEURS  PROPORnOHNELLES. 


7.  Cherchons  le  rapport  des  valeurs  de  chaqae  part  d'héritage 
pour  Tun  et  Tautre  des  frères.  Le  premier  avait  ||  de  Théritage  : 

il 

chacun  de  ses  enfants  en  a  donc  ^  ;  le  deuxième  avait  ^ 

9 

de  rhéritage  :  chacun  de  ses  enfants  aura  ^^^  .    ;  le  rapport 

*U  /\  lO 

des  valeurs  des  deux  parts  d'héritage  est  donc 

il  20X13       11X13  _it3 

tt  X 


20X1«  9  16X9       ^44 

La  part  la  plus  avantageuse  à  acheter  est  donc  celle  de  la  succès* 
sion  du  cadet,  puisque  la  part  du  premier  héritier  ne  vaut  que 
TTT  de  la  part  du  deuxième.    (  S.  ) 

8.  Les  trois  parties  de  la  droite  seront  entre  elles  comme  2,  j 
et  I  ou  comme  les  nombres  8,  3,  2.  La  somme  de  ces  nombres 
est  13;  la  première  partie  sera  donc  égale  à 

26X:^  =  16,  (SO 
26X:^  =  6,  (S.) 
26X~  =  4.    (S.) 

9.  Soient  x,  y,  z  les  longueurs  cherchées,  nous  aurons 

î!  ~  ^  -  1' 
3  "~  5  ~  7  ' 

2?)7 


v'3      )/H      /7      t/5  +  v/:i  +  /7      v/5  +  v/^>  +  /7'' 


0  ARITHMÉTIQUE. 

9^;7 

10.  40    litres    à    Qf^GO    coûtent    24^^,00 
03         —        1,   30       —        84  ,50 

403  litres  du  mélange  coûteront  108  ,50, 
i  litre  coûtera  donc  V^fi'3,    (S.) 

11.  Soit  X  la  plus  grande  partie,  on  aura 

.r^=12(12  — .r), 
d'où 

.r  =7,416,     (S.) 

12-  a- =4,58 i.     (S.) 

12.  Soit  X  le  temps  cherché  en  jours,  nous  aurons 

_  «o  vx  ^-^'^^  X  50  X  .^5  _  180  X  7  __  i8Q  X  2«  _  ^>o    . 
•^^'^^l«7,5XiiiiXH)""      ^5      ■"      400      ~^'J'*' 

soit  oOjours  4  heures,  puisqu'on  fait  les  jour  nées  de  10  heures.  (S.) 

13.  On  réduit  les  trois  nombres  au  môme  dénominateur,  ce 

qui  donne 

16       iii      21 


24'      2i  '     2i 


Us  sont  alors  entre  eux  comme  leurs  numérateurs,  et  il  suffit  de 
partager  327  en  parties  proportionnelles  à  16,  144,  21  (voir  un 
traité  d'Arithmétique). 
Les  parts  seront  28,91,  260,15,  37,91.     (S.) 

14.  Soit  X  la  plus  grande  partie,  l'autre  sera  1  — j,  et  Ton  aura 

1  —  .r        y/^  ' 


ARITHMÉTIQUE. 

OU,  en  élevant  au  carré, 

X'  3 


i-Sx  +  x'""  2' 
de  là  on  tire 

2x»  =  3— 6x  +  3x' 

et  l'on  arrive  à  Téquation 

x'— 6x  f  3  =  0, 
d'où 

x  =  3±v^. 

La  première  racine  3  -f- 1/§  est  supérieure  à  1  ;  elle  ne  saurait 
donc  satisfaire  à  la  question,  et  il  faut  U  rejeter.  (Cette  solution 
étrangère  a  été  introduite  par  l'élévation  au  carré.)  Nous 
admettrons  seulement  la  radne 

x==3  — v^  =  0,331;     (S.) 
l'autre  partie  de  l'unité  sera  donc 

y  =  i-x  =  0.449,    (S.) 


5»  IHTfiRSTS  SIMPLES  ET  ESCOMPTES. 


15.  Appelons  a  le  capital,  A  ce  qu'il  est  devenu  au  bout  du 
temps  f ,  et  c  le  tdux,  nous  avons 


^="(^+îâ))' 


d'où 

iOO(A  — a) 

ai 
Tel  serait  l'intérêt  de  t  années  ;  pour  ^ff  d'année,  ce  sera  donc 
iOOX  147,.W  11750  14750X9  __^,^  ^  .^  . 

3227,50  x|g      3227,50X5      ^**^'^>^^ 


8  ARITHMÉTIQUE. 

16.  5f'-,r)i)d*intérôt pendant   SOOi    représentent  lOO'^do capital, 


1 


1  —  —  8moisl0Joa2r)0J  — 


100 
513 

100  V  360 


i),5 


100X360 
5,5  X  ^30 


238  -  -        2.0  _    ^gSx238 

=  623|f^27.   (S.) 

17.  L'escompte  étant  de  6  pour  100  pendant  12  mois,  il  sera 
de  2  pour  100  pendant  4  mois  et  do  2  X'*2  pour  4200  fr.  pen- 
dant i  mois,  soit  8i  fr:  Le  billot  vaut  actuellement  4110  fr.  ;  il 
faut  donc  ajouter  88 i  fr.     (S.) 

18.  Nous  avons  à  résoudre  la  règle  de  trois  suivante  : 

100^»"  rapportent  en  un  an 5f%">0, 

12  "^360 

19.  On  détermine  l'échéance  du  payement  unique 

({2000  =  15000  +  27000) 

par  la  condition  que  l'intérêt  de  ce  payement  relatif  à  Pépoque 
actuelle  soit  égal  à  la  somme  des  intérêts  de  deux  payements  pri- 
mitifs. Pour  simplifier  les  calcul?,  on  pourra  remarquer  qu'au 
lieu  du  franc  on  peut  prendre  pour  unité  3000  francs  (3000  étant 
le  commun  diviseur  des  nombres  donnés).  On  aura  d'après  cela, 
en  désignant  par  .r  le  nombre  d'années  dans  lequel  devra  avoir 
lieu  le  payement  unique, 


U.rX 


KM)  lilO  '  100 


ARITHatTIQt'K  \) 

puisque 

iSOOO  =  5  X  3000,  27000  =  9  X  3000,  4ip()0  =  14  X  3000. 
Cette  relation  se  réduit  à 

28jc  =  45  +  138  =  J83,    d'où    T  =  ^f 

ce  qui  donne  6  ans  6  mois  13  jours.    (S.  ) 

20.  y',86  pour  100.    (S.) 

21.  ^'sTS  pour  100.     (S.) 

22.  965  fr.    (S.) 


6»  ALLIAGES. 

23.  Soient  i;  et  y  les  poids  demandés.  On  a  d'abord 

(1)  x  +  y  =  15. 

D*ailleiirs,  en  écrivant  que  le  poids  du  métal  précieux  contenn 
dans  l'alliage  définitif  est  la  somme  des  poids  de  ce  même  mêlai 
oontenn  dans  les  deux  alliages  composants,  on  a 

(2)  X  X  0,810  +  y  X  0,78r>  =  13  X  0,790. 

On  tire  de  (1) 

y=i5  — X. 

d*où 

X  X  0,810  +  (13  —  X)  0,785=  13  X  0,790, 
ou 

X  (0,810  —  0,783)  =  13X  (0,790  -  0,78%), 
ou 

X  X  0,023  =  13  X  0,003  =  0,073; 
donc 

0,075_73_ 

*~  0,023  "  25  ■"'''    ^^'^ 
par  conséquent 

y  =  12.    (S.) 


1. 


10  ARITHMÉTIQUE. 


î«  PROBLÈMES  DIVERS. 


24.  Désignons  respectivement  par  Xy  6,  6'  la  profondeur  du 
puits,  le  temps  que  met  la  pierre  à  tomber  et  le  temps  que  met 
le  son  à  monter.  On  a 

remplaçant  dans  la  première  équation  6  et  ô'  par  leurs  valeurs, 
il  vient 


d'où  successivement 

—  =(n =n' ^- 

9        \         «/  a      '  a- 


d'où 


2û'.r  =  gti^a-  —  2  nagx  -f-  5fJ'» 
gx^  —  2c  {tig  -{-a)  x  -\- ga^n-  =  0, 

a{a  -\-ng)  zfc  \^(ï^ui  -j-  tiff)'^  —  ahvg^ 

X  = '■ '■ ' 

ii 

Le  ftigne  +  ne  peut  convenir,  car  on  doit  avoir  j  =  aO'  <  on  ; 
donc 


x  =  an-\ 1  a'  -\-'àami.    (S.) 


ALGÈBRE. 


\^  DIVISION  DES  POLTHOMES. 


=  2o»  — 3o*6  — 7c6\    (S.) 

2.  Effectuons  la  division  do  polynôme  proposé  par  (  « — «  )  ;  on 
iroave 

+  a'+pa'+qa  +  r. 

Or,  a*  +  P^'  ~H  9^  +  ^  ^^  nul  par  hypothèse  ;  donc  le  quotient 
do  polynôme  proposé  par  (x  —  a)  est  un  polynôme  entier  et  ra» 
tionnel  par  rapport  à  x,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  trinôme 

est  décomposable  en  deux  facteurs  du  premier  degré  en  x,  qui 

seront 

(x  — x')    et    (x  — X*), 

X*  et  x*  étant  les  racines  de  Téquation 

x'+ia+p)x  +  [a'+pa+q)=0, 
et  le  qnadrinôme  donné  pourra  s'écrire 

(x-.a)(x-x')(x-x').    (S.) 

ce  qui  répond  à  la  seconde  partie  de  la  question. 


1 


12  ALGÈRRE. 

3.      ^^  T  ■>     =ir).r^-2i.P  +  3ri.r'  ~r»t.r  +  81.     (S.) 

A.  3f"  -\-  a"'  est  divisible  par  x  -\-  a  lorsque  m  est  impair. 
Démonstration.  —  En  effectuant  la  division,  on  trouve  pour 
quotient 

x»"-'  — aT"•-=^  +  a^r"'-'  — ...  +  ...  ia"'-'. 

Pour  que  la  division  donne  zéro  pour  reste,  il  faut  que  le  pro- 
duit du  dernier  terme  du  quotient  =t  a'""'  par  le  dernier  terme  a 
du  diviseur  soit  égal  à  +  o™;  donc  le  dernier  terme  du  quotient 
doit  être  -|-  o'",  et,  comme  dans  le  quotient  les  termes  positifs 
sont  de  rang  impair,  il  faut  que  le  nombre  des  termes  du  quo- 
tient, c'est-à-dire  m,  soit  impair.     (S.) 


!2«  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ET  DU  SECOND  DEGRÉ. 

5.  Résoudre 
(1)  ^_^  ?^^s    ou      ri.r  +  3f/  =  i20, 

^^^  ^~T0  =  *     ""     10r-!),/  =  !K). 

Si  l'on  multiplie  l'équation  (1  )  par  3  et  qu'on  ajoute  terme  à 
terme  avec  l'équation  (2),  il  vient 

2ox  =  4o0,    d'où     x  =  18.     (S.) 

Do  môme,  si  l'on  multiplie  l'équation  (1)  par  (2)  et  qu'on 
retranche  terme  à  terme  l'équation  (2),  il  vient 

i:iî/  =  150,    d'où    y=W.     (S.) 
x=     —,     (S.) 

s—     ---^-      (^.) 
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7. 

x  =  5.  (S.) 
y  =  4,  (S.) 
5  =  3.         (S.) 

8. 

X  — 1,30,  (S.) 
y  =  0,29,  (S.) 
1  =  3,04.    (S.) 

9. 

x-5,  (S.) 
y  =  2,  (S.) 
«  =  3.         (S.) 

10. 

x  =  7,          (S.) 

y  =  2,       (S.) 

1  =  9,         (S.) 

il. 

x  =  6,          (S.) 

y 1,      (S.) 

1  =  3,  (S.) 
u-2.          (S.) 

12. 

x  =  12,  (S.) 
!^~30,  (S.) 
1=168.      (S.) 

13. 

abc 

Nous  aurons 

mx-\-ny'\'pz=^d, 

13 


mx  _  «|f  __ps  ^mT  +  ny  +  p5_ 


ma        nfe       fH!        wa-4-«6-hpc        ma-f  Ii6+;?c' 

d'où 

x  =  a ,  ^.  _^     >     (S.) 

Z  =  C  ; r— i •       (S.) 

ma -{- nb -\- pc 
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14.  On  donne 

équations  (lui  donnent  pour  .r  et  // 

.r'^  — 2,192-2,  (S.) 

y  ^      2,:m7  i,  (  S.  ) 

»/'=      3,8172,  (S.) 

t/=      0,0076.  (S.) 

15.  Résoudre  le  système 

(i)   .  x  +  y-\-z  =  a, 

(2)  .  y  +  z  +  u  =  b, 

(3)  z  -\-  w-f-x-— c, 
(1)  M  +  .r  +  ,v  =  (/. 

Ajoutons  les  quatre  équations,  nous  aurons 

:^x■\-y  +  z  +  u)  =  {a+(>  +  c-i-d). 

■^'  +  .'/  +  -  =  «  ^  y]  («  +  /'  +  c  +  f/)  —  3m, 
u  =  ^{h-\-c-\-d  —  il(i),      (  S.  ) 

,  =  lia  +  b  +  c--2d),      (S.) 
.,  =  1  ,'«  +  <•-{-(/  — 2fc).      (S.) 

•  i 

16.  On  donne 


(l),(2)  -=?=- 

V    /-  V    '  (i        b       i 


3)  •«.  T-.V    t-  -  =  '/. 
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Ajoutons  les  nimiératettrs  et  les  dénominateurs  de  »  I  ),  (i;  : 
^"hy  4"*  d X y z 

dou 

d 

17.  X  et  y'  sont  les  racines  de  l'équation  s'  —  J 1  s  + 18  =  0, 
équation  dont  les  racines  sont 

2  =  9, 

x  =  2. 
On  a  donc  pour  solutions  du  système  proposé 
(i)  i  ^=      2.      (S.) 

'y==i^3,    (S.) 

î  y=:±v/2.    (S.) 

18.  Le  système  admet  deux  solutions  : 

(1)  i'=        ^2,93,     (S.) 

?  y=        70,90,     (S.) 

(2^  jx=- 100.54,     (S.) 

'  f  y=-     8,74.     (S.) 

19.  Ce  système  du  second  degré  à  deux  inconnues  admet 
quatre  solutions  : 

r,=r      10,0*4,    (S.) 

y,=  0,015,  (S.) 

x,=:— 10,^24,  (S.) 

y,  =  -  0.015,  (S.) 

r,=  0,672,  (S.) 

^3=  3,692,  (S.) 

x,=:-  0,672,  (S.) 

y,  =  -.  3,692.  (S.) 
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20.  Si  Ton  pose  \h  =  y,  l'équation  devient 

ce  qui  donne  pour  y 

et  par  suite,  pour  a*, 

a;'  =  9,       .T"=i.     (S.) 

La  valeur  x"  n'est  admissible  qu'autant  qu'on  donne  à  v  x  lo 
signe  — . 

21.  Les  solutions  sont 

Q  V 

22.  Résoudre 

(1)  3.r'-2.v'  =  ll), 

(2)  2.r^  +  r>2/'  =  38. 

Multipliant  (1)  par  (2),  on  obtient 

r>.r  -  4.v'  =  38  =  2.r'  +  r>»y% 
d'où 

9 
La  fraction  j  étant  irréductible,  on  a  forcément 

Remplaçons  .t'  et  y^  par  ces  valeurs  dans  (I),  on  obtient 

27m  — 12m  =  19, 

m  =  ï; 

donc 

T-  =  9, 

ce  qui  donne  pour  x  et  t/  les  quatre  systèmes  de  valeurs 

.r  =  ±3,       y=      2,     (S.) 
.r=H:::{,       .V  =  -2.     (S.) 


On  aarait  pn  prendre  x'  et  y'  pour  incoiuMie8,el  Ton  aurait  m 
à  résoudre  un  système  de  deux  équation»  du  premier  degré  à 
deux  inconnues.  U  solution  donnée  est  particulière  au  cas  pro- 
posé. 

23.  On  donne 

retranchant  (i)  de  (2),  on  obtient 

équation  qui  a  pour  solutions 

x  = 


ce  qui  donne  les  quatre  systèmes 

y==0,  x=i>v/3,    (S.) 

î^=rd:l,     x=±2.      (S*) 

24.  On  obtient  en  chassant  les  dénominateurs ,  ce  qui  sup- 
pose x><0, 

1  =  0  peut  être  regardé  comme  une  solution. 


2S. 


26.  Nous  poserons  pour  un  moment 

J^  =  B. 
Les  valeurs  de  x  et  de  if  sont  données  par  les  formules 
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Remplaçant  les  lettre?  par  leurs  valeurs 

y  =  ±\,:iVi.    (S.) 
27.  Chassant  les  dénominateurs  et  réduisant,  on  trouve 
30x'-  llij;—  l'JtiO^O, 

(i'OÙ 


.7-^ 

I2±i/|K  +  :iXâfifl 

28. 

(1) 
(2) 

■■=       10.        (S.) 
"1^-    ■i,i.     (S.) 

-.,■  -  i,i   ^     17. 

Do  ta  deuxième  équaii 

n.  on  lire 

substituant  celte  valeur  de  i/  dam  h  première  équation,  il  vient 


.r'=        11,  (S.)         ./'=       13,  (S.) 

t"^—    7,73117,     {S.)        j'=  — 17,70*3.    (S.) 

C'est  le  triangle  rociani^le  isosotle. 

29.  Élevant  au  carr<''.  il  vient 
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Élevant  de  noavean  an  carré,  nous  avons 

r»-U7x-f  6  =  81  -  I8x+«\ 
d'où 

25x  =  75, 
d'où  enfin 

7*5 

«  =  g  =  3.    (S.) 

30.  On  tire  de  ia  première  éqnation 

16-3y 
'  =  — 1 — • 

d'où,  en  portant  cette  valeur  dans  la  seconde, 

00 

3(256  -  96y  +  9y')  —  8y^  =  268, 

ou 

768  —  288y  +  27y'  —  8y'  =  268, 

on  enfin 

i9y'  — 288y  ;-r>00  =  0; 

on  en  déduit 


19 
ou 


îr  = 

14i 

dr  v/i0736  —  9:^00       14i  ±  v^'l  liaii 
19                   ^            19 

d'ailleurs. 

v/il236=106; 

donc 

114  ±:  106, 
^~        19        • 

par  suite, 

,      250       .,      38      3 

par  conséquent. 

16      ^'^ 
-3y'                 19        „       375  _ 

223 

2        ~        2  "  ~  TÎT  19 
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et  ,_  10  —  3y"  _  16  —  0  _  10  _  ^, 

Les  solutions  du  système  sont  donc 
(     ,___223 

\'^  -      ^9  '    i=>-;  (x"=5,    (S.) 

31.  La  formule  esl 


— 1-\/?^' 


.r'  =  768,169,      (S.) 
.r"  =  110,831.      (S.) 

32.  J'élève  (1  )  au  carré  cl  je  retranche  le  résultat  de  (2);  il 
vient  

(3)  2x1/=  13,196  — l,0-2.f=12,l49i71  ; 

ajoutons  (3)  à  (2),  il  vient 

(.r  +  i/)=  =  v/25,3io471  =  o,03i; 

connaissant  la  somme  et  la  différence  de  deux  nombres,  on  aura 

x  =  3,0283    (S.)      et      y  =  2,00^)3.    (S.) 

33.  En  désignant  par  x  la  première  partie  et  par  y  la  seconde, 
les  équations  du  problème  sont 

a-  +  y  =  27      et      4.t:' +5y'  =  1620. 

Éliminant  y  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 

9x=  —  10.27  c  +  r>. 27' —  1620  =  0. 

Tous  les  termes  de  cette  équation  sont  divisibles  par  9,  et  il 
vient,  toute  réduction  faite, 

.e  — 30.r  +  ir)'  =  0, 
ou 

(x  — 15)^=0. 

Ainsi  la  valeur  de  la  première  partie  est 

.r=i:>, 
et  la  valeur  correspondante  de  y  est 

f/  =  27-.r  =  27  — 13=12. 


r 
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Le  système  unique  de  boIqUod  est  donc 

x  =  ir>,   (S.) 

y  =  12.    (S.) 

Ce  fait,  que  Féqnatioii  qui  fournit  x  a  deux  racines  égales,  doit 
faire  pressentir  qne  la  somme  1620  correspond  à  on  minimum. 

34.  Soient  x  et  y  les  nombres 

(!)  x-y=l7, 

(2)  x»  —  y»  =  29393. 

Divisant  (2)  par  (1  ),  on  a 

(3)  x»  +  x|  +  y»=l729. 
Élevant  (i  )  an  carré,  on  a 

(4)  x»-2xy4-y^  =  289. 

^^^  3xy  =  l440, 

xy=   480, 
et  alors 

x'=      32.    (S.) 

y'=  i^.  (S.) 
x'  =  — 13,  (S.) 
y' =  -32.    (S.) 

35.  Si  l'on  désigne  par  x  le  plus  petit  côté,  les  autres  seront 

X.      x+1,      x  +  2. 
On  aura,  le  triangle  étant  rectangle, 

(x+2)>=(x  +  l)'  +  x% 
on  bien 

x»-|-4x+i  =  x»  +  2x+l+x»,  ' 

ou  enfin 

x'  — 2x— 3  =  0, 
d*ott 

x  =  l  ±v/4. 
R^etant  la  valeur  négative,  il  vient 

x  =  l+2  =  3; 
donc  les  trois  côtés  sont 

3,  4,  5.     (S.) 
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36.  Soient  x  ol  y  les  deux  nombres,  nous  aurons 

•rji  =  K, 

ce  qui  donne  deux  systèmes  do  valeurs 

(1)  I  -'^  =      ^^'î>,<>i,    (S.) 

I  //  =       40,70.     (S.) 

(2)  \  :r'  =  -59,0J,     (S.) 

I  ^'=-46,75.     (S.) 

37.  Posons 

'^  +y  =z, 

les  équations  de  condition  deviennent 

2  =  28, 
/28  +  mV   ,    28-tt 

ce  qui  donne 

'  *  =  n,   (S.) 

y  ^11.     (S.) 

38.  Nous  aurons 

L'équation  (2)  peut  s'écrire 

d'où,  divisant  (3)  par  (1), 
donc 

i/^".    (S.) 

39.  Appelant  x  et  y  ces  cùlés,  on  a 

77/  —  (;:{S2, 

i:is,;m 

•'•  -h  V  -^  —  ,j—  ^  221),  1 8. 
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Les  nombres  x  et  y  sont  les  racines  de  l'équation 

duù 

,.  =  ,=  ^_y^Si«I'_«38i=3-4l.    (S.) 

40.  Appelons  x  le  chiffre  des  centaines,  y  celui  des  dizaines 
ei  <  celui  des  unités,  nous  aurons  les  équations 

(^)  x  =  2y, 

3j  iOOx4-IOy+«- :î9l>=IOO«4.10f-f  X, 

qui  donnent  ..      ,0  \ 

y  — 3,    fS.i 
j  =  2.    rS.) 

41.  Si  X  est  l'ane  des  parties,  (590 —  x)  sera  l'autre;  on  aura 

x(590  — x)  =  80i6i, 
d'où 

x  =  376,    (S.) 

590  — x  =  211.     (S.) 

42.  Appelons  x  et  y  les  deux  nombres,  noas  aurons  les  équa* 
lions 

(1)  x+ff  =23, 

{^)  x'  t-  !f'  =  277. 

Élevons  (1  )  au  carré  et  retranchons-en  (2),  nous  obtiendrons 

x»/=l2fî; 
't  et  y  sont  donc  les  racines  de  réquation 

î=-îi:{;  +  i2ï>  =  0, 
qui  donne 

x=^  i(     (S.) 

.y=   9.     (S.) 


43.  Soient  V  lo  vase  plein  d'eau,  V  le  vase  plein  de  vin  ;  soit  j 

la  copacilù  du  troisième  vase-,  on  relire  du  premier  vase  uoe 

quanlitiS  d'eau  X,  il  CD  reste  V—x;  on  y  met  un  volume  x  de  vin , 

V—  r 
le  rapport  de  l'eau  au  vJD  est  donc ;  on  voit  de  iDéme  que 

pour  le  deuxième  vase  le  rapport  de  l'eau  au  vin  est  ^,  ^    ;od 

veut  avoir 

V  -  j  _      j: 
a:  V'-j:* 

La  capacité  du  troisième  vase  est 

44.  Soient  x  et  if  les  deux  nombres 

d'où  l'on  lire 

■Ji=  +  2flx-(û=  +  t)  =  0, 

l  j:  =  -3(Ki,30-,  (S.) 

'    '  \  >j^      6038,307;  (S.) 

(  ï-       100'J.!l7;t,  (S,) 

'•-'  \  <j=      2007.027.  (S.) 

45.  En  désignant  par  z  e1  y  les  côtés  de  l'angle  droit,  on  a 

,1)  ^=12-,CS. 

.2)  i'— (,'=l7.a:i  =  t; 

j'élève  (1)  au  carré,  il  vient 
,3)  £'y=  — 010,00, 

ou  bien 

je  pose 

,-  =  X    Cl    -,,•  =  !■. 

Les  équations  (2),  (3)  dc\icnnent 

X-fV  =  l7,3:i    el    XY= -6*0,09; 
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X  et  T  sont  les  radnes  de  Téquation 

Z*  — 17,331  —  610,09  =  0; 
d*où  l'on  tire 


Z  =  8,675  de  yjsfilo  +  d«),09  =  8,673  ±  v^7l3,3*36i5. 
On  aura 

X  =  jc^  =      8,673  +  v^7i3,3436i3, 

—  Y  =y»  =  —  8,673  +  v/713,343613. 

U  faut  avoir  x  cl  j^  à  j^  près;  il  faut  donc  calculer  x'  el  y^  avec 
six  décimales.  On  obtient 

x  =  5-93l,    (S.) 
y  =  4-,2S0.    (S.) 

46.  On  a,  en  désignant  ces  nombres  par  x  et  y, 

(i)  x-y=6, 

(2)  x»-î^=3582, 
d'où 

(3)  7^=^'  +  xy  +  y'  =  »9î. 

Élevant  (1  )  au  carré  et  retranchant  de  (3),  il  vient 

-    ,  .     3x^  =  561. 

dou 

xy  =  187. 

En  posant  y  =  —  z,  il  vient 

x  +  »  =  6, 
x«  =  — 187; 

X  et  js  sont  ainsi  les  racines  de  Téquation 

X»  —  6X-.  187  =  0, 
qoi  donne 

.X'  =  3  +  v^9  +  187  =  3  +  v/Ï96  =  17, 


X'  — 3  — ^9  +  187  =  3  — /Î96  =  — 11. 
On  en  déduit 

x  =  17,    (S.) 

y  =  — x  =  ll.    (S.) 
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47.  Soient  x  ot  //  ces  deux  nombres,  on  aura 

(1)  .r  — .v  =  7,85, 

(2)  .r  +  ,v' =  392,8853; 

j^élève  (1)  au  carré,  il  vient 

(  3  )  'i'  +  y'  —  2.ri/  =  7^83'  =  61 ,0225. 

En  retranchant  (3)  de  (2),  il  vient 

(  4  )  2.TI/  =  392.8853  -  6 1 ,6225  =  331 ,2628. 

Ajoutant  (4)  à  (2),  on  aura 

(i-  +  .v)'=72i,U8J, 
d'où 

a+»/  =  26,9J. 

Ayant  la  somme  et  la  différence  de  deux  nombres  .r  cl  j/,  on  en 

déduit 

^  ^  26.01 +7.8r.^,^  33     ^gj 

,=  ?^^1^^  =  ,,,3.      (S.) 

48.  X  et  y  désignant  les  nombres  cherchés,  nous  aurons 

(1)  x  +  y=iS. 

(2)  X!,  =  \l, 

De  (  1  )  on  tire 

^=  18  — .«; 

substituant  dans  (2),  il  vient 

x»  —  18x  4-17  =  0, 
d'où  _ 

x  =  9  +  v/6Î      et      .r'  =  9-v^6iî 
or 

y=\S  —  .V. 

Les  valeurs  correspondantes  de  //  ï^ont  donc 

9  —  v/^      et      9  +  \^(H. 
Les  deux  nombres  cherchés  sont  donc  les  racines 

9  +  8    ou    17  (S,)     et    9  —  8    ou     1    (S) 
de  r  équation  x'  —  18x  +  17  =  0. 
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49.  X  et  y  étant  les  nombres  cherchés,  on  a 

x4.j  =  S90     et      Ty  =  80«>i; 
de  là  réqnation  du  second  degré 

X*  — 390X  +  80464  =  0, 
qui  foomit  pour  racines 

Ainsi  les  nombres  cherchés  sont 

376    (S.)      et      214    (S.) 

50.  PftSMiÈRE  MÉTHODE.  —  x'  ot  X*  désignant  les  racines  de 
l'équation  x*'^px-\'q=^0,  on  sait  que  Ton  a 

x'  +  x':=— p     et     xV=ç. 

En  élevant  au  carré  la  première  de  ces  relations,  il  vient 

d*où  l'on  tire 

x''  +  x''  =  p*  — 2x'x^  =  p^  — iç.     (S.) 

Dedx^^b  méthode.  —  L'équation  qui  admet  pour  racines  les 
carrés  des  racines  de  Téquation  x^-^-px-^-q^^O  s'obtient  en 

remplaçant  x  par  v^  dans  cette  équation,  car  il  est  clair  que,  si 
la  substitution  d'an  nombre  «  à  la  place  de  x  vérifie  la  première, 
la  substitution  du  carré  a^  de  ce  même  nombre  vérifiera  la  se- 
conde, puisque  cette  substitution  donnera  identiquement  le  mémo 
résultat.  Cette  deuxième  équation  sera 

00 

On  en  déduit 


ou 


p'x^ix  +  q/^x'  +  ^x+ql 
x'  +  x(29— p»)  +  ^»  =  0. 
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Les  racines  de  cette  équation  étant  x'^  et  x'^,  on  en  déduit 

X"+X'"=p'^2q.      (S.)  C.Q.F.D. 

51.  Soient  a  l'hypotênuso,  x  el  y  les  côtés  de  l'angle  droit,  z 
la  hauteur,  b  la  somme  des  trois  lignes  x,  y,  z.  On  a 

(1)  .T-  +  »/■=a^ 

(2)  x+y=b-^z, 

et  enfin,  en  observant  que  la  surface  du  triangle  peut  s'écrire 

XII  o  z 

indiflféremment  -^  ou  -r-  » 

(3)  xy=az. 

En  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  l'équation  (2),  on  a 

(i)  (x  +  yr=h'^nz  +  z\ 

D'autre  part,  (1)  et  (3)  donnent 

x'  +  y'  +  ^xy  =  a'  +  'iaz, 

éi^alité  dont  le  premier  membre  est  identique  à  celui  de  l'équa- 
tion (4).  On  en  tire 

ou 

(5)  »'  -  2(?;  +  a)s+^'-o-  =  0. 
Résolvant,  

z=h  +  adb\^±a{a+b).    (S.) 

Ces  deux  valeurs  de  z  sont  positives,  puisqu'on  voit,  en  con- 
sultant les  coefficients  de  l'équation  (5),  que  la  somme,  ainsi 
que  le  produit  des  racines,  est  >  0.  Mais  z  doit  être  moindre 
que  b  ;  on  devra  donc  prendre  le  signe  —  devant  le  radical  et 
écrire 

(6)  z  =  b -^ a  ^ y^'-la [a  +  b). 

On  peut  donc  d<'Sormais  considérer  z  comme  une  quantité 

connue. 
Pour  avoir  x  et  y,  on  remarquera  que  les  équations  (1  )  et  (3) 

donnent 

.r'  -|-  y-  —  2  .r.v  =  a'  —  2  fl  s , 
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OU 


ou  enfin  

M.iison  a  d^jà  {^) 

x4-y  =  6  — s; 
on  en  tire 


x= '—^ 1     (S.) 


y= 5 »    (S.) 


(S.) 


Le  problème  n'est  possible  que  si  les  racines  sont  réelles, 
c*est-à-dire  si  l'on  a  22<  a«  ce  qui  est  évident  à  priori^  puisque 
le  triangle  étant  rectangle  est  inscriptible  dans  une  demi-circon- 
férence et  que  la  valeur  maxima  de  sa  hauteur  est  égale  au 
rayon.  D'ailleurs,  cette  condition  devient,  si  Ton  remplace  %  par 
sa  valeur  (6),  ft>fl. 

52.  Soient  x  et  y  les  deux  nombres,  on  a 

(1)  *+y=«, 

(2)  V^-+-V^=6, 

ou,  en  élevant  au  carré  les  deux  nombres  de  Téquation  (2) 

x+y  +  2v^=6'; 
remplaçant  x+îf  par  sa  valeur  a, 

2|/3^  =  6'  — a     ou     4xy  =  (6*  — «)*, 
d'où  enfin 

xy^ j 

On  a  ainsi  le  produit  des  inconnues,  et  l'équation  (i)  en  donne 
la  somme;  donc  x  et  y  sont  les  racines  de  l'équation  du  second 
de^ré 


,._„.  +  (^lz:iO:  =  o. 


2. 


30  ALGËBRE. 

qui  donne,  après  réduction, 

adzbi/ta'-b^ 

Z=  —: 

Ainsi 


valeurs  qui  ne  sont  réelles  que  si  Ton  a  âa  >  b\ 
L'application  numérique  x  +  y^-^i     V^  +  V^=7  donne 

x  =  16,      y  =  9.      (S.) 

53.  Quand  Tobscrvateur  a  entendu  le  bruit  du  choc,  la  pierre 
a  déjà  parcouru  un  espace  BM  pour  retomber;  car  il  a  fiillu  au 
son  un  certain  temps  pour  arriver  de  B  en  A.  La  vitesse  du  son 
étant  de  3-40  mètres  par  seconde,  il  lui  faudra,  pour  parcourir 

X 

l'espace  BA  =  a:,  un  temps  égal  à  tttt-» 

X 

Donc  ^jjT-  représente  la  durée  de  la  chute  de  B  en  M,  et  le  temps 
u-40 

observé  t  ne  correspond  qu'à  une  durée  de  chute  MA  Si  donc  on 

appelle  T  la  durée  totale  de  la  chute  BA,  on  a 

(1)  '  =  T-3Îy- 

D'ailleurs,  au  moment  où  la  chute  a  commencé  en  B,  la  pierre 
possédait  une  vitesse  initiale  nulle,  et  l'espace  parcouru  .r  s'ob- 
tiendra par  la  relation 

i 

d'où  T  =  i/^^,  valeur  qui,  reportée  en  (1),  donne 


d'où 

d'où  *  

(3)  jx^  —  2  X  340(3i0—  ///  )x  +  3io'gr  =  0 


et  _3i0(3i0— .70±:v/3TÔ("-^iO  — ^70      / ,;  x 
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La  condition  de  possibilité  du  problème  étant  que  le  temps 
observé  I  soit  positif,  il  faut  que  Ton  ait  dans  Téquation  (â) 


N^ 


7>3IÔ'     ^'«*^     x<M!(«X3IO). 


condition  qoi  se  trouve  réalisée  si  l'on  prend  le  signe  -|-  devant 
la  racine. 

54.  De  la  première  équation  on  tire  y  =  x^a.  Substituant 
dans  la  seconde,  il  vient 

6jt^  —  c  ;x  —  o)'  =  d,     ou     (6  —  c)x»  4-  2arx  —  ca^  —  <<  =  0, 

d'où,  toutes  réductions  faites, 


^= -nr. (S.) 


et  pour  y 

y  =  x-a  = 5^^— X (S.) 

Cas  particulier,  —  Si  nous  remplaçons  c  par  6,  nous  avons,  en 
prenant  successivement  le  signe  —  et  le  signe  +  devant  le 
radical, 

—  2afe       2fl6  —  2a6 

^ab  +  ab       0  —  a6  t-at       0 

Ainsi  une  valeur  devient  infinie  pour  x  et  pour  y.  Quant  à  Tin- 
détermination  du  système  (2),  elle  n'est  qu'apparente.  En  effet, 

multipliant  par  —  (w  —  ^bca^  -{-bd-^-ed  les  deux  termes  de  la 
valeur  de  x  qui  correspond  au  signe  -|-,  on  a 

(^gçj^  y/bca^  -j. 6(i  —  C(<)  (—  gg  —  }/bca^  -f  M  —  cd)^ 
""  (6  — c)  (  -  oc  -  v^6cfl'  +  6(/  —  crf)  ' 

a»c'  —  6ca'  —  6rf  -f-  cd —  a'^c —  d 

""  (6— c)(— ac—  v/6ca'+6d— cd)  ~~  {'•-aC'-}/bca'^-bdZcî) 
—  g'^  —  d a^c-\'d 

—  ne  —  |/6ca'  -[-  M  —  cd      ac  +  v^^^^fl'  +  6d  —  cd 
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Remplaçiïnt  c  par  b  dans  celte  valeur  de  x  transformée, 

et,  par  un  calcul  analogue, 

^  =  -1^6—     ^^-^ 

Observons,  d'ailleurs,  que  pour  c  =  b  Téqualion 

(6-c).T-4-2acj  — ca=  — rf  =  0 

se  réduit  à  2a6x —  fea'  —  d  =  0.  Le  coefficient  de  x'  s'annulant, 
Tune  des  racines  passe  à  l'infini,  l'autre  est  donnée  par  une 
équation  du  premier  degré. 

55.  Do  la  première  équation  on  tire  y  =  x  —  a,  d'où 
substituant  dans  la  seconde, 

d'où  

_  3a^  ±  ^^Qg*  —  ['2a [a'  —  /Q  _  '^n'  ^-  V^l-»^>  —  3a' 

La  condition  de  réalité  des  racines  est 

a* 
12a6  — 3a*>0    ou     i6--r7^>0    ou  encore    6>-t-- 

4 

3fl' 
La  somme  des  racines  de  l'équation  est  '77    =  fl.  La  plus 

îjrande  valeur  de  x  est  donc  toujours  positive.  Pour  que  la  plus 

petite  le  soit,  il  faut  que  le  produit  — —  des  racines  soit  positif 

ou  que  l'on  ait  n'  —  fc>0   ou    6  <  0'. 
Quant  à  ;/,  on  a 


3a' ±  i/lî2flft  —  3a*  —  3a'  ±  v'iiaft  — 3a* 

f/=rx  — a  = ^-— a= . 

•'  ha  Oa 

Une  des  racines  est  toujours  négative.  Pour  que  Ttiulro  soit  posi- 
tive, il  faut 

V^l2a6-3a*>3a'    ou     12a/;— 3a' >0a*    ou  encore    6>a\ 
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Rq  résumé,  si  les  deux  valeurs  de  x  sont  positives,  les  deux 

valeurs  correspoudantes  de  y  sont  négatives  et  réciproquement. 

a' 
Si  la  condition  6>3  est  satisfaite,  la  condition  6 >-^  l'est 

é  fortiori. 

Les  racines  sont  réelles,  mais  de  «gne  contraire  pour  x  et 
pour  y.  Les  deux  racines  positives  sont 


x  = ^^ ,  (S.) 

—  3a  +  v^llfo6  — 3o*  ,e  % 

y  = Va (^-^ 

Les  deux  autres  racines  sont  négatives* 


3«  ÉQUATIOHS  aÉDUCTIBLES  AU  8EG0HD  DE6BS. 

56.  On  a 

(i)  x+y=10, 

(2)  je  +  y»  =  200;  i 

je  divise  (2)  par  (  1  ),  il  viendra 

(3)  x'-xy  +  y»  =  ÎO; 
j'élève  (i)  au  carré,  on  aura 

(4)  x'  +  2xy  +  y»  =  100; 
je  retranche  (3)  de  (4),  on  obtient 

3xtf  =  80, 
d'où 

80 

Connaissant  ainsi  la  somme  et  le  produit  des  nombres  x  et  y,  on 
sait  qu'ils  seront  les  racines  de  réqnation 

X'-  iox+iï:  =  o, 
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'"'  3X'  — 30X+80 

d'où  _____ 


57.  Soit  X  l'une  des  parties,  l'aulre  sera  (  I  —  x),  et  l'on  aura 
la  relation 

r'        _  D 

''-■'■>^~'' 
d'où 

-ix'  +  &x  —  .1^0,     et     y_— ''^/MliJ. 
La  racine  positive  »eu\a  est  acceptable,  et  l'on  a 
j  ^  —  •''  +  v^  ^  Q  39S6    (S.) 

y  0,0001  pr^s[iar  di^fnul,  et 

1  —  r^0,60il  (S.) 
ft  0,IX)UI  près  par  excès. 

Construction  géamélrique,  I.'équatiun  i.i' -(- lî.r  —  li  =  0  peul 
s'écrire  (^)  ^■'■(■*'+3);  f"'""  trouver  la  valeur  de  r  re- 
vient donc  à  consiruire  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  dont 


L^giile  à  '-^  • 

Pour  fcla,  sur  la  ligne  AB  —  ^  comme  diamètre,  ilécrivons 
une  circonférence  et,  à  l'exlrêmilé  A  île  ce  diamètre,  menons  lu 
langente  AD  égale  au  coté  ^-  du  carré.  Par  le  point  II  et  !<■ 
centre  0,  tirons  la  técanle  DE;  on  aura 

DE  =  :r; 
car  Ai?=DExr)F- 
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Pour  avoir  1  —  x,  il  suffira  de  porter  sur  la  sécante  DP,  i 
partir  du  point  D,  une  longueur  DK  égale  à  celle  qu'on  a  prise 
pour  unité,  et  EK  sera  l'autre  partie  cherchée. 

Ainsi  les  deux  parties  sont  DB  et  EK.    (S.) 

58.  x  +  y=10,      x  =  10-y,      (!0-y)»  +  y*  =  370. 
Effectuant,  il  vient 

3^-30y  +  C3  =  0,  i3±v/iy-3xG3 

3  » 

y  =  7,    (S.)         y'  =  x  =  3.    (S.) 

59.  Appliquant  un  théorème  connu 

-^=x^  +  xy  +  y\ 
on  a 

•«'  +  ^y  +  y'  =  7; 
or 

dou 

x'+x{x  — i)  +  (x-l)»==7; 
développant  et  réduisant 

3x*  — 3x  — 6  =  0: 
simplifiant 

X*  — X  — 2  =  0; 

''=^^  =  2.     (S.)  »'  =  2~1=1.    (S.) 

''=4^=-<.    (S)       j'=_l-l=_2.    (S.) 

Vérification. 

V       2-1=1.  2«        -1+2  =  1, 

8-1=7.  _14.8  =  7. 

•0.  La  première  équation  donne  x  =  y  -f  4  ;  élevant  au  cube 
on  (rouTe 

«•  =  »'  +  12y»4.48y4.ei; 
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substituant  dans  la  deuxième  équation  et  faisant  les  réductions, 

on  trouve 

r  +  4i/-21=0; 
résolvant 

d*où 

y' =  3,    (S.)  2/^  =  -7.    (S.) 

Les  valeurs  correspondantes  de  x  sont  alors 

x'  =  7,    (S.)  x''  =  -3,    (S.) 

61.  On  élève  la  première  équation  au  cube,  et  il  vient 

r'  +  if  +  3x'y  +  Zy'x  =  m^, 
ou 

x'  +  tf  +  3xy(x  +  y)  =  oi2, 
d*où 

""^^      Mx  +  y)      ' 
OU)  en  vertu  de  la  seconde, 

__r)12  — 22t_288_ 
^^""     8X3     ~  2ii  ■"     • 

Connaissant  x  -}-  y  et  xr/,  on  a,  pour  déterminer  x  et  y,  l'équation 
du  second  degré  suivante  : 

d'où 

a=:idzv/16  — i2— 4±2; 
donc 

x  =  6    (S.)      et      y  =  2.    (S.) 


io  DÉCOMPOSITION  DUN  TRINOME  DU  SECOND  DEGRÉ  ET  DE 
DEGRE  SUPÉRIEUR  EN  FACTEURS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


62.  On  a 


9  X  '  —  l)  X  -f  2  =  0  ^  ^-^  —  j  + 1)  ; 


"^'"i^e^S' 
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réBol vant  FéquaiioD  x'  —  x  -|-  5  =  0»  U  vient 

doù 

.    ,      ^       <       ^ 
par  GODfléquent 

Ox»  — 9x  +  2  =  9(x— 1^  (x«i)  =  (3x-«)(3x— l)..S.) 

63.  Pour  décomposer  en  facteurs  da  premier  degré  le  tri- 
nôme 4x'  —  12x  4"  î^,  écrivons-le  ainsi  :  4  f  x'  — T  *  "^  ï  )  ®' 
égalons  à  zéro  le  facteur  qui  est  entre  parenthèses  ;  nous  avons 

X'— j.x+j  =  0; 
résolvons  cette  équation  et  il  vient 


X 

On  a  donc 


_3  /^II?_3  /Ïj3       i 


x=  —    et    x=  — 
2  2 


On  aura  donc,  par  un  théorème  connu, 

4z»-«.  +  S  =  4(*'-îfx+^)=4(x-|)(x-i).(S0 

pi 

64.  1"*  On  peut  ajouter  et  retrancher  ~,  le  trinôme  devient 

=('-|)'-(^')=('-|)■-(^-')'• 

L.  —  AfCMiJ,  \,  ».  3 
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Or  la  différence  de  deux  carrés  égale  la  somme  des  racines  mul- 
tipliée par  leur  différence;  on  aura  donc 


JC 


=  ('-|  +  \/?-')(-3-^^>    "■' 


Le  trinôme  x^— px-j-g  est  ainsi  décomposé  en  deux  facteurs 
du  premier  degré. 

2'  Par  suite,  l'équation  x-  —  ;j.r  -j-  7  =  0  devient 

-l+v^)('-'i-v/Ç^)=«- 

d'où  Ton  tire 

Additionnant,  on  trouve  x'  -\-x"  =  py  c'est-à-dire  que  la  somme 
fies  racines  de  l'équation  égale  le  coeflicient  de  .r  en  signe  con- 
traire. Faisant  le  produit,  il  vient 

x'y.x"  =  q,     (S.) 

c'est-à-dire  que  'le  produit  des  racines  de  l'équation  égale  la 
quantité  connue,  avec  son  signe  dans  le  premier  membre. 

66.  ^2x'-''dx  +  ti=-2(x'  +  ^x+^^ 


=--[('+D"-(v^^)] 


-  »«> 


i   X  -H 


X   .'  f 


T-Vïë  +  ij- 
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Égalant  le  trinôme  à  0«  oo  a  pour  les  racines 

3  ,      /9    ,  5  3  ,7      , 

3_     /9^      5 3_7__5 

^""       4      V^«      2~      ^      ^^       -* 
Le  trinôme  peut  donc  se  mettre  sons  la  forme 

-2(x-a:'){s-x')  =  -2(x-4)(x4-5y     (S.) 
€6.  L'équation  x*  —  ISx' + 16  =  0  donne 


Les  deux  valeurs  de  x*  ainsi  obtenues  sont  positives;  les  quatre 
valeurs  de  x  sont  donc  réelles,  et  Ton  aura 


X 

lien  résulte 


,  _4/i3  +  /î^  ,_      4/134-/155 

x,-y — 2 — *  '.--y — î — 

.  /i3  — /ÏÔS  4  /t3  — /Û>5 

,=y — j — 1  x*=-V — 1 — 


>,(_y^I^j)(x+v/î^)- 

(S.) 

Od  peut  d*aiileurs  obtenir  /ÎÛ5  avec  toute  Tapproximalion 
que  1  on  veut. 
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50  VARIATION  D'UN  TRINOME  DU  SECOND  DEGR£. 


67.  Le  trinôme  proposé  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(X  — 3)«-|-6. 

Pour  toute  valeur  réelle  de  x,  ce  trinôme  est  positif,  comme 
étant  une  somme  de  deux  carrés.  Lorsque  x  croît  d'une  manière 
continue  de  —  x  à  -f-  3,  le  trinôme  décroît  d'une  manière  con- 
tinue de  +  00  à  +  6.  Pour  x  =  3,  le  trinôme  se  réduit  à  6.  Enfin, 
X  continuant  à  croître  de  +  3  à  +  00 ,  le  trinôme  croit  d'une 
manière  continue  de  +  6  à  +  *  • 

D'après  la  déOnition  analytique  du  minimum,  x  =  -}- 3  est  la 
valeur  de  la  variable  qui  fait  acquérir  au  trinôme  sa  valeur 
minimum.  Quant  au  maximum,  il  n'existe  pas,  à  proprement 
parler. 

68.  Posons 

2x«+5g  — 3_ 
6x*-x-2  ""^' 

Si  nous  décomposons  séparément  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur en  facteurs  du  premier  degré,  nous  voyons  que 

2 x«  +  ox  -  3  =  (x  +  3)  (x  -  i^ 


et 


donc 
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Cela  posé,  noos  voyons  que,  si  Ton  fait  varier  x 

de  —  00  à  —  3,  y  est  positif; 

de  ^  3  à  —  S9  y  est  négatif; 

1  1 

de  —  ^  à  +  j,  y  est  positif; 

de  +  5  *  +  3'  y  ®®*  négatif; 

de  +  ^  à  +  <»  f  y  ^st  positif. 

U  est  facile,  d'après  cela,  de  constraire  une  courbe  qui  repré- 
sente graphiquement  les  variations  de  la  fonction  y  ;  mais  cette 
étude  intéressante  sort  de  nos  limites.  De  plus,  on  peut  recon* 
naître,  soit  par  cette  construction,  soit  par  le  procédé  élémen- 
taire, que  la  fonction  ne  passe  ni  par  un  maximum  ni  par  un 
minimum. 

On  voit  de  pins  que  y  est  nul  pourx  =  — 3  etx=^,  et  que  y 
est  innni  pour  x  =  —  3    et     *  =  ô* 


G*  PROPORTIOHS  ET  PR06RE8SI0HS  PAR  DIFFÉRENCE 

ET  PAR  QUOnERT. 


),  La  formule  qui  donne  la  somme  S  de  fi  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique  en  fonction  du  premier  terme  a  et  de  la 
raison  r  est 

e_[2a  +  f(ii-l)]ii 
b- j 

Résolvant  par  rapport  à  «, 

—  (2a  — r)±V^(2a  -r)*  +  8rS 


La  solulion  né^tive  esl  évidemment  à  rejeter.  Remplatani 
dans  l'autre  a  par  2,5,  r  par  0,3  et  5  par  1020,  on  trouve 
n  =  75.     (S.) 
70.  Soient  a  la  première  partie  et  r  la  raison,  on  aura 

(1)  n+or  +ar'  =  193. 

(2)  or»  — a    =120. 
On  en  conclut 

2o+07-  =  7S, 
_    T.i 


Les  lieux  systèmes  de  parties  sont  donc 
15,      n,     iSH:    (P.) 
12.-;,     175,    245.     (S.) 

7!.  On  sait  que,  quand  on  a  b  moyens  à  insérer  entre  deux 
nombres  a  el  l,  la  raison  r  esl  donnée  par  la  formule 


Les  quatre  moyens  sont  donc  oi',  nr',  or',  ar',  c'est-ï-dire 

.90,G50j    H.:m;    28,672;    38,788.     (S.) 

72.  [^  raison  de  la  progression  géométrique  étant  9,  celle  d>- 
l.i  pro^^refsion  arithmétique  r,  nous  aurons 


''=Vi=\/'°=V\/' 


Us  deux  progressions  sont  donc 

7  0  .  0,2s  .  0,50  .  0,75  .    1;     (S.) 
rîi  .1,77  :3,13:5,5t  :10.     (S.) 


ALGÈBRE.  43 

73.  Soit  z  le  premier  terme,  y  le  dernier,  nous  aurons 

(1)  xy=(x-4)(y4-3), 

(2)  x»  +  (jr-4)«  +  (y  +  3r  +  y-  =  62,5. 

La  relation  (  I  )  peut  s'écrire 

Sx  — 4y=i2. 
Développant  (2),  il  vient 

2x*  +  2y>  —  8x  +  6y  =  37,5. 
Je  tire  z  de  la  relation  (  1  ) 

3 

Je  substitue  dans  (2),  il  vient 

50y«  +  130y  — 337,5  =  0, 

75  ±  |/5625  +  16875 
*  50 

Je  oblige  la  racine  négative  inadmissible,  puisqu'il  s'agit  do 

nombres.  11  vient 

,._  — 75+150      ,  ^ 
y  —  s{/\  —  '  r*» 

•  «Jv 

donc 

Les  nombres  seront  donc 

6;  2;  4,5;  1,5.     (S.) 

74.  U  formule  %Jél±l^^pïïl\!!:  donne 

108-7  =  ^0  +  0 -O^]"^ 

ce  qui  donne  Téquation 

2ji»  4- 3n^  10877  =  0, 
a  ou 

—  3  =t  v^9  +  87016 
n  = j , 

,      —3  +  295      „^ 
«= ^- =  73.    (S.) 

La  racine  n'  n*est  pas  admissible. 
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75.  La  somme  des  n  premiers  nombres  impairs  est  représentée 

par  la  suite 

l  +  3  +  5+...+(2fi  — i);    . 

si  Ton  fait  usage  de  la  formule  connue  pour  déterminer  la  somme 
des  termes  de  cette  progression,  on  trouve 

S  =  'i — ■ — 3 =n'.     (S.)         c.  0.  F.  D, 

76.  Le  terme  de  rang  x  de  cette  progression  a  pour  expression 

2  +  (x  — i)3  =  3:r  — ^ 
de  sorte  que  la  somme  des  x  premiers  termes  est  représentée  par 

.T(3.r4-  l'i^ 

égalant  ce  résultat  à  876,  on  obtient  une  équation  du  second 
degré,  dont  les  racines  sont 

3 

La  racine  positive  48  (S.)  est  seule  admissible  et  répond  à  la 
question. 

77.  A  n  u 


Le  mobile  qui  part  du  point  A  aura,  au  bout  de  x  minutes, 
parcouru  un  espace  AM  représenté  par 

AM=l+3  +  :;+  ...+2.r  — 1  =.i-. 

Le  mobile  qui  part  du  point  B  aura,  au  bout  de  x  minutes,  par- 
'couru  un  espace  BM  représenté  par 

B  M  =  3  +  4  +  ri  +  . . .  - 1-  (  3  -f-  .r  )  =  '•''  t^'"'^^  i 

L'équation  du  problème  est  évidemment 

AM  =  AB  +  BM, 

et  par  suite 

OU 


ALGÈilI.  45 

équations  dont  les  racines  sont 

i:'=15,    (S)       *•=  — 40. 

La  racine  positive  x'=  15  convient  bien  à  I*énoncé,  ain»  qu'il 
est  facile  de  s'en  assurer.  Quant  à  la  racine  négative  x*  =  — 10, 
elle  ne  paraît  pas  susceptible  d*étre  interprétée  ici.  En  eiïet,  si 
l'on  change  x  en  —  xdans  (1),  Téquatlon  résultante  admet  bien 
pour  racine  positive  x  =  10;  mais  x  représente  un  nombre  de 
nûmites,  et  Fespace  correspondant  AM  =  x'  ne  change  pas  de 
signe  avec  z,  de  sorte  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  un  point 
à  gauche  de  A. 

78.  n  fout  prendre  48  termes  (solution  identique  à  celle  du 
n*  74). 

79.  Soit  X  le  plus  petit  cété  du  triangle  donné,  les  deux  autres 

o6tés  seront  x  4-  a,  '  -j-  2a»  et,  comme  le  triangle  est  rectangle, 

on  aura 

(x  +  2(ir  =  (x  +  a)'  +  ^, 
ou  bien 

x'  +  4flx  +  4a'  =  x'  +  2flx  +  fl'  +  x% 

on 

X*  — 2ax  — 3a*  =  0, 

d'où 

X  =  a  ±  /a'  +  3a*=a  ±  2fl. 

La  Féconde  valeur  ne  convient  pas,  et  Ton  a  x  =  3a. 
I>es  trois  côtés  sont  donc  3a,.  4a,  5a.    (S.) 

80.  La  raison  de  la  progression  cherchée  a  pour  valeur 


La  progression  est  donc 

1,  43,  43»,  43%  43\  43*,  43*  =  4826809.    (S.) 

4 

8i.  S  =  r-^=r— L-  =  1.      (S.) 

4-74 

2 
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82    II  est  aisé  de  vériûer  que  la  progression  donnée  est  une 

progression  arithmétique^  dont  la  raison  est ,  et  que  le 

nième  terme  est  zéro.  La  somme  des  termes  étant  égale  à  la 
demi-somme  des  termes  rxirémes  muitipliée  par  le  nombre  de 
lermcs,  on  a 

^  ri  4M 

83.  Soit  a  le  premier  terme,  l  le  dernier,  r  la  raison.  Une  pro- 
gression étant  déterminée  par  son  premier  terme  et  sa  raison, 
cherchons  les  relations  qui  unissent  ces  deux  quantités.  On  sait 
que  la  somme  des  n  termes  d'une  progression  arithmétique  est 

donnée  par  Tégalité  S  =  ^^^-^^^ . 

z 

On  a  donc,  d'après  renoncé, 

•d)  iii±i)J!  =  („  +  ,)^, 

ou  bien 

mais  on  sait  aussi  que 

/  =  a+(n-l)r; 
reportant  cette  valeur  dans  (1),  il  vient 

fl»  =  a  +  (n—  1)  r, 
ou 

a(n-i)  =  (n-1)r, 
d'où 

donc  la  raison  est  égale  au  premier  terme,  et  la  progression  s'é- 
crira 

T  0,  2a,  3a,  , ..,  na,    (S.) 

SA.  En  appliquant  la  formule  générale  limite  S  ■= à 

l'exemple  proposé,  il  vient 

r    c  _     0/72     _û.72_72_  8 

*"°^ - i_ 0,01"" 0:99 - 99 -n*  ^^^ 

C'est  Vd  fraction  ordinaire  génératrice  de  la  périodique  simple 
0,727272.... 
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7«  INTÉRÊTS  COMPOSÉS  ET  ANNUITÉS. 


85.  Le  marché  embrasse  une  période  de  4ii  annérs.  Évaluons 
la  somme  que  vaudraient  les  capitaux  S  placés  chaque  ann6n  pen- 
dant «années,  augmentés  de  leurs  intérêts  composés  pendant  le 
reste  du  temps.  Évaluons  de  même  la  valeur  qu*aaraicnt  acquise 
au  bout  du  temps  du  marché,  augmentées  de  let:rs  intérêts  com- 
posés, les  annuités  payées,  et  égalons  ces  deux  valeurs  :  c*est  la 
condition  d*équité  de  la  convention  ;  nous  en  tirerons  A.  Appe- 
lons r  le  taux  dMnlérôt  de  1  franc  pour  un  an. 

La  première  somme  S  pourrait  rester  placée  pendant  4  n  années 
et  vaudrait  au  bout  de  c^  temps  S  (1  -^  r)*";  la  deuxième  vaudrait 
S  (i  -^  r)**'*  ;  la  dernière  somme  S  pourrait  porter  intérêt  pen- 
dant (3]»-{- 1)  années  et  vaudrait  après  An  a&néosS  (1  -f-r)*'■-^^ 
Ces  diverses  valeurs  forment  une  progresMon  géométrique  du 
raison  (  1  -|-  r).  Évaluons  la  somme  d\iprès  la  formule 


nous  aurons 

f 


=s(n-rr^.[<L±i^], 


D'autre  part,  la  première  somme  A  donnée  pourrait  rester 
placée  pendant  (an — 1)  années,  et  au  bout  do  ce  temps  vau- 
drait A  (1+^)'""'»  la  dernière  n'a  que  sa  valeur  A,  puisqu'on 
la  remet  à  la  fiA^de  la  période  du  marché. 

La  somme  évaluée  de  même  est 


r 


.[<i±ip-]. 
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f'I-alant,  nous  iiuninî  1 

S(l+r).-'[l-i_+l^]=A[ll+i^]  I 

_tir(i+'-)--iirM+ri-+ij;  I 

S(l+rl'"'  =  A[(l+r)-  +  l],  ' 

•>-s,i  +  r)-  +  i-   i^'' 

Quant  â  la  con'lliion  pour  que  A  fûl  C'gal  à  S,  on  l'aura  en 
écrivant  que  le  coefTicient  de  S  dans  le  second  membre  est  l'unilé 

(l  +  r)'"-'  =  (l  +  r)'  +  l, 
équation  d'où  il  faudrait  tirer  n.  C'est  une  fquatinn  ir^n-fcn- 
danle  qui  n'est  pas  rpsoiublc  par  les  moyens  Oléine  niai  res. 

86.  L'inténU  do  1  franc  pemlanl  un  mois  rst  ''«' î:îj;^;  je ''ap- 
pelle t.  Puisque  l'cmpruniDUr  rend  300  francs  d:ins  s\%  mois  et 
qu'il  prélève  d'avance  les  inléréls  sur  la  somme  qu'il  verse,  i) 
fuul  que  la  première  somme  donm-e  acluellemenl  par  le  prôtt^nr, 
augmentée  de  ses  intéréls,  vaille  300  francs  dans  6  mois.  Soit  x 
c^Ue  première  portion  du  prOt,  nous  aurons 
T(l+tli)^300''. 


I 


i-f  6i 

Ainsi  300'' dans  (■  mois  ne  valent  actuellement  nue  . ',   ..--i 
'      I  +bi 

>ldi' même  3(10'' dans  H    -  -  —  ^'     , 

-  "-■"-      -        -      t^- 

-  »-"-      -        -      î^,- 

l.e  préleur  ne  devra  donc  donner  acluellemenl  que 

■"»    ;     -"I         ano  1(10 
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87.  8000  francs  payés  chaque  année  pendant  12  ans  peuvent 
être  remplacés  par  une  somme  unique 

(voir  la  formule  des  intérêts  composés),  payée  au  bout  des  12  ans 
ou  par  une  somme 

I   AfCH 4  4 

2000X^nv.       X 


0,03     ""i,a7> 

payée  actuellement 

La  somme  qui  équivaudrait  à  celle-là,  payée  dans  4  ans,  fera 

donc 

1,05'' ^1       1,05- 

^^'^      0,05      ^1,05" 

88.  L'intérêt  de  i  franc  pour  1  an  est  O'^.OI  ;  par  conséquent 
9625  francs  placés  à  înlérôt  composé  deviennent  au  bout  de  8  ans 

3625=(l+0,04r  =  496|fr; 

3tô5  franci  ont  donc  rapporté 

496i— 3625=1 336fr.    (S) 

89.  Soient  A  le  capital  augmenté  de  ses  intérêts,  a  le  capital 
placé,  r  le  taux  de  l'intérêt  pour  1  franc,  et  n  le  nombre  d'années  : 

A  =  a(i+r)-,   . 
d'où 

l+r  =  ifr,044, 
r  =  0's044; 
donc  iOO  francs  dans  un  an  rapportent  4'',40.    (S.) 

90.  La  formule  des  intérêts  composés  est,  en  conservant  les 
notations  du  précédent  problème. 
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Ici  n  est  Tinconnue  ;  on  a 

loî?A  — logn      Io!>i2:>28  —  loi,' 7872       ^  ,^  , 

>*=    1     rA   I  ^  =— — i — T-TTT^T =9 ans.     (S.) 

91.  Soit  X  cette  somme  actuelle.  On  aura,  en  vertu  de  la  for- 
mule des  annuités, 

d'où 

_:{i5(i.05)''-  1 

*'""  0,05  X(  1,05  y  " 
Je  calcule  (J,05)\ 

log  (  1, 05)  =  6  log  1,05  =  0.1271358, 
(1,05  )••=  1,3  iOl, 


d'où 


323X0.3iQl_110..-i00_ 
~  0,03  X  1. 3  Wl~  0,06700  ~  ^    •* 


92.  Hèponse :a^^^^' -^.^lol)!^^ '-''  =  0>1^ A.       (S. 


) 


93.  il  faut  écrire  que^  dans  iO  années,  il  y  aura  égalité  entro 
les  versements  totaux  résultant  des  deux  modes  de  payement. 
Or  les  versements  du  premier  mode  fournissent  au  bout  de  10  ans 
la  somme 

a(i+rr  +  a(l  f rr  +  ...+fl(l+r)  +  fl 

^afCl  +  rr-l] 

r 

Les  5  versements  du  deuxième  mode  donnent,  à  la  môme  époque, 

.r(l+rr  +  x(l+rr  +  .r(l+rV  +  x(1+r)«  +  T(l+r-.\ 
c'est-à-dire 


X 


|-„+.r-(.+r,j  ^,,  ,^,^,,|-(Lt^]^ 


de  là  l'égalité 


.0^.).[li+L>irLl]  =  „[(l±^i:i:^], 
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c'est-à-dire 


X 

OU  encore 


*=«+(ÏT7?="+/     " '^^'   ^^-^ 


O+îi)' 


80  CALCULS  PAR  LOGARITHMES. 


94.  log  128  =  2,1072100, 

logM57  =  3,9848422, 

log^«î,12i3678. 

Ajoutant  et  retranchant  2  à  la  caractéristique 

.128 

•9657 


Jûgï^=-^+V«3«78, 


^<»ev^^=^^s^=*+^»^^^'^' 


v^ 


*/3^  =  0,339306.     (S.) 
9657 


95.  log23  =  1,3617278, 

log75586  =  4,8608529, 


donc 


et 


log  =^  =  4,5008749  =  Ô  +  2,5008749  ; 
'^  ^    =0.068175.    (S.) 


v^ 


75586 
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96  (  log  31,071, 

+  log  23,372, 
+  log  7,259, 
logx=  {  +CMog  0,515, 
+  CMog  0.719, 
+  Olog  0,021, 
—  30, 
j-  =  519900.     (S) 

97  lo-.r--=| (log 23  -log 72580), 

log  23  =  1.3617278 
—  log  72586  =  5J39U71 

5,5008749. 

Pour  prendre  le  tiers  de  ce  résultat,  j'ajoute  2  à  la  caractéris- 
tique et  -|-  2  à  la  partie  décimale,  je  prends  ensuite  le  tiers  du 

binôme  Suivant 

—  6  +  2,50087-i9, 
et  j'obtiens 

log  .r  =  2,8336217, 

x  =  0,06812266.     (S.) 

98.  Si  Ton  désigne  la  base  par  x,  on  a,  dans  le  système  actuel, 

l'x  =  i,  /'3  =  1000; 
mais,  dans  le  système  vulgaire,  on  a 

log  1000  =  3  ; 
donc,  en  vertu  du  principe  connu, 

99.  D'après  la  déûnition  de  la  base  d'un  système  de  loga- 
rithmes, nous  avons,  en  appelant  x  la  base  cherchée, 

.r'»  =  9. 

Prenant  les  logarithmes,  il  vient 

Iog.T  =  !^^p,     d'où     x  =  1,2^3.    (S.) 


TRIGONOMÉTRIE. 


1*  ADDmOH,  MÏÏLTIPLICATIOR  R  DIVI8I0H. 


1  i 

i.  Les  formules  qui  donnent  ftin^a  et  cos^a  en  fonction  de 

sine  sont 

8injfl  =  d=^^-^r _ , 


i          _^  \/\  +  sin  a  qp  1^1  —  sin  a 
cosja  =  ±ï-Jr _t 

I 

Appliquons-les  dans  le  cas  actuel,  où  sin  a  =:  - ,  et  nous  auron 

cosja=±^-^^-!-., 


ce  qui  donne 


sin  1  a.  =  ±i^ilA^  =  0,99203,  (S.) 
cos| a,  =  ±^^^p^=  0,12600,  (S.) 
sin  ltt,=  ±:i:^^^  =  0,12600.     iS.) 

C08|a,=  d:^  +  ^  =  0,90203,     (S.) 

les  valeurs  sin  a^  et  sin  a,  ayant  le  double  signe  correspondant 
au  double  signe  placé  devant  les  valeurs  des  cosinus. 
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2.  On  sait  que 

sinP  +  sinQ  =  2sini(P  +  Q)cosi(P-0); 


on  aura  donc 

i 

inX  =  ^Rin-rP_LnWft< 

2 


sinX  =  2  8in3(P  +  Q)cosi(P-Q), 


formule  qui  donne 

X  =  49M5'i5V.     (S.) 

3.  Nous  devons  avoir 

(i)  sinx-f- cosx  =  a; 

d'ailleurs  on  sait  que 

(2)  sin*a--|-cos^a;  =  1. 

Élevons  (i)  au  carré,  retranchons-en  (2)^  nous  aurons 

2sinxco3x  =  a'  —  i. 

Sinx  et  cosx  sont  donc  les  racines  de  l'équation  du  second 
degré 

'       2 

Comme  x  est  compris  entre  0°  et  45'',  son  cosinus  est  plus 
grand  que  son  sinus,  et  l'on  aura 

cosx  =  0,373  +  0,41 15o2  =  0,986552, 
sin  X  =  0,375  —  0,411552  =  0,163448. 

En  retranchant  la  valeur  de  logcosx  et  repassant  à  Tare,  on 

trouve 

x  =  9°24'25*,4.     (S.) 

4.  Ce  problème  peut  se  résoudre  : 
1*  Par  la  géométrie. 

Le  sinus  de  l'angle  de  SO''  est  la  moitié  du  côté  de  Thexagonc 

régulier  ou^« 
Le  sinus  de  l'angle  de  13"  est  la  moitié  du  côté  du  dodéciigono 

.     ,.  v/2  —  v^ 

régulier  ou  - — ■ 
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Le  cosinus  da  môme  angle  sera  rapotbème  du  dodécagone 

2*  Par  la  trigonométrie. 
On  connaît  les  formules 

2sinsC0S7=it   ia, 

cos*j  +  8in*j  =  1, 
d'où  l'on  tire 


.    a      v^l  4-  sin  a  —  i/l  —  sin  a 


a y/i  4"  &'P  g  4"  /^  ~"  *'"  <^ 

COSj g  . 

Si  l'on  fait  a  =  30%  |  =  15%  il  vient 

€08  15*  =:V1  +  VS      y/g+V^      ,c  ^ 

5.  On  a  tang|A  =  V^  — i; 

cherchons  tang  A  en  fonction  de  tang^A.  Une  formule  connue 

donne 

..       a  4         2  ^8ng  A 

lang2A  =  3 ,      .  a\ 

1  —  tang'  A  • 

i 

en  y  remplaçant  A  par  3  A,  on  trouve 

âtanggA 
tang  A  = 


i 

i  —  tang*  g  A 
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Mettant  à  la  place  de  tang^A  sa  valeur  }/±-  - 1,  on  trouve 

z 

.            2v/î  — 2           2v^-2      . 
tangA  = f-p n^  -^— =  1; 

I-(v/2-i)        2/4-2 
donc 

UngA  =  l,    (S.) 
et 

A  =  45^      (S.) 

6.  De  la  formule  connue 

''^     '  i  —  tanga  tangi' 

00  tire,  en  posant  6  =  a, 

a  2  tança 

tang2a=  . '    ,   ^ 

°  1  —  tang'fl 

et  en  remplaçant  dans  celle-ci  a  par  3 

2tang| 
tang  a  = 


1  —  Ung'  I 


En  posant  tang  3  =  /«,  on  trouve 


2m 
tanga  = 


1— m' 

Des  formules  connues  donnent 

tança  ^  1 

sinfl=  •        —     et     cQafl=  —  ^ 

V^l  +  tang^  a  v  1  +  tang'  a 

2  m 
ou  bien,  en  remplaçant  tanga  par-r-— — 3, 

2  m  ,  i  —m' 

sm  a  =  T— T — :     et     cos  a  =  -r—, — ;• 
i  -\-m'  1  -|-  m' 
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Si  l'on  remplace  »  par  v^  —  i,  ces  trois  valeurs  deviennent, 
après  les  simplifications, 

Ungo  =  l,         (S.) 
8ina  =  jv^,    (S.) 

CCS 0  =  3/4,    (SJ 

0  =  45*.       (S.) 

7.  De  la  formule  connue 

,     ,  ,,        tanga4-tangfr 
Une  (a  +  6)  =  ■; — ^ —     ,       %. 

on  lire,  en  posant  6  =  a, 

^  2tanga 

°  i  —  tang*  a  ' 

et  en  faisant  dans  cette  dernière  0=39  on  a 

2  tang  ^ 

taogo  = j, 

1  — lang'^ 

d'où  Ton  tire 

tang2==i^^Œ^5i5. 
^2  tanga 

Si  l'on  fait  a  =  45*",  on  aura 

tanga  =  1 

tengj=  tang  ^=  tang  »  30'  =  =i^^. 

On  doit  prendre  le  radical  avec  le  signe  -j-?  puisque  tang  22*  30' 
esipoâtive;  donc 

teng22*3a'  =  — i+|/2  =  0,414.    (S.) 

8.  Puisque  cot  a  =  -|  on  aura 

3. 

tanga  =  j; 


rniooNOMfiTiiriî. 


9.  On  it 
sin-  ),'i"  4-C03-  ri'  =  t ,     3  iin  ly  cos  1 3"  =  sin  30'^  =  ^; 
ijiiiilant  l'i  rcluincliani  ces  iicu\  éyalili^s  membre  â  racmbrc,  il 

i  rarr6os  gI  rem  arquant  que 
cosl3''>9inl3''>0, 


—  cos  ly)'- 


.>=.  +  ™r,     •'^■'^ 


,':i  l'i 
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10.  On  a  les  fonùales 


...  .    .  ,.— coea 

(1)  810 


d'où 


i  /l— C080. 

Mais,  puisque  a:=  45  degrés, 


C08a  =  jv^, 


et  alors 


tangja  =  4    /iZI^  =  l/izV? 


V  {2+v/4)  2  +  V^      V^  +  1 

il.  Appelons  x  Tangle  considéré.  L'énoncé  donne 

tangx=:^* 

La  valeur  de  tangx  étant  supérieure  à  i,  Tangle  z  est  plus 
grand  que  45  degrés.  Donc  2x  est  plus  grand  que  90  degrés,  et 
son  extrémité  se  trouve  dans  le  deuxième  quadrant.  Cet  arc  2x 
a  donc  un  sinus  positif,  une  tangente  et  un  cosinus  négatifs. 
Je  dis  que  chacune  de  ces  trois  lignes  n'a  qu'une  seule  valeur. 

En  eflet,  à  la  valeur  tang x  =  -correspond  non-seulement  l'arc  x, 

mais  encore  l'arc  r  -^  x  qui  se  lermine  dans  le  troisième  qua« 
drant,  et  d'une  manière  générale  l'arc  nic-|-x  (n  étant  pair  ou 
impair,  positif  ou  négatif).  Le  double  de  cet  arc  est  2fiic  -f'2x. 
Celte  valeur  ne  diflère  de  2x  que  d'un  nombre  entier  de  circon- 
férences. Donc  les  valeurs  des  trois  lignes  que  nous  cherchons 
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ne  peuvent  être  que  celles  qui  conviennent  à  Tare  2x  ayant  son 
extrémité  dans  le  deuxième  quadrant. 
Gela  posé,  on  sait  qu*on  a 


d'où 


séc'x  =  1  +  tong'x  =  i  +  —  =  ^j, 
sécx  =  ±-. 


Mais 

COSX  =  —, —  =  rb  - . 

sécx  5 

Enfin 

sinjt  =  tangxcos.T  =-X(±î^)  =  =±=g' 

Appliquons  maintenant  les  formules 

sin2x  =  2sinx  cosx,         cosSx  =  cos*x  —  sin'x, 
ii  vient 

3i„2x=2x(^^)(=i:|)  =  |,      (S.) 

cos2x=---  =  -^.     (b.) 

Enfin 

-,        sinSx  24       ,^  . 

Cette  dernière  valeur  aurait  pu  ôtrc  obtenue  immédiatement 
par  la  formule 

tane2x--^^52^î- 
^'"^^'^-"l-tang'x- 

12.  On  a   ' 

2tang| 
(1)  tanga= î-,     (S.) 


1— lang's 


2  tant! 
a 


2lang5 


sina  =  28in3C0S3  =  2lang-rC0s'3=  — ■ ^^,     (S.) 

*  2  3  2,,  .a 

I  4-Uni;  g 
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coèa  =  ' = X = •  (S.) 

^        i+tang*^         2Ungj         1-ftang'j 

n  est  facile  d^éladier  à  priori  les  solutions  qi:e  Ton  doit  ob- 
tenir. 

En  effet,  donner  tang-,  c'est  donner  la  tangente  de  tons  les 

arcs  compris  dans  la  formule  Kic-|-  a,  a  étant  le  plus  petit  des 
arcs  positifs  ayant  la  tangente  dont  il  s*agit.  Les  arcs  doubles, 
c'esl-à-dire  les  arcs  a,  sont  donc  compris  dans  la  formule 
SKic-f-2a,  et  leurs  ligues  trigonomé triques  sont  colles  de 
Tare  Sa.  Il  ne  doit  donc  y  avoir  qu'une  seule  valeur  pour  chaque 
ligne  trigonométrique  de  a,  ainsi  que  nous  l'avons  trouvé. 

13.  On  pcfht  calculer  sinlS"*  et  coslo"*  soit  en  fonction  de 
sin30°,  soit  en  fonction  de  cosdO".  Nous  allons  employer  la  pre- 
mière méthode,  parce  qu'elle  conduit  à  dca  expressions  plus 
faciles  à  calculer. 

On  sait  que 

sin  30^  =  3; 


ona 


ajoutant 


d'où 


2 

8inM5«  +  cosM5'  =  i, 

2sinl3-  cosiS**  =  sinSO*  =  |  ; 
(8in15-  +  C08l5°)=l+|  =  |, 


(1)  8ini5-  +  cos15-  =  4/|  =  ^-, 


retranchant 

d'où 

(2) 


(cosi5'»-sin15'*/  =  l— i  =  5, 
codl5^  —  sini5*  =  i/l  =  Y  " 
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Nous  prenons  cos  15"  —  sin  15**  et  non  sinlS''  —  ces  15%  parce 
quo,  pour  l'arc  de  15  degrés,  le  cosinus  est  plus  grand  que  le 
sinus. 

Ajoutant  et  retranchant  successivement  (1  )  et  (2),  il  vient 

2sinl5"  =  il^, 
d'où  enfin 

cos  1  ti''  =  ^+^  =  0,9659,     (  S.  ) 
4 


150  ^V^L_Jii=:  0,2588.     (S.) 


sin  .^  _ 


/.T 

Remarque.  Par  cos30"  =  ^  on  trouverait 


cosl;>"=V:2iV5,     fS.)  si„13»  =  i^:=-î^,     (S.) 

et  l'on  peut  vérifier  que  ces  valeurs  sont  identiques  aux  précé- 
dentes. 


t^  FORMULES   DE  RELATIONS. 


14. 'L'arc  du  75  do.urés  so  décompose  en  45  dt'gris  cl  ilO  de- 
grés. Nous  aurons  donc 

sin75'^  =  sin30"  cosi5"4-sin  45'  cosaO", 
cos 75"^  =  cos 30"  cos  45"  —  ^in  30"  sin  45"  ; 


or  le  sinus  et  le  cosinus  de  45  degrés  sont  (ous  deux  égaux  à 

1     - 

gy/i  ;  d'autre  parf, 


sin3(r  =  -     et     cos3(,**  =  - 1 '.i-. 
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nous  aarons  donc 

sin75'»  =  Y(v/3  +  i)  =  0,96392,    (S.) 

cos75«  =  ^{v/3-l)=0,2588i.    (S.) 

15.  Le  plus  petit  angl»  ayant  pour  ootaogente  Tunité  est 
45  degrés,  dont  le  sinus  est  ^v^;  Tare  de  125  degrés  a  aussi 

pour  cotangente  1,  son  sinus  est  égal  et  de  signe  contraire  au 

1   /- 
précédent,  soit  —  5  /2. 

Ce  résultat  peut  se  déduire  du  calcul 

cosa 
cota  =  -. — , 

-..»-      à      cos*a      l-^sin'ff 

sin'a         sin'a 
d^où 

2sin»o  =  1, 

8ina=|v^=  0,707.     (S.) 

16.  Étant  donné 

sinx  =  2sina, 
nous  avons 

logsinx  =  log2  -(-  Jog  sina, 
d'où 

x  =  3Vii'SSrfi.   (S.) 

17.  Soit  a  Tangle  inconnu,  nous  aurotis 

^^,  i         1  +  cosa      1  —  0  358 

i 

cos^a  =  0,566.     (S.) 

Les  tables  montrent  que 

log  0,358  +  10  =  9,5538830, 
correspondant  à 

69«1'29*,6, 
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dont  le  supplément  est 

HO' 58' 30",  4;  • 

d'ailleurs 

log0,566  + 10  =  9,7328161, 
correspondant  à 

5o"3ril",6, 

au  lieu  de 

55^  291 5  ",2. 

18.  Les  formules. donnent 


ces 


^.  =  =hy/Œ^  =  d.  0,96369,    (S. 

sinia  =  ±v/^^=;^=  ^0,26700.     (S.) 

19.  On  a 

sina  ,    ^\uh      sina  cos6-|- ?in6  cos 
'        '  cosa   '   cosh  co<acosb 

sin(a  -j-  ^) 

cosa  co<b  ' 

2sin(a  +  ^;) 
2  eus  a  cosb 

Au  dt^nominatcur,  nous  pouvons  ajouter  et  retrancher  la 
môme  quantité  sinasinft,  ce  qui  donnera 

2cosa  cos/>-l-sinrtsin6  — sinn  sin/>  =cos(fl-|-fc)  -|-cos(a  —  b) 

ce  qui  conduit  c^  la  formule  qu'on  voulait  démontrer 

2sin  (a  + 1)  ,^  ^ 

20.  En  appelant  .r  le  plus  petit  angle  dont  le  cosinus  s  >it 

-|- 0,548,  les  angles* compris  entre  0"  et  lOOC",  qui  ont  même 

cosinus,  seront 

.r=   5(^40' 12",     (S.) 

3(i0  -.r  =  30:ri3'i<S\     (S.) 

;](;() 4- .r:^  il(ri6'l2".    (S.) 
2><:{i;o-  .r:=6G;ri3'48",    (S.) 

2X3i;0   i   .r  =  77'ri0'l2''.      (S.) 


? 
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21 .  Désignons  par  x  Tangle  donné,  nous  aurons 

sinx =  +  0,7582.^,     (S.) 

C05x  =  —  v^  —  ^«n^Jf .- .  = — 0,652,        (S.) 

tangx  = = — 1,103,        (S.) 

cotx  =  5??^ =  —  0,860,         (S.) 

COSX  ^       ' 

i 

cosécx=-:^ — =      1,319.         (S.) 

sinx  ' 

22.  U  n  y  a  qu*à  développer 

d'après  la  formule 

cos//  — cosp -=  âsin- (p  -f- 7 ) ; 

on  résout  ensuite  par  rapport  à  cos  x.     [  S.  ) 

23.  Il  s'agît  d'exprimer  sina  en  fonclion  de  tang^*  Or  on  u 

sina  =2sin  -  cos^  =  2  lang^  cos*5  • 

Remplaçant  cos'^par  sa  valeur  en  tang-,  il  vient 

2ta     I 
sina  = • 

1  +  tang»! 

Ici,  lang5  =  2  —  v/3.  On  trouve  alors 

i 

8ina=5«     (S.) 

On  aurait  d'ailleurs  pu  trouver  directement,  par  les  tables, 

i. 
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l'angle  5  dont  la  langente  esl  î  —  v'^;  cel  angle  pgt  de  lîi  d*?- 
grés;  donc 

siNfl^sinaO"^^-     (S.) 

24.  On  a  dans  les  deux  trian.^lcs  rectanglos  AOD,  MH". 
AB  ^  AO  langaO"     et     AC  =  AU  langiiir. 
On  on  déduit 

lîC=  AC  — A[i=  A0(tangfi(l'-lang30°); 

'intiû'eosai)"— sinlWroiiR'V 


l.,ngOU"-lang;irt°  =  : 


aser  00*30° 
nf(iO°-30-i_        f.-n3tJ- 


'  cosUU-cusHO-       coâlWcosaU" 


On  en  conclu' 
Bi:_     AOsinW 


AU      ios(iO''co=ai)"  A(Jsinay      cosliU"      sin:tO"      1^ 
Donc  BC  fSl  double  de  AB.     (S.  ) 

25.  Pour  avoir  lang^  en  foiiclion  de  langA,  on  prend  l.i  fof- 
mulf  connue 

lang,A-(.[i)_^_^_-^-j_^ 
el  Ton  Y  f,iJl  B  =  A,   on  Irouvo 
Uiiig2A- 


-  urng'  A  " 


Dans  ceHe-ci  on  remplace  A  par  3. et  Ton  a 

z 


TIIGONOMÉTRIE.  (H 

A 


2laDg;y 
UngA  = 


<  —  ïang»- 
d'où 


^""8'f+ï4Âlang^^l=0. 


Résolvant  celle  équation,  on  trouve 


Unîîs-  = 


A_— i  ±:v1+lan;:='A 


â  tangA 

Si  l'angle  A  vaut  dO  degrés,  cette  formule  devient 

tang?r  -  -  ^  =^  V^*  +  tang'Or  ^ 

tan  «G/* 
or 

Ung60-=iî2«5:  =  !!!  =  v/3. 

^  COSW  i  *^ 

Substituant,  et  prenant  la  valeur  positive  du  radical,  on  a 

on  enfin 

lang30*  =  4=-      (S-) 

26.    tangx=-lî!î!!L  =  .2H_^=_l(^^^ 

z 

-2+2v^      2(v^-l)""'' 
dou  ' 

*  =  4»».      (S.) 
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27.  Vérifier  l'égalité 

tang(.i3  +  a)  — *lang  (  lo  -  a)  =  2  tan-2rt 

Si  Ton  développe 

tang(  io -}-«),     lang(i5  — a)    et    tang!2a, 
il  vient 

tang  ij  -f-  langa  tang  ir»  —  langa 


1  —  lang  i")  tang  a       1  -}-  tang  45  tango 
2tangrt     \  4  tanira- 


—  ^ 


1  —  lanj::2a  y        1  —  lang:ia 

Si  l'on  remarque  que  tang45=  1,  l'égalité  devient 

1  -f-  tanî:a        1  —  (angfl 4  tanga 

1  —  tanga        I  -\-  langa        1  —  langea* 

Kédui-ant  au  môme  dénominateur  et  remarquant  que 

(1  -|- tanga)  (1  —  tanga)  =  1  —  (angâa, 

(  I  -[-  tanga)-  —  (1  —  frincra)'  l  langa 


1  —  lani^'ia  1  —  lang:2a 

supprimant  le  dénominateur  commun  1  —  langâa  et  dévelop- 
pant le  premier  membre, 

\  4- 2  langa -|-  tangSa —  I  +2  tanga  —  tang2a  =  4  tanga, 

ou,  après  réduction. 

i  lang  a  =^  i  tanga, 

identité  qui  ronOrme  l'égalité  proposée.  (V.  la  S.) 

28.  On  a 

co!i,r  =  sini^îHr  —  jr)  ; 
donc 

sin r  -\-  co?  .r  =  sin t  +  sin  ( î)0  —  .r  )  =  2  sin  ily°  co«  (.r  —  47  ). 

L'équation  dt)nnéo  se  transforme  donc  en  la  suivante: 

2  v^  1 

-  V  2 

ou 

ros(.r--  i.>  I  —  -, 
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c'est-à-dire 

car  le  plus  petit  des  arcs  positifs  ayant  pour  cosinus  5  est  l'arc 

de  60  degrés.  Donc  enfin 

x  =  2fiicd:60*  +  45».    (S.) 

On  arriverait  au  même  résultat  en  résolvant  les  deux  éqaa* 
lions 

sin'x-|-cos*«  =  i 
et 

8inx  +  cosx  =  -= 

par  rapport  aux  deux  inconnues  sinx  et  cosx  ;  mais  cette  se- 
conde méthode  est  moins  élégante  que  la  précédente.  (V.  la  S.) 

29.  L'éqoation  du  problème  est 

cotx  =  l; 
mais  on  sait  qu'on  a 

tangxcotx=  1, 
d'où 

tanga:  =  l      et     x  =  (2«  +  l)«  +  45*. 

Le  sinuâ  a  donc  pour  valeur 

±f,     (S.) 

le  signe  -f~  convenant  aux  arcs  qui  ont  leur  extrémité  dans 
le  premier  quadrant  et  le  signe  —  à  ceux  qui  se  terminent  dans 
le  troisième. 


3»  TABLES. 


30.  La  formule  qui  donne  la  tangente  de  la  moitié  d^un  angle 
en  fonction  du  cosinus  de  cet  angle  est 


i  /!  — coso. 


-f-cosa' 


tsigonohEthie. 


Vi- 


v^ 


31.  NousauroDs 

arc  10"  =  î^^  ^  0,174532928, 

Un  sait  que  la  dillérence  entre  l'arc  et  son  smus  est  moindre 
que  7  du  cube  de  l'arc,  ce  qui  peut  s'écrire 


En  calculant  -v  >  on  trouve  0,00133  ;  donc  sin  lO  est  compris 
iiilre  0,17433  et  0,17321,  à  0,001  prés;  onadonc 


si[ 

ilO"  =  0,l' 

73    à  0,001  prés.     1 

32. 

Nous  trouvons 

sin  aU" 

^I>,;jiâ0201 

(S.) 

sin  92" 

=  0,1H)'J3010 

(S.) 

sinl6l"^ 

=  0,2730372 

(S.) 

Somme 

=  1,6170183 

(S.) 

sin  236°^ 

-0,8â!»3-|) 

(S.) 

sin  308"=: 

:  — 0,7880107 

(B.l 

Somme=  — 1,0170483    (S.) 
d'où  l'on  déduit  que  la  somme  algébrique  des  sinus  proposés  csi 
nulle. 

33.  Los  Tables  de  CiiUet  pormettent  d'évaluer  les  angles  à  0,1 , 
il  la  rigueur  mfime  à  0,01  du  seconde,  mais  ce  dernier  cliiffrp 
peut  6Lre  fautif  de  quelques  unités. 
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L'arc  dont  le  sinus  vaut  i/-  vaut 

34.  L*arcqtii  a  pour  tangcufo  i/^  est 

39M5'53',43.     (S.) 

35.  Nous  avons  l*exprc&sion 

-: 2cos2x  — 2c08  4x  — 2co6  6x; 

réduisons  au  naôme  dénominateur,  nous  aurons 

sinTx — gsinjgcosgg  —  2sinxco8  4j — gsingcosGjc 

sinx 

Or  remarquons  que  la  formule  qui  donne  la  différence  de  deux 
sinos  donne 

sin  (m  4-  2}  a  —  sin  ma  =  2  sin  a  cos  (m  -f-  I  )  a  ; 

laisons  successivement 

»  =  l, 
»  =  3. 

m  =  5 

et 

a  =  x, 
nous  aurons 

2  sin  X  cos  âx  =  sin  3x  —  sin  x, 
2  sin  X  cos  4x  =  sin  5x  —  sin  3x, 
2  sin  X  cos  6x  =  sin  7x  —  sin  Hx, 

relations  qui  nous  montrent  que  Texpreesion  propos<'c  se  rrdnii  û 

sinx 
finx' 

rapport  dont  la  valeur  constante  est  i.    (S.) 

36.  Soient  a  et  &  deux  arcs  quelconque.  On  a 

tangacola  =  l, 
tnng6cot6  =  l, 
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d'où 

tang  a  col  a  =  tang  b  cot  b,    ■ 

et,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 

log  tang  a  -j-  log  cot  a  =  log  tang  b  -}-  log  cot  6, 
ou  enfin 

log  tang  a  —  log  tang  b  =  log  cot  b  —  log  cota.    (S.) 

Celte  relation  montre  que  la  différence  des  logarithmes  des 
tangentes  de  deux  arcs  a  et  6  est  égale  en  valeur  absolue  à  la  dif- 
férence des  logarithmes  de  leurs  cotan génies. 

37.  Arc  10**  =  ^= -^  =  0,174.  On  aura  donc 

loU        lo 

arclO°<0,18, 
et  par  suite  

arciO^  — sinlO«^<-^     ou     0,001i. 

4 

On  voit,  d'après  cela,  que  la  valeur  de  Tare  10°  représente  celle 
du  sinus,  avec  une  erreur  <  0,002.  On  pourra  donc  compter 
sur  deux  décimales  exactes,  et  Ton  aura 

sinl0"  =  0,i7,    (S.) 
à  0,01  près. 

38.  Si  l'on  considère  la  circonférence  dont  le  rayon  est  pris 
pour  unité,  il  est  bien  évident  que  l'angle  MOM' correspondant  à 
Tare  demandé  est  double  de  l'angle  MOA,  dont  le  sinus  est  éj:al 
aux  i  du  rayon  1.  On  a  donc 

sin^=0,75. 

Les  Tables  donnent  immédiatement 

(0  =  97M0' :)0',76.    (S.) 

Cela  posé,  si  l'on  veut  le  rapport  x  entre  l'arc  correspondant  \ 
et  le  rayon,  on  l'obtiendra  par  la  proportion 

18Ô~rïï' 
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d'où  ToQ  déduit 

'=K=" — iwF — =».TO«««»- 

Ce  dernier  calcul  s'effectue  rapidement  au  moyen  des  Tables 
de  rapports  des  longueurs  des  degrés  au  rayon  pris  pour  unité. 
Tables  qui  se  trouvent  dans  les  Tables  de  Callet,  à  la  suite  de  la 
Table  des  logarithmes  des  nombres.  {Voy.  Atlas,  TrtQ,,  fig.  dS,) 


4*  REHBRB  CALCULABLE  PAR  LOOARITBMBS. 

39  Nous  écrirons 

lang*  =  tanga  -|-  tang2>  =  tanga  M  +  ^      ) > 

posons  alors 

tanefr 

cos?  = ^- 

langa 

(pour  cela,  nous  aurons  soin  de  diviser  d*abord  par  la  plus  gronde 
des  deux  lignes  tanga  et  tang6,  car  un  cosinu3  doit  être  moindre 
que  i  ),  nous  aurons 

Ungx  =  tanga(t  -fcos;}  — Slangasin'^;),     (S.) 

formule  calculable  par  logariihmes. 

40.  On  a 

A+B  +  C  =  180«, 
d*où  Ton  tire 

C=I8Û»  — (A  +  B), 
et  par  suite 

siQC^sin(A  -fB); 
donc 

sin  A  -f- sin B  -f- sinC  =  sin A  +  sinB  +  sin ( A  -f  D) , 
mais 


et 


•.in      a  •    A  +  B       A  — B 
sm  A  -j-  sin  B  =  2  sin  — ^ —  cos  —^ — 

fc     I    n\         a    •     A  4- B  A-f-B. 

sm(A-4-B)  =  2âm — ^ — cos      '     ; 

L.  —  Beeuiil,  1,  i.  ti 
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donc 

■    K    \     '   u   i     ■   r      a   •    A  +  B/       A  +  B   ,  A  — II, 

sin  A  -f-  sin B  -|-  sinC  =  2  sin  — ^ —    cos  — 3 \-  ces — —  j 

Bcmplaçant 

.    A  +  B  C 

sin  — ^ —     par     cos^ 

et 

A  +  B,         A  — B  -       A        B 

cos— ^ h  cos     ^        par     2  cos  ^  cos  ;^, 

on  a 

ABC 

sin  A  -|-  sinB  +  sinC  =  icos-^  cos^  cos^-.     (S.) 

41.  Soit  1  équation 
Les  racines  sont 


*'=-|+V^' 


On  peut  les  écrire  ainsi  : 


Si  les  racines  sont  réelles,  on  aura 

et  par  suite  on  pourra  |)0se;' 
En  siibslituant,  on  aura 

,.'  —  Pi I  _L  Pnc  -  ^  — ? 


;r'=-7-(— I  +cos7^  =  — 3(1  —cos?) 
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42.  coslo»  — sinl5»  =  cosl5*{l  — Ungl5«>) 

=  cosl3«(tang45o  — laiigl»  =  cosl>î^.;î ^..- 


sin  30"  _  _1  _  J_  _  V^^ 


(S.) 
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43.  On  a 

co8t.a  4*^)  =  co8a  cosb  —  sînasin/;, 
cos(a  —  b)  =  cosacos6-{-sinabin6, 

d'où,  en  mulUpIûnt  membre  à  membre, 

co8(a  4^  6)  coâ  (a  —  6)  =  cos'a  cos' b  —  sin^ a  sin'  b. 

Remplaçons  dans  ie  second  membre 

cos'6    par    1 — sin*  6, 

hiii'a    lar     I — cos'fl, 
il  viendra 

cos(a-t-6)co8ia— 6)  =  cos'ai  i  —  sin'6)  —  sin*6  (  1  —  co8*a) 

=  cos'fl — cos'asin'^— sin'64-sin'2>cos'rf 
=  cos*a  —  sin'6.     (  Voy,  la  S.  ) 


U.  Ona 


sin  A  -f*  smB  ^  2  sm — ^ —  cos — 3 — 

z  z 


Or,  dans  Tezemple  proposé, 

A  4-B  A B 

^1^  =  22»3r2',5  ^-r-î:=  Io20'lG',5. 

On  aura  dune 

sinx  =  2  sin22»37'i'',5  X  ces  l«4(n()",:n 
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d'où  l'on  conclut 

(       logâ  =0,3010300 

logsin.t  =  j  -flogsinâ:2o37'  2",5  =  T,58i981l 

(+logcos  lo20^16^ti  =  ï,9998815 

Ï,88o89^20 
cl  par  suite 

.t  =  o0ol.j'3r.      (S.) 

45.  On  a 

cos2.r  =  cos'.r  —  sin'ar  =  (cosa*  -\-  sinx)  (cosx  —  sin  jr). 

Subsliluant  dans  Téquation  proposée  et  divisant  les  deux  mcm 
bres  par  cosx  —  sinx,  on  trouve 


cosx  -|-sinx  = 


-2 


Élevant  au  carré,  on  a 

cos^x  -\-  sin'x  -|-  -  sinx  cosx  =  — —t-^  ' 

mais 

cos'x-|--^in'x=  1     et    2  sinx  cosx  =:  sin  5 x. 

Subitituant,  on  a 
sin  " 


^  +  2v/3        ,       2v3       V^ 


d'où 

2x  =  G0"    et    x  =  30".     (S.) 

46.  Dans  i  equacion  donnée 

lang2x  =  3tangx  ; 

2iancx 
rcmiilarons  lani^^x  par  sa  valeur  .  ^   .     ' ..  ■  et  il  vient 
'  01  I  —  langM' 

2tane.r         _, 

=r  3  taniîx 


1  —  lciiii;\i' 


ou  bien 

2  =  3  — 3tang\r, 

d  où 

1 

V  3 
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Or  on  a 

tanjTT 
sinx  = 


et 

fcosx  =  — » 

1 

Remplaçant  dans  ces  formules  tangx  par  —,  on  trouve 

v/3 

8inx  =  ^    et     cosx  =  sv3; 

par  suite 

x  =  30«.     (S.) 

47.  cos2x  =  a(co8x  —  sinx) 

ou  bien 

cos'x —  sin*x  =  a  (cosx  —  sinx) 

et,  en  divisant  les  deux  membres  par  cosx  —  sinx,  il  vient 

(1)  cosx-{-  sinx  ^a; 

mais 

Élevant  l'équation  (1  )  au  carré  et  en  retranchant  Téquation  (2), 
on  a 


2sinxcosx:=a' — 1    ou    sinx  cosx  = 


sinx  et  cosx  Font  donnés  par  une  équation  du  second  degré  de 
la  forme 


«'-^«+^^=0, 


d'où 


a  .       /a*      ô* 


alors  on  a 


sm.r  =  — ^—^ , 

en  même  temps  que  


cosx  = 
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OU  bien  

fl  +  /^  —  rt^ 
cOi-  .r  =  — *—^^ 

en  m^me  temps  que  

a  —  \^'^  —  n- 


siiKr  ^= 


^> 


Pour  que  lo  problème  soit  possible,  il  faut  d'abord  que  le 

radical  soit  positif,  c'est-à-dire  a  <v/5.  De  plus,  il  faut  «<  I, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

'2>a±\''2  —  (r    ou     (:2  — fl)'>!2  — a', 

ou  en  simplifiant 

(«=  — 2a  +  1)>0,    ou  enfin    a  — 1>0, 

ce  qui  exige  a>  I.  Ainsi,  en  réunissant  les  deux  conditions  do 
possibilité,  a  doit  être  compris  entre  1  et  v^i  ?oit 

\<a<Y'2,     (VoyA9iS.) 
48    On  peut  écrire 


Ur 
donc 

ou  bien 

d'où 


1 

ce  se  (  lang.r  —  I  )  =  -— . 

1  =lang4.>; 

1 

cos.c  (  langx  —  Uns  iV'  )  =  -— , 

^,sin(.r—  i.V)         1 
COS.l-  X 7T7-  --  -t:  y 

cos.c  cos  i.)"'        . '^5 


I  1         i/^        I 

sin (.r  —  i:iO  =  -j=.  cos  i:>"  =  —  X  V  =  5  ' 

(lune 

X  —  \\y^  =  30%       d'où      .r  =  i:'}\     (S.  ) 

49.  Soit  .r  l'une  des  parties  de  l'arc.  L'autre  partie  sera  30»— x 
et  Tcqualion  du  problème  est 

IJsin.r  =  sin  (30  —  x). 
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Développant  le  second  membre, 

3  sini:  ^  sin30  cosx  —  co330  stn  j*. 

i  i   /- 

Rcmplaçanl  sin30  par  sa  valeur  3  et  co830  par  j/3,  tl  vient 

3  sinx  =  5  cosor  —  5  v^  sinx 

ou 

6  sin  X  =  cosx  —  v^  sin  X. 

Mettant  sinx  en  facteur, 

(6  +  v^)  sinx  =  coex, 
d*où 

6  4-V^  =  -: =  COtX. 

'   ^         smx 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  l'on  ait 

colx  >  CO130, 

car  X  est  moindre  que  30^,  et  l'on  sait  que  dans  le  premier  qua- 
drant,  lorsqu'un  arc  diminue,  sa  cotangentc  augmente.  Or 

La  condition  est  donc  bien  réalisée,  puisque 

Reprenant  la  valeur 

colx  =  6  +  v^ 
et  effectuant,  on  trouve 

x=  7«22'  O-.S,     (S.) 
30  — x  =  »'37'30',5.     (S.) 

50.  Soit  a  l'angle  du  secteur  et  OÂ  =  R.  On  a 

vol.  sect.  AOC  =  calotte  CAE  X  3  • 

Mais 

calotte  CAE  =  2,rRX  AD  =  2iiR(R  —  0D)i 

mais,  dans  le  triangle  rectangle  COD,  on  a 

OD  =  (X),     cosa  =  Rcoso; 
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donc 

caloUeCAE  =^2:tR  (R  —  R  cosa)  =  27:R'(l  —  cosa)  ; 
donc 

vol.  AOC  =  ^K  R*  (  I  —  ces*). 

Or  ce  volume  vaul  le  quart  de  la  sphère  ou  rr  «R*,  d*où  IÏ»qualion 

2  i 

-îrR»(l— C0Sa)  =  -ïrR8 

et 

2(1— C0Sa)=  I. 

ou 

i  —  cosx  =  -r    et    cosa  =  -. 
2  2 

L'angle  du  premier  quadrant  qui  a  pour  valeur  de  son  cosinus  ^ 
est  l'angle  de  GO*.  Donc 

3  =  (iO.       (S.) 

(Voy,  Atlas,  Trig.,  pg.  r>0.) 
51.  L'équation 

(sin.r  —  a)  =  sinx  —  sina 

donne,  si  l'on  développe  le  premier  membre, 

sin.T  cosfl  —  cosxsina  =  sinx  —  sino 
ou 

sina  —  cos.r  sina  =  sina;  —  tinx  coso. 

Menant  ::in.r  en  facteurs  ainsi  que  sina, 

sino  (1  — cosx)  =  sinx(l  — cosa). 

Or  on  sait  cjuc 

\  —  co?  .1*  =  2  sin^  '^     et  que     I  —  cosa  =  2 sin' ^  : 


on  a  donc 


V  tt 

sina  .  2sin'-r  =  sin.r  .2sia'-r• 
2  z 


Remplaçant  enfin 

sma    par    2  sm  30085» 


sina-    par    âsinj^cos'^» 


il  vient 


oa 
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îsin^  cosj  sin's  =r  Ssm^  coss  «n'3 


.0         0    ,   ,X  .    X     _   X    .    ,0       ^ 


00  encore 

.   a   ,  X  f      0.x  X  ^  ^\      A 

SID3  ans  (  00856105  — co8-«n,  J  =  0. 

Le  premier  membre  est  un  produit  de  deux  facteurs  ;  pour  qu'il 
s*annu1e,  il  faut  que  l'un  des  deux  facteurs  s'annule,  c*est-à*dire 
qu'on  ait 

8!n|8in|  =  0  ...     (l'*S.) 

ou  bien 

•JC  0  X.0         -  i-k^nx 

smscos^  — CO85  gin5  =  0  ...    (i'S.) 

La  première  solution 

.0.x      ^ 
8m2Sing  =  0) 

n'ayant  d*autre  variable  que  x,  donne 

sin5  =  0,     d'où     5  =  0,     et  enGn     x  =  0. 

2  z 


La  seconde 


X       0  X    .   0       A 

8m5  C0S5  —  cos  5  sms  =  0 


peut  se  mettre  sous  la  forme 

sin(|~-|)=0, 


d'où 


-  =  5    et    x  =  0.     (S.) 


On  remarquera  d'ailleurs  qu'on  peut  ajouter  à  x,  dans  les  deux 
solutions,  autant  de  circonférences  entières,  positives  ou  néga- 
tives que  Ton  veut. 

5. 
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52.  Si  l'on  dévoloppo  laniiâx,  régalitc  devienl 


2fani:.r  ^  2 

-. ,  •   ■■    =  3  langx      ou      -; 

1  —  tanu.r  ^  1  —  tani; 


2  =  3  —  3  taDg\T,     tang'x  =  - , 


d'où 

tan 


Or  l'angle  aigu  positif  qui  a  pour  tangente  ^-  est  Tangle  de 

30  degrés;  on  a  encore  l'arc  de  180 -f  30  =  210  qui  a  mtmo 
tangente.  Ainsi 

.r'  =  -2n  11  +  30o,     x'  =  2»it  -f  210«. 
On  en  déduit 


.     ,      I         .     _  1 

suu-  = 

d'où 


suu-  =^,     sinx'  =  — -, 


sinx=rt-.     (S.) 


53.  Dans  l'équation  donnée 

a  sinu:-|-  bcoèx  —  c, 


remplaçons  cos.i  par  ta  valeur  ±z  \^\  — pinx,  il  vient 


a  sinx  ±:  h  v/1  —  sin^x  =  c 
ou  

:^b\i  —  sin-.i  =  c  —  Q  sinx  ; 

élevant  au  carré  et  développant, 

/>'  —  b'  sin'x  =  c'  -f  tt ' sin*x  —  "lac  sinx, 
d'où 

(«'  -(-  h-)  sin*.» —  i2ar  sinx  -\-  c'  —  6*  =  0. 

On  en  tire 


"■l'iv    '.\'i(rc-—    ilfi'  -\-  b']U'  -    //• 
sin.j  — —  ' 


t[^a'-\-b') 
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et  après  réduction 

ar:hb  v^tt'  +  A'  — r' 

Les  cooditions  de  possibilité  du  problème  sont  que  sinx  loil 
réel  et  iofi^rieur  à  1,  ce  qui  donne 

(1)  a'  +  b'^c'>0 

U  condition  (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


a*  +  6'  a' 4- 6» 


<« 


ou 


ou 


ou 


AyV-^-Jr'->c'  lie 


db  6  vV-FF^^<; a'  +  6-  —  oc. 

Dans  le  cas  où  les  trois  nombres  a,  6,  c  seraient  p08ilir}<,  cl 
senlement  dans  ce  cas,  à  cause  du  signe  —  du  radical»  on  aurait, 
en  élevant  au  carré, 

b\a^  +  b'^c')^(a'  +  b''-ac)\ 


dou 


condition  qui  donne  avec  la  condjiion  (1  )  les  limites  entre  les- 
quelles peut  varier  la  quantité  a*  -f^  b^  —  c\ 

La  valeur  de  sinx  étant  reportée  dans  ré(]ualiun  primillvo, 
on  en  lire  cosx;  et  les  valeurs  comparées  de  sinx  et  cosx,  dans 
Irdquellea  on  tiendra  compte  des  signes,  détermineront  le  qua- 
drant où  se  termine  Tare  x. 

Appliquons  ce  résultat  à  Texemple 

V^  sinx  +  cosx  =  v^, 


=  [i, 


_  V -t 


'(^c]»ialion  l  sina'-|-3co5.r  ^  i  peut  s'écrire 
t   .        ,  2 


2  en*  s 


sin?smj:4-'^''^^ 


Ap|ielûns  ■!  !o  plus  |ie[iL(Jt;=  arcs  posilifs  qui  odI  pour  cosinus  f; 

cos(.i  — ;)  =  cû9«. 
(i'oi'i 

l'I  tnliri 

Il  reste  à  CdlcuIiT  li'â  deux  arc'  :  el  "  au  moyen  des  formules 
Ia.ieî  =  r|     (S.)        et        co*»  =  i     (S.) 
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55.  Soit  X  l'une  des  parties  ;  Taotre  sera 
d*o&,  d'après  l'énoocé, 

8iDX  =  ÎSÎD(43  — x), 

ou,  en  développaot, 

ginx  =  2  (sin45  cosx  —  C0845  sinx). 

Remplaçant  8in43  et  cos4S  par  leur  valear  commune  ~-  et 
divisant  par  cosx,  il  vient 

tangx  =  2^^-^tangxj, 

d*où 

Ungx(l  +  v/î)=V^, 

taogx  = —' 

Cette  valeur  peut  être  transformée  de  la  manière  suivante  : 

OQ  enCn 

langx  =  ::-yî^  =  2— V^.     (S.) 


•    <  ■ 


56.  Divisant  par  a,  il  vient 

,  fcco«x      1 

8mx-4 =-> 

'      a  a 

,  h      , 
00,  posant  -  =  lang9, 

sinx  +  lang9C0Sx  =  - , 
ou  sQccesstvemenl 

smx  cosç  +  s*n9  cosx  =  -— -  > 


gin{x4-?)  =  — -j 


C.UMISIËTRin. 


Djhc  tuliti 

l'ui-r  qu'on  puisse  trouver  par  celle  Tormulo  des  valeurs  saiis- 
Tui^ant  ï  la  quoslion,  il  Lui 

57.  Pusons 

lani-M  -)-  îcol.r—  m. 

;! 

lan^.,      mlan^',.-+l  =  l.. 


Li'S  lacmi's  i|i>  ri-ijuiition  m-—  1:!  —  iisont 

l.ccin'IliLii'iH  ili'  m-  i^ant  jioàilifju  plus  pL-lilû  rapine iii'=  —  i\~i 
■  r-i  un  Mia\imuin;  lj  plus  {;iariJu  r^itiiiu  n'=  -i-V^  t-'^t  u» 
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Si  l'on  ne  connaît  pas  l*arc  romprig  entre  0  et  90«  dont  la  tan- 
gente est  |/J,  on  calculera  sinx 

tans  or  \^  v^       # 

V^l  -f  lang'x       i/npi        2 
x=60o.     (S.) 


58.  Dans  le  triangle  HOF  on  a 

HF' =  ÔH' +  OF»  —  2  OH  .OF  008  0. 


D'ailleurs 

HF=«v/i.     01l  =  i^     et     0F=1^. 
Donc 

équation  d'où  Ton  peut  déduire  cosO,  et  par  suiie  sinO. 

liais  il  est  plus  simple  de  remarquer  que  la  figure  IIFBD  e^t 
un  rectangle,  et  qu'on  a  par  conséquent 

01    ou    |  =  OFcosj    et    lF  =  OFsinj- 
Donc 

2|lF  =  2()FsinjCOs|  =  ÔFsinO, 

c'est-à-dire 


donc 


BinO  =  -^p-=-g^  =  ^.     (S.) 


(Voy.  Atlas,  Trig.,  fig.  58.) 

59.  SU  élant  la  hauteur  du  tétraèdre,  on  a 

SU  =  SA  sin  SAH     ou     SU  =  a  sin  or. 


*n  désignanl  par  a  l'artle  du  létraMre,  par  »  l'angle  dont  on 
iherche  1d  sinu?, 

a-DÙ 

Substiluanl  dans  la  première  ri'lalJon,  il  vient 

d'oLi  eniin 

{l"i»y,  ,\Tr.AS,  Tu'i  .fin.  sa.) 

.  !;■  APPLICATIONS   TRIGONOMÉTRIQUES, 

60.  f  >n  >iiH  niii.',  daiis  un  cercle  de  raj  on  1 ,  la  djlférence  enire 
lin  arc  tl  t^uri  :-mus  ct^t  moindre  iiiie  |  du  eiilie  de  l'arc.  Appelant 
donc  II  Turc,  r  la  cordi'  tl  II  h'  rayon  du  cerclu,  nous  auroiiR 


^M. 
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cela  aora  lieu  à  fortiori  si  nous  posons 


16R' 

<0,00!, 

n 

^J^ 

et  comme  a  =  75", 

R>r>l35".     (S.) 

61.  Soit  R  le  rayon  de  la  sphère.  Calculons  le  volume 

CFDS=V  =  CDS  — CFD. 

(I)  côneCDS  =  «XCË^X7r- 

Dans  le  triangle  CEO,  on  a 

CE  =r  CO  cosOCE  =  R  cosa, 
d*où 

dans  le  triangle  SCE,  on  a 

SE  =  CE  cotCSE  =  î^îî^ . 

sina 

Sabsliluanl  dans  (l),  il  vient 

Rcos'dt      «R»cos*« 


cdneCDS  =  k  X  R'  cos'a  X 


3  sin  «         3  sin 


Le  segment  sphérique  à  une  base  CFD  a  pour  mesure  le  volume 
d*aiie  sphère  qui  aurait  sa  hauteur  pour  diamètre,  plus  la  muitiô 
de  celui  d'un  cylindre  qui  aurait  même  base  et  môme  hauteur 
que  lui.  On  a  donc 

(2)  volCFD  =  l«IF'  +  liiXCE»XEF. 

On  a 

EF  =  OF  — OE  =  R  — Rsina  =  R(l  — sina), 

d*où,  en  substituant, 
vol.CFD==^\l— sina)'+^\i— sin>a)(l— sin«), 
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et  par  suite 

—    3sina  ()  2  ' 

ce  qui  donne,  en  réduisant  au  nitoe  dénominateur,  en  rempkî- 
çant  cos^a  par  (1  —  sin'a)',  en  développant  et  en  cITcctuant  les 
calculs, 

2:iR^I  — sina)'^ 
~  Gsina 

Le  volume  V  de  la  sphère  vaut 

4nRs 

On  aura 

ftin*  (  i^ 1  ^ 

V  _  (I— sinat)-  _  f  I— cos(OO-^a)]'  _  '""  \  -2  / 

V  isina  isina  sina 

Si  Ton  faita  =  r)0%  il  vient 

_  v;  _  sinMr> 
^'~\'~  sinGU' 

logj:=  ilogsinlo  —  logsinCO; 

4  logsinlo  =  5,6519848 
-   Iogsin60  =  0,0r>^ir»0l 

logj;  =  3,7liiriiâ 

x=:(),00ol8.      (S.) 

(  Voy.  Atlas,  Trig.^  fig.  ù\.] 

62.  La  longueur  d'un  arc  est  donnée  par  la  formule 

T8Ô' 

Dans  colle  formule,  n  vaut  3"^  30'  =  21()'. 

Calculons  r,  rayon  du  parallèle.  Soit  R  le  rayon  de  la  Terre.  Lv 
triangle  AOO',  rectangle  en  0',  donne,  en  remarquant  que  l'angU 

AO  =  r  =.  OA  cos  ffÀT)  =  R  cos  -iS'^  TiO'. 
Or  on  a 

âuR  =  iOOOOOOO'", 
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d'où  _   20000000 

H  ^=       '  • 

On  aura  donc 

20000000  €0848^50' 

et  par  suite 

^_  20000000  X  cos48^.WX  210  _  43200000  co!^48^'iO' 

ia«UO  "  i08  ' 

log  /  =  log  43200000  +  log  C08  IdjSO  )og  i08  ; 

log  43200000  =  7,6354837 

logcûs48«  50  =1,8183919 

logi08  =  3,9665762 

log/ =  5,4204518 
/  =  263300".     (S.) 

63.      Segment  CMD  =  secteur  CMDO  —  triangle  COD, 

secteur  CMDO  =  arcCD  y  -  - 

Si  nous  appelons  2x  l'angle  COD,  nous  aurons  dans  !o  triangle  œE 

CO      ^^^ 
cosx  =  — =  0,70, 

d'où  Ton  tire 

log  cos  X  =  log  0,70  =  T,8450980, 
et  par  suite 

X  =  45û34'22',79, 

2x  =  9I«8' 45^,58  =  328125',58. 
On  aura  ainsi,  1296000  étant  le  nombre  de  secondes  contenues 

.«^.        /-mtnrw       «  X  328125.58 
secteur  CMDO  =      ^^^^^^      . 

log  secteur  =  logn  +  log  328 125,58  —  log  1296000  ; 

log  «  =  0,4971 497 

log  328125,58  =  5,51604C0 

log  1296000  =  7,8873950 

log  secteur  =  1,9005847 
surlace  secteur  =  0»i,795398. 
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Cjlni'ons  mainlonanl  ta  surface  du  triangle  COD, 

surface  COn  =  Î^I14^=  "'^'î  X  '"05^, 

log  COD  =  log  0,r.  -f  log  cogj;  ; 

lug0,3:i  =  7,Bii068O     ■ 

Iof:cosr  =  î,8tr*9a0 

loi,-  COD  =  T,3â91«60 

"rianglcCOD^O.ÎÏSOO. 

On  en  cnncliil 

(!■";,.  Atlas,  Trig., /ig.  liX) 

64.  Soil  R  lo  rayon  de  la  TiTre.  On  aura 
zoneAE^2-RXOM. 
Or,  d\ipri'!  les  dunnéw,  un  a 

_  iilOiiii  _  2000(1 

dû  [ilus,  OM  =  AC,  cl  lu  Irianglo  reclangle  OAC  donne 
AC  =  OA  BiQ  AOC  ^  B  sin«% 


c  =  log  siQ  -iù"  -i-  log  8Û01MKIOOO  —  log  n 
log  sin  4.Ï''  =  T,8*»4«30 
]og800(HH)000=S,9030900 


,:  =  l«0002380iii. 
65.  ri'ai-rùs  une  formulu  connue 

e'^  a'  -\-h'  —  2abcosc; 
muUIpliaiil  d'  -\~  II'  par  I  ou  par  eoti  l'gal  sin'  ; 
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plaçant  co&e  par  sa  valeur  cos'  ^  —  sin'  -,  il  vient 

=  (a  +  6)»sïn»|H-(fl-6)'co8'|, 

(a  -  6)'  cob»  I 
=  (a  +  6)»8in»5|  i+  ^  ■» 

=  («  +  ftrsin«|[i  +  (^y<^ot>|]-^ 

si  nous  posons  , 

*^  a  —  h     .e 

nous  aurons 

c'  =  (a  +  6)'8in'|(i  +  Ung»?), 

ou 

(  a  -f-  6 1  sm  5 

c  =  - (S.) 

C0â9 

La  formule  est  calculable  par  logarithmes,  mais  il  convit-nl 

A  — B 
d'observer  que  Tangle  auxiliaire  ç  est  précisément  —j-i  cur 

66.  La  solution  géométrique  peut  ôtrc  tirée  (Je  la  Céomélrie  de 
Blanchel,  livre  III,  proposition  xxxv. 

mais  . 

m      ff 

'  'ne 
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(l'uii  la  composjlion  des  rapports 

Siibslitiinnl  ûaoi.  (  I  ),  il  vient 

,lcli  !'+«)■  + 


;'' 

+  f|' 

Dô= 

■ignanliiarS/i 

le  périmùlrcdi 

■)'     ' 

On 

u  lie  même  pu 

ur  k-a  liisiL-cLri 

â  v';«i':  (?' 

—  I-'^         . 

i  des  angles  B  el  C 


a  +  c 
rîfiomimilritjiie.  • 


-âinacoss- 


Itempluçant  mn  par  las  valeurs  iruuvées  prâcédenimeDl  el  Im 
li.Lincs  lri),'oiioin6 triques  en  fuuclions  ilcs  côtés,  on  abticoi,  toutes 
ri!'(i  lie  lions  fuites,  la  mûmo  formule  que  plus  haut.' 

[Voy-  Atlas,  Trig.,  fig.  6C.) 

67.  Il  s'.iLiil  fie  calculer  la  1:in;;enlo  de  l'angle  aigu  CED  que 
liiriiii']i(  les  diai^onale»  Al),  1!C  du  {larallélépipèdo  recljngle.  Or. 
dallas  le  liiati-le  reolanyle  .MiD,  ou  a 

AB  =  bDlanf;lil).V 
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Uais  AB,  diagonale  do  carré,  =(fv^,  BD:=4,  et  l'angle  DDA 
e$t  la  moitié  de  Tangle  a.  Donc 

a/i  =  AUngj,      doù      UDg^=-^-; 

d'autre  part, 

2tang^ 

tanga  = ^. 

1— langy 

Sabstitoant  à  lans^  sa  valeur,  il  vient  définitivement 

z 

(Voy.  Atlas,  Tri^.,  /î^.  67.) 

« 

68.  Surface  BâC  =  surf.  BÂCO  —  surf.  RCO, 

surf.  BACO  =  2  surf.  BAO  =  BA  X  BO  ; 

or 

BA  =  BO  col  BAO  ==  cotiO«. 
Dooc 

surf.  BACO  «=col20o, 

surf.  BCO  j 


^  • 


360        360       0 
Oo  aura  donc 

Jt  =  col20o  — |, 

logcot20o  =  0,4389341, 
cot20o  =  2,74747  ] 

^  =  0,34900  |^  =  ^-^^^«*-    (^-^ 

(  Voy.  xVrLAS,  Trii/,,  /?//.  68.) 

69.  J'ai  l'équation 

i,3sina:  +  2i718icoSir  =  3,lil6. 


1     ^  «J 

—  i/USi« 

â,7l82 
-,0 

lang^ 

sinç 
coi? 

sin(.r  +  9) 

3.1416COS? 

2,J 
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Divisant  les  deux  membres  par  2,5,  il  vient 
j.  _._      ,  2J182 3,1  ilG 

Posons 

il  vient 

(2) 

calcul  de 

ç  =  47o23'39\98, 
calcul  de 

a:  +  f  =  58ol7'7',8. 

L'angle  o;  -|-  ?  donné  par  les  tables  est  le  plus  petit  arc  positif 
qui  satisfasse  à  Téquation  (2).  Tous  les  arcs  satisfaisant  à  cctie 
équation  sont  compris  dans  la  formule 

.T4-5  =  2ik7:  +  58'>17'7\8, 
.r  -f-ç:=2A-7:-}-7i  — :)8''17'7'',8, 
d'où 

.T  =  2Aîr  +  ri8oI7'  7''',8—  17»23'30',98, 
=r2A«-f  10"o3'27^82, 
ou  bien 

.r  =  2  A'  -  +  n  —  -iS  •  I  r  7',8  —  47o  23'  39",98, 
=  2A';:  +  7i»19'12",22.       (S.) 

70.  AbjissoMs  BD  perpendiculaire  sur  OA,  nous  aurons 

vol.  secteur  =  27iR  X  AD  X  ^• 

On  a 

AD  =  OA  —  OD  =  R  —  OD. 

Dans  le  triangle  reclangle  DOB,  on  a 

OD  =  OBcosBOD=Ucosa, 

d'où 

AD  =  R  -  R  cosa  ^  B  (  I  -  cosa;  =  2  B  sin^^- 

On  uuia  (lune 

i  a         32  - 

x  =  vol.  SLH  leur  =77"  B '  sin'  -  —  '■— ^  sin'  27«  1 1' 
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en  cJécimèlres  cubes, 

logx  =  Iog3i  +  logK  +  2  log8iii27» ,!  i'  -  log'  ; 

log3i=i,S0:>l300 

log«  =  0,4971497 

2Iogsin27.1i  =  r,32l0010 

—  !og3=î,3229787 

0,8iui7i)i 

52 
42 

x  =  7^019070.     (S.) 

{Voy,  Atlas,  Ting^  fig.  70.) 

71.  Désignons  |)ar  x  la  plus  grande  des  deux  parties  de  Tare; 
on  a,  d'après  l'énoncé, 

sinx        2 

sini  i5  —  xj       i 

d  ou 

sinx  =  2  {sin  45«  cosx  —  sini  cos  4>)  ; 

{nais 

8in43*  =  cos45«=  Y* 

Donc 

sin  X  =  v^  (cosx  —  gin  x)  =  v^  cosx  —  y/i  i^inx; 
mais    * 

sin  x  +  )/ismx=^\/i  cosx , 

(  i  +  V^  )  sin  X  =  v^  cos  X . 

cl  enfin 

_vg__        v/2(v/2-i) 

=  V^i(A^ZLLÎ  =  2-v^.     (S.) 
1 

Les  tables  de  logarithmes  étant  rotiréoâ,  les  candidats  nonl 
pas  à  terminer  le  calcul  et  à  donner  la  valeur  de  x. 

Il 


tangx  = 
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72.  La  surface  du  triangle  CÂB  devra  èlro  double  de  celle  du 
triangle  MAP.  Or  on  a 

ACVAR^inA 


(  I  )  surf.  ACB  = 


± 


APVMP 
(^2)  surf.MAP.-=-^- 

Le  triangle  AMP  rectangle  en  P  donne 

AP  =  MPcolA. 
Subsiiluant  dans  (^),  il  vient 

surf.  MAP  =^ 


MI»'cot  A 


2        ' 

on  aura  donc  l'équation 

ot,  en  divisant  par  cotA, 

,      ACVABsinA 
icotA 

Remplaçant  par  les  nombres,  il  vient 

—^:  _  301. 3ir)  X  293,917  sin  23'-g7':H* 
^*^*  ""  î2cot:23^>27'32"  ' 

d'où 

logMP^  i(log201,313  +  log293»917 

+  log  sin23"27'3i'''-  log2  -  logcot23»27'3i'') . 

log  201,315  =  2,3038761 

log  293.917  =  2,4ti8i247 

logsin  (23» 27 '32")  =  1,5999823 

—  log  2  =1,6989700 

-  log  COt  (23"27'32")  =  I,r>37ii92 

3,7085023 

logMP=rl,85i25ll 
'  MP=7l'M91.     (S.) 

(Voy.  Atlas,  TnV/.,  pij.  72.) 

73   Appelons  .t  la  proinière  lartie  et  i/la  seconde,  nousauruu5 

sin;r  =  3sin//, 


d'où 


ou  bien 


ou 
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RÎnx  •^ 

sui  y  ~  ï  ' 
gin X  — pin;/ 2  _  I 

J'où  l'on  lire,  en  remarquant  que 

loglao^r^^  j  =  loglangiîJa  -log2, 

logUng  15»  =  7,4280320 
—  log  2  =  T.0989700 

log  tang  f  î-=-l'  ^  =  î,i  270223 

1IA 
d'où  Jjj7  > 


duoc 


^^-^'  =  7»37'3(r.66; 


2 


i  =  i3«  +  7«3r3(K,66  =  22»37'30',C6,    (S.) 
y=J3»-7*3r50%66=:   7«22'  O'.Si.    (S.) 

74.  SuilRIe  rayon  du  soclour,  x  son  angle  au  cenlrc.  Abair- 
^ons  UO  perpendiculaire  sur  OA,  nous  aurons 

voI.6pbôre  =  -itR', 

2 
vol.  Eccleur  =  -  «  R»  x  DA 

=  5  icR^I  -cosx)  =  2  TtU^bin'  î. 


logsin'ii^  -  -lûL;a=  I,"ClW9i, 


;  lui;,  Atus,  Trig.,  pg.  'i (,) 

75.  Ji-  juins  OA  ;  j.>  dislgrii'  OA  |)ar  R,  AB  par  ïr  et  l'an;;!»- 

A^llri-ra,!. 

hdris  If  iriaii-lL'  AKO,  l'iin^ileO  est  le  compléraoni  i\vz\  on  aura 
(lune 

r  ^  ]1  CUSJ, 


^.r  =  los  ISOLoOiio  —  log  2318,363; 
l(ii.'l»iil.:i(i!t:i  =  3,25C339l 

—  lûg25i«,3(i:i  =  3,3!):t7.'W( 


-  11".";:;'  8",(W(> 

=  Stl-.MllT-.ICO,      (S.) 

(  V.(3.  Atlas,  Tri'j.,fig.  75.) 


7S.  liiirnmo  ilu  lusuusi;  —  ^ /  iriaiigleDAD, 
.n  .^ur,Mli>iic  l'Oquiiliun 
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logsin  A  =  log  32548  -  2  los2I6,09  ; 

loga2548  =  4,5125243 
2  log216,09=  4,689269  i 

î,8432549 

C  =  A  =  44M1'22'.7    (S.) 

D  =  B  =  180-A  =  135-48'37'.3.    (S.) 

(Voy.  Atlas,  Trig.,  fy.  76.) 

77.  Soit  ABCD  le  losange  et  AC  =  92,357;  désigiioiis  ses 

angles  par  A,  B,  C,  D. 
Dans  le  triangle  OAD  rectangle,  on  connaît 

A0=^^  =46,1785, 

AD  ==  î^^  =  2IO-,67325  5 

A 

OA  =  AD  cos  jt 

A  __  OA  _    46,1785 
^2  ■"AD""  210,67325' 

log  cos  I  =  log  46,1785  -  log  210,67323  ; 

log46,1785  =  1,6644398 
—  log  210.67325  =  3,6763907 

log  cos  1  =  1.3408305 

9026 
"72Î' 

4  =  77*20'17%69, 
2  ' 

d*où  Ton  tire 

A  =  C  =  154«40'35',3.    (S.) 

B  =  180-A  =  D  =  25•19'24^7.     (S.) 

(Voy.  Atlas,  Trig,,  fig.  77.) 

6. 


on  a 
d'où 
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73.  Surf.  AMB  =  sccl.  AOB  —  triangle  AOB, 


Boct.  AOB  = 


6 


irianglo  AOB  =  57l'  X  ^î^  =  572^  X  ^, 

*  4 


surf.  AMB  =r  37?  (^-^)- 


Jii  calculo  ce  produit  à  1  c^ntiaro  près,  c*esl-à-dire  à  1  uniié 

prrs  ;  il  \ienl 

surf.ÂlMB=r2»««ci944C.     (S.) 

{Votj.  Atus,  Tng.,  fig.  78.) 


d'où 


79    Appelons  x  !a  prcmièro  partie  el  y  la  dcuxicme.  Nous  aurons 

sinj:  =3siny, 

sinx 3 

siny~P 


ou 


(•u  hirn 

.   Fina --sini/  _1  2_  1 

iloù  Tun  liro,  en  remorquant  que 

^  =  13% 

1.1'  —  v'»       t;in7  IT 
(  t'  —  w^ 

loglan-  -^  =  ioglang  loo  —  log2 

luglangiri^î,4280:i2^i 


loL'Ian 


log 
.r  — 

2 

1 

(r)s:)7.»;) 

1  r 

O 

T, 

,127022^» 
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d'où 


î-3-?  =  7*3r5(y,66; 


donc 


«  =  i5«4-l^  =  22*3r30',66,     (S.) 
y-=15-_LLJ?-7«22'9»,3i.     (S.) 

80.  Soit  CD  la  corde  donnée  cl  R  le  rayon  ;  on  aura 

1  4R 

Menons  le  diamèlre  AB  perpendiculaire  sur  le  milieu  M  do  la 
corde  CD  ;  joignons  COD  et  désignons  par  2  Tangle  COU  ;  on  au  1  a 

CM=C08inx, 

d'où 

""'-CO'"3K'"5' 

log  sinx  :=  log2  —  log3  ; 

log2  =  0,3010300 
—  log3==îr{2«8787 

log8inx==  1,8239087 

2ss83i3r5V8.    (S.) 

(Voy.  Atus,  Tritf.i  fig,  80.} 

81.  2  sinx  s=  sin45«  oosx  —  siu«  eos  i5«, 
ou  bien,  comme  sin45o  =  ^9 

i  sin  j  =  ^  (cosx  —  sinxj  j 


d'où 

et  par  conséquent 


ie  divise  par  siux,  il  vient 


â  =  ^(colx~  I}; 


loi  TKIGONOMÊTRIE. 

d'où 

logcola!:=log5,4l42I3  — logi,4li2l3; 

logS,4ii213  =  0,7335353 
—  logi.414213  =  T.850i852 

logcotx  =  0,5810205 

230' 
x  =  69"3'0",36.    (S.) 


82.  On  a 


vol.  sect.  BO.V=  -^^X  AC; 


or 


AC  =  OA  — OC. 

Dans  le  Irianglo  OBC,  on  a 

OC  =  RcosBOC; 
donc 

AC  =  \\i\  cosBOC)  =  2  R  sin* ^ , 
d'où 

vol.  BOA  =:.  ^TiXT^'  X  sin27*'30', 

log  V  ==  logi  +  logT:  +  3  log7,34  +  2  log  sin27"30'  —  loi:3  ; 

]og4=:  0,0020600 
log7:=r  0,4971  iî)7 
3  log7,;n  =  2,5070883 .      __  .  ^ 

2  lo-  sin  27"30'  =  L32881 12  [  ^  —  ''''^    »'  ''*'     ^^'  ^ 
—  log 3=^  l,:i228787 

logV=  2,5479870 

(Voy.  Atlas,  Trig,^  fig,  82.) 

83.  Soit  ABCDKF  le  tronc  donné.  Soient  B  cl  E  les  sonimels 
des  bases.  On  demande  le  volume  (^ACB, 
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Menons  GO  qui  rencontre  ACB  en  Q. 

vol.  G  ACB  =  Mff.  ABC  X  5  GQ  ; 

or 

f  à  n.^      AB  X  BC  Bin  ABC       sin  47 
surf.  ABC  =  — ^-^-^ =  -j^  ; 

on  a  ainsi 

G(?_AB_1  .  GQ      _1 

Gô~DÊ~3*      2r    GO-Gg"i' 

on  bien 
donc 


) 


vol.  cherché =îlîi±V|  =  ^  =  0-*,039.    (S. 

(Vby.  Atus,  Trig.,  fig.  83.) 

S4       Surf.  AMB  =  surf.  OÂMB  ^  surf.  BAO , 

s  B»  N      :r  X  689,73  X  SOOrW" 


surf.  OAMB  =r 


360   ^  1296000 


r  o*n      nn  v>  A^N^  ^în^AO       089.7^  X  sin  «i^ST^r  ^ 
surf.  BAO  =  BO  X  AO  X  — s —  = s » 

calculs  effectués,  surf. OAMB  =  587308-,!  =  S, 

surf.  BAO  =  1482l0-,3  =  S', 

X  =  S  —  S'  =  43«»«»  90««  87e«».    (  S.  ) 

(Voy,  KïLKS,  Trig,,  pg.  8i.) 

85.  sini» 

15 


d'où 


log  sinx  =  log  sin  15  —  log  15  ; 

• 

log  sin  15  =1,4129962 
—  log  15  =  2,8230087 

log  sinx  =  2,2369049 

x  =  0*59' 19^,19.     (S.) 

{Vuy,  Atlas,  Trig,,  fig,  8^5.) 
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86.  vol.ABC  =  sarf.BCX^AK, 

o 

surf.BC  =  yX2îr{Bô  +  Cc)  =  BCX2TKA. 

Or,  (J.ins  lo  triangle  KAA-,  où  a 

KA-  =  Aik^iû(18°  +  CAK)  =  AKsini8^ 
or 

,„      ACvS      7,35  v^ 

.-lll  =^  r —    =   T • 

On  ii.jr.i  donc 

rt  par  suite 

vol.  ABC  =r  7,35  X-^X  7,35  y/S  sin  iS"  X  — fl-^-i* 

u 

_7,ÏÏ5'x-rXs'n48\ 
2  ' 

3  log  7,35  =  2,5988619 

log;r=^  0,4971497 

logsm48  =  1,8710735 

-log  2  =  T. 6989700 

2,6660551 

.r  = -iG3"S557.    (S.) 

(Vf/j^.  Atlas,  Trig.,  fig,  86.' 
S7.  Nous  avons 

AD sr  v^BÏTXDC  =  v/3,6i3  X  i,928, 


^  _  AD  _  v'.<.6i3X4  92S  _     /JfiïTi 
*^"^' "  ^  BU  -  4,928  -  V  î;y28  ' 

log  LungB  =  1  (log  3,643  -  log  4,928); 

log3.Gi3=:  0,5614592 
-  log  i,9i8=  1.3073293 

Î,8G87885 
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logtangB  =  7,9343942; 

B  =  40*in9%43,    (S.) 

C  =  90«— B=i9"«8'40Vn.    (S.) 

(  V«y.  Atuxs.  Trig.,  fiy,  87. ) 

88.  Oq  dODDO 

sinx  +  co?j~  lji378; 
on  on  déJuil 

sinx-f  sin  (5  — 'j  --  l)lîii7H  ; 
appliquant  la  Tormulc 


il  vient 


sinp  -»-  sin  7  =  z  2rin  ^—{—^  cos  -^-  , 

Z  4» 


2siii j cos g =  1,12378, 

ou 


2  gin  j  cos  ^x  —  j^  =  l,li378 ; 


or 

4""  2  ' 
Eu  cflet,  on  sait  que  le  sinus  dun  arc  est  la  moilio  de  la 

corde  de  Parc  double.  Or  la  corde  do  Tare  -  n'est  autre  i  licsc  que 

z 

ie  côté  du  carre  inscrit,  côté  qui  est  é^l  à  y^,  en  suppos«int  le 
rayon  du  cercle  =  h 
Donc  on  a 

V^cof  ^x— j^  =  1,12373, 
/        «\        1.12378 

Ciilculs  cfleclués  par  logarithmes,  on  trouve 

x  =  82«2i'4a',02.    (S.) 

(Vofj.  Atlas,  Trig.,  fiy.ii».) 


TiiiGunuiiETniii. 


.}-^m.-'+-M^)  =  i' 


A['|'luiuaril  l:i  funimli! 


Il  ^  ji'na'        i  rii.eC ! . 


■Jcos(.r-L|a')cosi:i'^: 


--V 


lugeos.  r-)-i5';=  i.8'jijii-;i, 
j  -I- 1^  ^  yi»»;i' i.v.si, 

00    (1(1  .1 


I  donc  11110  i^qiKiliuii  du  second  ik^^ri  en  COs^  àrésoudfi^. 
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On  peut  l'écrire 

±      2       i 


d'uù 

ces 


i=-i^V^i^+''*'^^- 


Le  radical  est  égal  à  i  ,2498. 

On  voit  que  Tune  des  racines  sera  positive  et  Tautro  négative. 
La  racine  positive  sera 

j  + 1.2498  =  1,4998. 

La  racine  négative  sera 


O' 


7-1,2498  =  0,9998. 

Or  le  cosinus  d*un  angle  est  au  plus  égal  à  I;  la  racine  posi- 
tive doit  donc  être  rejetée. 

Quanta  la  valeur  négative,  comme  sa  valeur  absolue  est  <  I. 
elle  est  admissible. 

Appelons  x'  la  valeur  absolue  de  cette  racine,  on  aura 

log  cos  ^  =  log  0,9998  =  î,9999i:n  , 

d'où 

£.=  !'' 8' 46"    et    x'  =  2*'17'32\ 

z 

r 

Puisque  la  valeur  de  ^  est  négative,  Textrémité  du   plus  pclil 

arc  correspondant  à  ce  cosinus  doit  tomber  dans  ^e  deuxième 
quadrant,  et,  comme  on  sait  que 

COS(:t  —  x)  =  —  C08X, 

ii  S  ensuit  que  la  plus  petite  valeur  de  Tanglc  cherché  est 
a  =  180«  —  2M7'32'  =  177^  42'28*. 

Tous  les  angles  correspondant  à  la  question  sont  compris  dans 

la  formule 

x  =  2ifen±l77<'42'28''.    (S.) 

L.  —  necudl,  I.  7 


}S  dcipv  parties  de  l'angle  di;  -O,  i 


il'aprèt;  lï'iionci^' 

l'  )  liiiigi.!  ■]-  i/(  —  langi:;*, 

laii-y  ^  li" 

Ces  deux  ùciualioiii  nuiis  fiTont  connaître  tanjz.t  i>t  Un 
La  premiùre  poul  s'écrire 

lani;,!'  f  laiiirj  —  1  -  langj:  langy, 
Cil  rL'mariiiianl  q'iL' 

lan-{r  +  .,,=   '^""■'•  +  t!"'=-'f/ 
'""  '  I  —  langj-lan^j' 


On  <.'n  ilL-dul 
d'uù 


lanL-j'  (  I  +  tan;;!;'  =  I  —  tan^y. 


riiilisiiiiiani  cv\W  v.ilonr  do  lan^.i   d.nns  la  deuxièmo  é.jualion,  i. 

Cul  —  lansy)=;i[ani;j,l  +  |angj), 
.".  lang^y  +  1 1  laiig//  —  0  =  0, 

_  -  1 1  -\/M-  +  JX'^7^  _  -Il  +  l.%.:iiid 
lan^j, iû ' ^TO 

La  racinf  nfgalive  n'est  pas  acccplable,  parce  qu'on  sait  que 
l'untiley  clant  compris  enlro  0'  et  ïX.".  s,i  langenU'  sera  positive, 
ruint- 

ti.np!/-  (I, [,■>!' 1^, 

^1  ,^,     1-  ii.i^i^    n,--it--;K 

'"-"■'  "  I  -\\\^:^-l\■i'     i.ijiii' 
l'aur  avoir  Ici  angles,  il  faut  ti'ulmrd  calculer  les  lug.irillimeï. 
de  lan;;^'  el  UiniJi/,  de  sorle  qu'il  est  iiii^ine  inutile  de  chertlier 
lu  valeur  de  lan^.'';  il  Juffil    Ji-  calculer  son  logarillime. 
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On  a 

log  tang  j  =-  I  ;  'ûihi^yy  i  ; 

x^20':{0'25\39,     (S.) 

log  tang  îf  —  T  ,6.%')5  4 1 8  ; 

(j'oii 

j/  =  2i''iO'3r,oi.   (S.) 

Remarque.  Il  y  a  une  vérification  qu*il  est  utile  de  faire  pour 
voir  si  Ton  n*a  pas  fait  de  fautes  de  calcul  :  c'est  de  voir  b\ 
i^  y=  4o*.  Or,  si  l'on  additionne  les  valeurs  de  jrel  de  y  que 
noué  avons  calculées,  on  trouve  bien  que  leur  somme  est  4.V. 

92.  Supposons  le  problème  résolu;  soit  AOB  le  triangle  pro- 
p^;  soit  X  l'angle  AOB.  Nous  avons 

su^f.AOB  =  AOX0Byï5•'•  =  !^f-^ 

eo  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle. 
D'autre  part,  la  surface  du  cercle  vaut  :t  R^;  on  posiTa  donc 

H'sin.r    _ttR_' 
2      "~    Iî2  ' 


<loù 


Od  en  conclut 


6inX=:r:- 
tl 


logsin  j  =  log  w  —  log  <)  ; 

log  «  =  0, 4971497 

—  log  6  =1,2218487 

logsin  j---rï,7J89984, 

j==3r34'20",19.     (S. 

{Voy.  Atlas,  Tri  g.,  jhj,  î)2.1 

93.  Soit  ABCD  le  parallélogramme  circonscrit,  dont  Tan^ie 
nAB  =  3  et  dont  les  points  de  contact  avec  le  cercle  sont  K,  II, 
K.  L.  Menons  les  deux  droites  HOL  et  EOK,  nous  décomposons 
air.si  le  parallélogramme  en  quatre  cjuadrilalèrcs  qui  sont  éi^aux 
dm  à  deux,  savoir  AEOH  =  CLOK  et  BllOK  =  DEOL. 

L'aire  du  parallélogramme  sera  éiralc  à  la  somme  des  aires  de 
cf'5  quaire  quadrilatères. 
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Remarquons  que,  si  ron  mène  les  droites  OA,  OB,  OC,  00,  on 
décompose  chacun  des  quadrilatères  en  deux  triangles  égaux,  <!o 
sorte  que  les  quatre  triangles  AOK,  AOU,  OLC,  OCK  sont  i'ir.ai\ 
chacun  à  chacun,  et  qu'il  en  est  de  môme  des  quatre  Irian.îu- 
DUE,  DOL,  BOH,  BOK. 

L'aire  cherchée  S  est  donc  égale  à  quatre  fois  Taire  du  trian- 
gle AOE,  plus  quatre  fois  l'aire  du  triangle  DOE. 

Or  l'aire  AOE  est 

U)EX  AE-=ia^col^, 

puisque,  le  triangle  AOE  étant  rectangle  en  E,  on  a 

AE  —  OE  cot  EA  =  a  cot  ^  • 

On  verrait  de  la  môme  manière,  et  en  remarquant  en  outre 
que  l'angle  ADC  est  le  supplément  do  TangloDAB— ?,  qi.o 
l'aire  DOE  est 

i()ExDE=-ia'cot'^^; 

dune 

S=^.ifla^C0t^Vt-ifia=C0t^; 


-^■l  cot^^  +  cot-^^  j. 


Pour  calculer  la  valeur  de  l'angle  ?  dans  le  cas  où  la  surfa.i' 
crt  mininann,  mêlions  la  valeur  de  S  sous  la  forme 

s  =  :2  a-—     —  ---_—:  =  ^^.^T"-  •     '•  ^-  ^ 

sin  ^  X  ^in  — ^—       sin  |  X  sin  — ^  - 

11  suffit  pour  cela  d'appliquer  la  relation 

,         ,        sima  4"  '^* 

col  a  4-  col  h  =  - . ;  7 

bina— smy 

(pion  trouve  iimuéiliateiiicnl.  en  remarquant  que 

,       co-<7    ,    co^h       s:n«  co>/>' -f"  sin/i  eo>/ï 

coU/ H- coU>  ^=- .       -1 ,- =-    --  ^. , • 

sina        >\\u  sin(i>^bin/* 
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Pour  que  S  soit  minimum,  il  fuut  évidemment  quo 

8in  ^  X  sm  — 3— 

soit  maximum,  puisque  le  numérateur  de  la  valeur  de  S  est  con- 
slanl.  Or 

s.n^Xsm-^=-[^co8^?--j~cos5j. 
Or,  comme  cos  ;j  =  0,  il  sufBt  de  trouver  le  maximum  do 

qui  aora  lieu  lorsque 

9-5  =  0,  OU^        Ç  =  ^=:î)0\        (S.) 

Ainsi  il  faut  que  Tangle  ç  soit  égal  à  9(r  pour  que  la  surface 
du  parallélogramme  soit  minimum,  autrement  dit  que  le  para) lé- 
lo;^inme  soit  devenu  un  carré.       (Vuy.  Atlas,  Trig,^  fig^,  93.) 

94.  Pour  résoudre  commodément  Téquation  générale 
(!•  fl  sinx-|-fcco8x  =  c, 

on  prend  un  arc  auxiliaire  ?  compris  —  90*'  et  -^-90*,  et  tel  que 

l'on  ait 

h 
tangç=-; 
a 

remplaçant  h  par  a  tang?,  l'équation  proposée  devient 

ax  /  X  C.CO89 

(2)  cos^x  — 9)  = ^. 

a 

La  condition  de  possibilité  du  problème  est  quo  la  valeur  ab- 

^olne  de 

c . cos  9 

a 

soit  inférieure  à  l'unité,  c'est-à-dire  que 

cVcos'ç     .. 


1  I  i  ï  R  I  (1  0  N  O  >ï  É  I  l{  1  K  . 

on,  on  remplaCcint  cos  ?  par  sa  valeur  lirôo  do  (î2.t, 

Lorsquo  colle  condilion  sera  salisf.iiLe,  on  trouvera  (l;»ns  hs 
Tables  un  angle  e,  compris  entre  0"  et  ISO'",  dont  le  cosinus  scni 

(t 

D'après  la  formule  qui  fait  connaître  tous  les  angles  corresffon- 
(lant  à  un  cosinus  donné,  la  solution  complète  sera 

(  i)  j-^N.3()(r-f  site, 

n  représentant  un  nombre  entier  arbitraire,  positif,  nul  ou  T\r- 

Lzalif.  Ici 

a  rrr  '3[ylU\ty,       l)  -^^  VX\^'H,      c  ■^---  22233G  ; 

donc  on  a 

r       a, 

donc  (.*i)  est  satisfaite.  On  trouve 
donc 

.r  ^-  n .  3f)0"  +  28'2r)':n  vs:^  --  50  "S.v :i:r,:io.    ^^.  i 

95.  On  a 

,     .    A         \ 
snu'   ♦-  005 ,r  -  sm.r  -  smi  -  —  .'"  i 

r-  :2sin7  cos  (  -f  —  •'■  )•    •  ^-^ 
Le  facteur  ^sin7  étant  indépend. int do  t,  le  maximum  domm*  ' 
correspond  i\  celui  do  cos  [  7  —  .r  )  •  T.o  maximum  a  évidommorl 
lieu  lorsijue  r  ---'  L'eNi)ressi<n  donnée  prend  alors  la  va!«''j: 

l'siuT       '.  ^^ 
1 

D'après  les  f(.rmulos  (jui  font  ooiinullre  tous  les  arcs  corro>- 
pondant  à  une  morne  li-:no  tri!,'onoiiétri(jue  donnée,  la  sclulion 


1 
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complète  du  problème  est  donnée  par  les  doux  expressions 

où  n  désigne  un  entier  positif,  nul  ou  négatif. 

On  peut  d'ailleurs  traiter  la  question  à  la  manière  ordinaire, 

en  considérant  sinjc  et  cosx  comme  -deux  variables  assujetties 

à  l'équation 

sin'x-j-coâ'x^l. 

96.  Menons  par  le  sommet  B  les  droites  BB',  BB*,  respective- 
ment parallèles  aux  côtés  DÂ,  DC.  Le  triangle  BCB'  donne 

smD  smU 

Par  suite,  on  connaîtra 

BB'  =  CD  +  CB', 
AB"  =  AD  —  BB', 

et  le  triangle  AB'B  sera  déterminé. 

Od  trouve 

BB'  =  58»,9903, 

B'C  =  8i-,0762, 
et  par  suite 

BB"  =  224'»,3952, 

AB"  =  i64».2243. 

U  reste  à  calcoler  le  côté  AB  du  triangle  ABB%  dans  lequel  on 
connaît  deux  côtés  et  Tangle  compris. 
Posons 

AB''  =  6,      BB''  =  c,      ABB'^B,      BAB' -^  A, 


nous  aurons 


] 

(  a  —  6  )  C03  -  D 

AB  = ^ — . 

sin3{A  — B) 


- 

^™ 

^^                  "m 

un 

miiiii-MniÈiiui;. 

0(1  iroiivn 

i^  =  .=-:,-,=«, 

.■iparsmi 

AM^lillS'", 177157.     (S.) 

1  Vus-  Atlas,  'l'rifj 

97.  im . 

L-osi.r  =eosj  r-  1. 

ilonr 

mii 

Or  -  — j —  cs[  :jup6rieur  à  1  ;  co  nVsL  doni'  [las  une  valorr 
il  Imis-jblo  |Mur  un  cosintis,  i-t  nous  ne  garderons  que  l.i  valeur 

yl'w\  l'on  ili!'duil  pour  .c  les  deux  valeurs 

,1-,—    !iiV':ii'li",7,     (S.) 
j-,  -  ifHI":3riri",3.     (S.) 

98.  L';irc  do  73  dp^ri^s  c*l  la  somme  dis  nrcs  de  30  de;;ri^ 
ri.  ilo  i3  degWs,  dont  il  esl  fncily  de  ciiilrrminer  géom^lriiiue- 
mnil  les  sinus  et  cosinus.  En  effet, 

sin3()"  i'6l  la  (nuili6  du  cùlù  dw  riienaj^oni'  rtj;ulier  (le  rayon 
éianll'unilO);  dune  on  a 
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Cela  posé, 
sin  73»  =  sin  (  .lO*  +  4,y  )  =  sin  30«  cos  45«  +  sin  45«  co830» 

sin  73<'=  0,96,    (S.) 

cos75«'=co8(3(y  +  4o«)  =  Y(v^"- 0=0,25,     (S.) 

99.  J'appelle  x  le  nombre  demandé  et  R  le  rayon  du  cercle.  J'ai 

3Corde(arcx) 
.   X      2 

**"2= R • 

or^  d'après  l'énoncé, 

corde(arcx)  =  -  •  2R; 


donc 


d'où  je  tire 


X       2 
sing  =  ^, 


.   x_^       log2  =  0.30103000 
log  8»» 2  —  /  _  iog3  =  1,52287873 


log|=  1,82390873 

Î=il»48'37',l6    et    x  =  83'>37'UVfâ-     (S.) 

100.  En  désignant  par  a  l'angle  TAO,  qui  est  donné  égal  à 
1  minute,  le  triangle  rectangle  TAO  donne 

d'où  l'on  conclut,  pour  le  rapport  cherche^, 


Les  tables  donnent 

jz=  6875,493.     (S.) 

(  Voy.  Atlas,  Trig.,  fiff.  100.  ) 

7. 
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101.  Vno  zono  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  hauteur  par  la 
circonférence  d'un  grand  cercle.  Dans  le  cas  actuel,  celle  zone 
est  divisée  en  deux  portions  éizales  par  le  plan  central  parallé'o 
aux  b;ises.  Si  donc  on  pose 

on  aura  pour  expression  de  la  surface  de  la  zone  torride 

2^27:RX2Rsina    r^TtR^sina, 

(car  le  triangle  OIA  donne  01  —  -  r_-  R  sina). 

La  surface  de  la  sphère  a  pour  expression 

On  a  donc 

i^sina^  0.398087.       (S.) 
s  ^ 

{Voy.  Atlas,  Trig.,fig.  101 

102.  La  quantité 

.V  —■  tani^tf  -f-  sec  a 

so  transforme  en  la  suivante,  plus  commode  pour  le  calcul  Iol-j- 
ritlimiqiie  : 

_sinf/_,       l_  _  1  -!-sino    _  sin9(r -^-sing 
costf   '   co»a  custf        "  co*«  ' 

ou  enfin 

i  sin  (  W  -ri)  cos  (  i:;-  -  ^  )       -2  cos-  (  i.V  -  ;;  1 

coîsa  {106(1 

On  a  d'ailleurs 

i:>"--^-   32"  -  i:2' -  (r,ri. 

Le  cidcul  se  fait  ilrs  lors  très-facilement.  On  a  en  circl 

Iog,r  ^  Io-2  -r  2  log  cos  (  L7'  —  ^^  j  +  O  log  cosa    -  1 0  ; 

loi:2--^  0,3010300 


2!oi:cos(  i,j"      -   I    :ri,8:i01018 

■     \        -y 

CMo-cosrtf    -  J0-^0,0il310.s 


lo-.r  .^0,li)2a::0 
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doù 
Pour  calculer  la  quantité 

remarqaoos  que 

laDg(|  +  4îf^  =  coir4D«>-|); 

donc 

.  logy  =  log  cot  r  45*  —  I  ^=  0,1924426, 

d'où 

y  =  x=:  1,55753.    (S.) 

11  est  d'ailleurs  très- facile  de  voir  à  priori  que  les  deux  quan- 
tilés  à  calculer  sont  égales.  On  a  en  eiTèt 

2sinr45«  +  ^')co5(i:;«-5^j 
tanga  +  séco  = ^^ ^^ ^  • 

Ajoatons  au  dénominateur  cos90<'  qui  est  nul^  il  viendra 

2sin(i,>  +  ^)cos('45«-^^; 

tanga  +  séca  = ^ t~-. — ^^ —- 

^     '  cos00*4-coàa 

2 sin ^450 +1^ 008^45-  — I  j 

2cosr45<»  +  |)cos^i5--|j 
6u  en  définitive 

tanga  +  séca  =  tang  f  4>  +  (^  )• 

103.  En  désignant  par  x  l'une  des  parties,  l'autre  sera 

45°  —  X, 
et  Ton  aura 

tangx        2 

Uug(45"  — x)  "~  3* 
Or 

_  tang  45*^  — tang X  _  I  «-  tansx 
tang(4o*  —  X)  -  j  ^  ^jjjg  ^^e  ungx  ~  I  +  Uugi  ' 


l2'l  TBIBOJIGMÉTIIK. 

Un  ailoni'. 

_5     1  -^  innpT 
'"^■^^  J  '  1  +  iang.T 
(J'iiii  lï'qualioa  du  second  degré 

lans'J-hi^  (angj  — -  = 
qui  don  m* 


U  premiiT 

'  racine  p 

.  =  o.-;ia.e 

cmdB.quiest  — 

« 

lin  (leut  ccin\ 

enir  au  problème  t;l  qu 

M  osl  posé. 

L'.rc  .r,  q 

UL  a  pnur 

laiigenui  i, 

oblient  facilement 

des  laljles.  En  cITel, 

Hg  Uin.-..- 

C'io^-:!— 1 

1  ^  7,;iiâa787 

<iii  en  conclu 

[ 

il  |i(ir  iUile 

i.-i"  - 

A       (S.) 
i.i.     (S.) 

104,  (In  -.1 

u  ^  011  Slll 
;.  ^  lYM  sin 

ii'oi 

„._ 

/.  =  siri3(U.M 

-O'M). 

Mais 

iJiJnû 

CM 

-  O'SI  =  00' 

-l-i). 

TRIGONOMÉTRIE.  lit 

Or  on  a,  en  général, 

«     I  « 

iQa  =  2sin5i/  l  —  sin'51 


S10 
d*où 


^0 — h     1.       fa  —  b\        ^a-^b      !     \ah 


OU  enfin 


6ino=r-i — f-^ — .      ^S.) 


(  Voy.  Atlas»  ^'''V-»  Afl'-  ^^^O 


:*>  RÉSOLUTIONS  DES  TRIANGLES. 


105.  Désignons  par  a,  6,  e  les  trois  côtés  du  triangle,  par  p  son 
demi-périmètre,  par  h  la  hauteur  cherchée  ;  on  a  les  deux  expres- 
sions suivantes  de  la  surface  S  : 


d'où  l'on  tire 


S  =  \fpKp  —  o)  (P  —  6)  (P  ~  c), 


Remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs, 

A  =  76»,80.    (S.) 

106.  Appelons  a  l'angle  correspondant  à  la  corde  AB,  a  la  corde 
sotts-tendant  Tare  AB,  b  la  corde  sous-tendant  Tangle  2a,  R  le 
rayon  cherché;  on  a  à  résoudre  les  deux  équations 

a       a 
b 


\:j  prinnièri'  i''i|iuiliiin  donne  alors 

II--  — "  ^  ^  â'Mo;i-i.    is.i 

107,  Nou,-  auiiiiiâ.  l'ii  a[i|*liiiit  /  la  corde  cherchée, 

108.  riiiu-nt  AI!CI)  II.'  los,ii>t:L-.  un  la  tlin-onali.-  ilgniiéo 

Hn=2BA6in^\, 


dr  -JllA  nVut  iiiilm  tlmsi.'  niu'  lu  d<.'uii-[>i'TimL'tro  (ioimi-,  co  i|ui 
l'i'rnu'l  (JiH'iilciiltir 

n     m    -A -i-ii-di'.iT',     ,^.> 

:  l'u//.  Ath*,  Tri;/  ,/îj-lt)s.. 
109,  AOviiihi  Jii  iMUlfUnlii  [ra[jO/c, 

s        -"-L+JÏ'        A». 

>|.T).Hi-  (Mr  k>  ]>(>ir)l  11  .iiiL>  |iar,ill,-li-  UV.  à  Cil,  le  triangle  ADI-: 
iliiiitit: 

AD-     AlCianuIlliA. 

|.«ri;l'  ULA  o.l  .K'II.'i  lan^k' 11;  iiiii^î 

All==AEtanpK; 


AE^AIl— EI!^.U1      en. 


" "iiolK.url. 


i.Mi     i:ii  ,  Al!-  i:ii 


TRiGOXOSÉTRI  F..  1^2< 

110.  Appelons  les  trois  côtés  a,  6,  c,et  la  hauteur  h:  Nous  aron^^ 

A  =  180'  —  (B  -r  C^  :^-  3G^  So'  20». 
Cela  posé,  les  triangles  rectangles  ABH,  AHC  donnent 

A  =  c  sin  B, 

d'où 

b^   \  =  I53»,3i8,     (S.) 

c  =  -^,^-139-,3i0.     .S.> 

Enfin  le  triangle  ABC  donne  la  proportion 

a sinA 

ft""biuB' 

b  sin  A      „.„  ^« 

Q  =       ■      „    =r9i'">87.       (Ï3.  ) 
felQ  B 

111.  Soient  2a  la  base,  A  la  hauteur  et  S  la  surface  ;  on  a 

n 

a 

1  CI        fl- 

A  -  r»3** ri^r -io*.    .s.) 

112.  En  calculant  A  et  appelant  a,  p  los  deux  partios  dân> 
lesquelles  AD  divise  cet  angle,  on  aurait  les  formules 


«4-p  = 

=  A, 

AD 
BD 

AD 

"Ibc 

MnB 
binoi' 

AD 

AD 

BinC 

DC 

5BC 

"  tin  il' 

121  TnicosoMtTniE. 

qui  permoltraiert  rie  calculer  AI)-  mais  il  est  facile  do  voir  que 
le  iriangln  proposi'  l'Sl  rectangle  (Irs  [rois  cùiéà  sont  enlfe  eux 
coiiime  Hj  i  i;l  o);  d^■^  iors,  on  sail  que  AD  i-^it  égal  à  lamoitii' 
(le  rliypoléiiu-e 

AD-  1:3!li"',5iJ.     (S.  I 

113    Aitpt'lon^  n,  /'.  r  les  Irois  colis  et  x  la  longueur  AD;  nouî 


H»+^j' 


De  rc?  rormuli'S  en  lire  la  valeur  (le  x  en  l'onchon  des  donn#e>, 
el  le  calcul  dorne 

r  ^  S37!li"',li71>.     iS,^ 

[Voy  Ams,  Trh,../i'j.  113.) 

114.  n.Signons  par  r  le  cflli^  AB.  par  l>  le  côlé  AC,  et  par  A 
l'.in^li'  ilenm'  ;  >oil  r  la  hissectrice  inconnue.  Lei  triangles  ADI;, 
.\IH\  (lonnenl 


(l'on  l'iin  df'duil,  on  prenant  le  rapport  oi  en  remarquant  (\iio  !■-' 
raiijiort  îles  si'siiv  nls  <iu  Iroisit'mo  co!6  est  i^'gjt  au  rapport  tie; 
'loiuatiln-acéii^'s. 


'-)-6'— 2i.rC06-A 
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Simpli6ant,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs, 

(c4-6)x-26ccosi  A  =  0, 

i 
2&ecos;jÂ 


X  =^ 


■^j^— =  19-,43i.    (S.) 


115.  Soit  a  Tangle  cherché,  a  (a  longueur  de  Tare  qui  lui  cor- 
respond dans  le  cercle  de  rayon  1,  R  le  rayon  du  cercle  donné 
et  S  la  surface  du  secteur. 

Pour  avoir  a,  il  sufût  de  poser  la  proportion 

«   _2.8 
l80~nR' 

a  =  32^5'8'.52.    (S.) 

116.  Il  est  facile  de  calculer  les  longueurs  BI  et  CI.  qui  sont 
proportionnelles  à  BÂ  et  CA. 


BI  = 

30 

CI  = 

12 

7 

la  pr( 

[>port 

IM 

BI 

AC~ 

BC 

IM- 

fO 

—  • 

7 

Les  deux  triangles  partiels,  ayant  même  hauteur,  sont  propor- 
tionnels à  leurs  bases  BI  et  CI;  il  suffit  donc  de  diviser 


Iiariii's  liroportionnpiles  ;i  :ii(  ot  12,  ot  l'on  [rouvp,  loin 


il'.,!,,  Arns,  Tri'j.,  fi.j.  llG.i 


:nA_I(r.sinArH_ 

sinA~  l,81]U«r>~  ,        l"  ..  ,    ,■' 
ijiuillt  ost  la  valeur  de  A  |-C,   par  c 


-(i:  -Al--  KrUt'fi'. 


A-  ;i(r;i:i'i7',    (S.i 


Hfi.  [.<■  iniiiij^lc  l'-Ai!  il,>nru- 


il.'  m(-\w\v  lri;iiit;lL'(.),\ll. 


^^■i-i   -  -:nT« 


n.iiis  ]>■  :[i;ini;lii  r(.U,  nii  i-uim.iiL  Jonc  deux  cùlr-;  PA,  l.tA  e 
l'.iii.jli'  l'Ai.!,  (liiliTi-nce  '11.'  ilfiix  iiri,L:l.>  donnés  (on  rL-nlre  dans  I; 
ir^iiltui.in  il'iin  liiiTijrk',  voiiiiaistfinl  !>,  r,  A). 

li'  lolndilonn."  \mr  IV 

rg.-  nïn-,;!. 
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119.  Données  a,  B,  C. 
Dans  ce  cas,  on  a 

A  =  i80«  — (B  +  C)  =  55«i9'22',    (S.) 

120.  Données  6,  c,  A. 
Pour  calculer  S,  on  a 

121.  Données  c,  a,  A. 
CalculdeC  l  sinC  =  ^"-^  1  ^'  '-=  26'38'3MI         (S. 

(S.. 

CalculdeUfr--"^'"»  ^  6,  -  l«l-.rm  (s!) 


»      —7  -     -     — »"- 

CalculdeB  /  B=  180«— 'A-4-C)  \  ^' ""  ^-^"^'"S"»»^ 


sinA  I  è.^s-^aoi  (S.; 


122.  Données  a,  6,  e. 
Les  formules  sont 


d'où 


lanc  i  A  -  i /Î^HIOZzî^ 
tang^B-y      p(p-6)      ' 


A  =  36^53' 15',     (S.) 
B  =  53''6'45\      iS.) 

C  =  00\  (S.) 

Il  était  facile  de  reconnaîtro  que  le  triangle  proposé  était  rec 


luni^Ie,  rar  il  «t  semblable  à  celui  dont  les  trois  côtés  soni  3,  I 
;.  ;  on  eirel 

e  =  ;M7!)0^li338X-"> 

t--=±'i(H2  =  (;,r.8X  *■ 

c^  l!l07(  =  (i:!j8X3. 
123.  f'n  sali  que  la  surface  d'un  triangle  est  donnée  pat  I 

S  =  -6csiriA, 
iluii  l'un  Lire  ^ 

12*.  I.a  qiicslion  proposée  reviiiil  à  calculer  B  et  *  dim  u 
iri^n^lc,  lufiiiais-nnl  A,  n,  ^  et  S  (surface).  On  a  iramédial.-men 

S^' icsmA, 
1:1  J'âilk'urs 


Uiupii,B-C)=col^(^), 


donc 

ll^îJ8"a)-l(V',KI.     (S.) 

125.  Soil  ABIa  cordi-  dunncc,appiluns  «l'angle cherchi?;  dan? 
Il'  inangle  AOC,  on  a 

AC=^AOsinAOC, 


TRIGONOMÉTRIE.  121) 

126.  Soit  le  triangle  inscrit  ABC.  Menons  par  le  point  A  le 
diamètre  AOD,  et  joignons  BD:  Tan.gle  en  D  du  triangle  reclangle 
AUD  est  égal  à  Tangle  C.  On  a  donc 


C- 

2RsinC, 

R=r 

C 
isinC 

Multipliant  haut  et  bas  par  ab, 

R 

abc 
""2a6sinC' 

R: 

abc 

-4S' 

R 

« 

nhr 

Remplaçant  a,  b,  e  par  leurs  valeurs  numériques, 

R  =  ÎOT^.riO.     (  s.  ) 

11  est  à  remarquer  que  celte  valeur  montre  que  XhC.  e?t  roc 
langle;  en  effet,  les  trois  côtés  sont  entre  eux  comme  3,  i,  r> 
<  Voy.  Atlas,  Trig,^  fig^  126.) 

127.  Données 

loge,    log6,    A. 

Nous  savons  (}u*on  a 

B  +  C=180  —  A, 

1(B+C)-9Û--|, 

^°4^«'^)  b^c  '"i 

tangl(B  +  C)       *  +  '       l+l' 


l-sjlli-i: 


I  -)-tunL:4rilirrii!î: 
'  -  col  ^  lanpf  4-V  - 


'—^  ^tiin?(43"-  'r.. 


c-  HW-r/:ii  ,7:;.    .s.j 

.u  ciMi'>  rt  -uliliunt  .(U  ffîuM'ii  iji'  1,1  formiilL' 
.,1  .-(iil;ici>  iiiiiis  i-.l  iliiiitiw-  par  l,i  tnrniulc 

t2S    lioniir.'.s  Mil      ./, 


|.u.^,  d;i!i-.  II'!,  iiiuii^li^  ,U1)1,  mu:    ruiu.^  Ôsulu-ms  frtfil.'ii 

Ail     hin.u,.  Ij-v), 
,|.      iiiii.,,,^-,'. 
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Pour  calculer  a  et  c,  on  emploiera  les  mômes  triangUs  rec- 
langies,  qui  donnent 

BH  --  d,  cota  --  a,  sinC  =  C  sinA. 

Or  ies  angles  C  et  A  sont  donnés  immédiatement,  car  l'angle  HDll 
exléricur  au  triangle  BDC  est,  d'un  autre  côté,  le  complément 
des;  ainsi 


et  d  autre  part 


C=-.90^-«-?,     (S.) 


A  =  90*  +  »-|.     (S.) 


{Voy.  Atlas,  Trig.,  fig,  \tH  ) 

129.  Calcvl  DR  A. 

A=180  — (B  +  C). 

B=   A8'S2'13'  170"  59' 00" 

C=   7,>i8'3.r  124*»  10' as" 


B  -r- C  =  ii 4MU' 38"  r>.V  49'  ±i' 

A  =  .TiM9'2i".     (S.) 

Calci/l  de  b, 

h  a  _  a  sin  H 

biiiB  ~~  binA'  sinA 

Iogfr  =  loga4'logsinB—  logsinA, 

logA=t,:H92i80 
logsinB  =  r,870917G 

p.  3"= Tm 

-logsinA  =  0,0823319 

lug6--  i,:>08:>u(>(> 

/;-=  32,2483.     (S.i 


loge^logn  —logsinC  — logâinA, 
logn  =  1,311)2180 


-logsinA^  11-0823:119 
iâgi  =],filTlill 
f  =  41,4137.    (P.) 


Cn.ClJL  bV.   \.K  i^UBFACE  S. 

,_  o':>inllsinr 
'(  t-lo.^sinl!  -î-lo^sinC  — logsinA  —  lo\:i. 

lo-sinU.^I.»-«!i|7fi 

P.:i  ■=-^ '''i 

lossln(;  =  l,'J8,M.Mrt 

V-'-'^ as 

-lu^*iji.\  -(i,((M2y;tt!) 

i.jt'S-2,7t()iN;is 

I:M,,,.    |ir>    \M.1J>    [I    ET   C. 

Il  -r     /,  -c     A 

(.111-  ■_;—  = col  2  , 


w-i-'ijr^=; 


d'où 


TEIGONOMÉTRIE.  133 

B  =  59"26'l!%89,    (S.) 
C  =  47'»56'20M1.     (S.) 

Calcul  de  a. 

6  +  c  sin  5" 

Calcul  ob  la  subfacb. 


S=*îli!l*=5234-rI4. 


i3i.  Calcul  dbs  atigles  C  bt  B. 


C-B      c— 6      A 


• 


1  • 

Pour  rendre  --r-r  calculable  |)ar  logarithmcd,  je  dîviîHs  liaulcl 

bas  cette  fraction  par  e;  il  vient 


1-^ 

c 

I  6 

Je  pose  -=  lang  ?  ;  il  vient 

C 

m 

g_i--tangy_  tangfô---tenRy  ^^^^,^y      ,^ 

,  ,  6~l+Ung9~'l  +  tong4o"lang9      **^  ^  ' 

c 

d'où  l'on  conclut 

lang — - — =  lang(i5o  —  9)cot^- 

K 


13i  ïillGONOMÉTIUE. 

Calcul  dk  l'angle  auxiliaire  ^. 

h 
c 

logtong?  —  \oi^b  —  loge , 

log&  =  l,Ilo926:{ 
logr::=  3,271 487;^ 

logtang9  =  3,8 114391, 

9  =  0°â4M",6i, 
45?=:44«3.T58%36. 

logiang ^^^  =  logtang  4i° 33'58'\36  +  logcot 34^K>' 44'i:i, 

log  tang  44°35'o8^3G  =  1,9939288 
logcot  3  loo3'44",2:>  =  0,1  rir)9 1 97 

loglang^^=:  0,1498485 

On  a,  dailleurs 

— i —  =  90  —  •:r  ^  o.)« 4  K»  ,/o; 
2  2 

(l'uù  l'on  conclut 

c=i09oi:)'r)i",09,   (S.) 

B=     0"22'3G",8I.     (S.) 

Calcul  de  A. 

c  sin  A 

sini^ 

log  =  loge  -}-logsinA  —  logsinC. 

logC  =  3,271 4872 

logsinA^  l,972:i922 

-logsinc^0,02()370:; 

loga  =  3.2701199. 


TRlG0?r01l£TRlB.  \Xi 

Calcul  de  la  suiiface. 


_       fer  pin  A       ■,,..,      ,       ,  ,  ^ 
S=  — 3 —  =  lli:i4"»i,4.      (S.) 


132.  Calcul  de  C. 

.  ^      csinA 

6inC= , 

a 

C  =  26*38'3%09, 
180-C  =  C'  =  i53*'2l'5rr,9l. 

Diicuuion.  —  Les  deux  angles  C  et  C  oot  le  même  sinus.  Il 
s'agit  de  reconnaître  si  ces  deux  angles  conviennent  tous  deux  ù 
la  question» 

La  construction  géométrique  du  triangle  va  nous  rapprendre. 

Je  fais  un  angle  BAC  =  l'angle  donné  A.  Je  prends  AB  ~  r. 
Du  point  B  comme  centre  avec  a  comme  rayofl,  je  décris  un 
arc  de  cercle;  il  coupera  la  ligne  AC»  si  a  >  BD  perpendiculaire 
abaissée  du  point  B. 

Or  BD,  dans  le  triangle  BAD,  vaut  c  sin  A, 

loge  =  2,0144305 
logsinA  =  ï,6306936 

4,6451301 
BD  =  44-,170. 

Donc  a  >  BD.  la  circonférence  décrite  de  B  comme  centre 
avec  a  comme  rayon  rencontrera  donc  AC  en  deux  points  C  et  C. 
Comme  d'ailleurs  a  <  c,  ces  deux  points  seront  situés  tous  les 
deux  à  droite  du  point  A,  et,  par  conséquent,  si  je  joins  BC  et 
BC',  les  deux  triangles  ABC  et  ABC  conviendront  à  la  question, 
les  deux  valeurs  C  et  C  conviennent  donc  pour  l'angle  C. 

Calcul  de  l*angle  B. 

B  =  180-(A  +  C). 
Si  j<;  remplace  dans  cette  formule  successivement  C  par  ses 


\'A6  .     TRIGONOMÉTRIE. 

deux  valeurs,  j'obtiendrai  deux  solutions  B  cl  D'  qui  seront 

B  =  i80—   5i"55'4i",09=128''   4't8MM, 
B'=180-  178'*39'3i*,91=     r20'i5',09. 

Calcul  du  côté  b, 

,       asinB 

smÂ 

log6  =  ioga-[-logsinB— logsinA. 

Si  je  remplace  dans  cette  formule  successivement  D  par  ses 
deux  valeurs,  j'aurai  pour  le  côté  cherché  deux  solutions  b  et  h' 
qui  seront  données  par  les  relations 

logft  =  log  98,53  +logsin  128''  4'  i8",91  —  logsinâT)»  iV  38'. 
Iog^'  =  log98,53  +  iogl°20'2,y,09  -  logsio25Mr38'. 

Première  iolulion, 

log98,53  =  1,9935685 
logsin  128"'r  iH\9[  =  logsinoP  ^M'  ir, 09  =  1,8901050 

—  logsin  25''  17'  38"  =  0,369306  i 

2,2589805 

fe=181V>«. 

log98,53  =  1,9933685 

l.)-sin  1'^  20'  25^09  =  2,3690i0i 

-  logsin  25M7' 38"  =  0,3693064 

0,7319153 

//=r5™,391. 

Vérification, 

.  rx       h  À-  h' 

XD  =r  — L — ^  ABcosA  =  ccosA, 
2 

loge  =  2,01 44365 

loj-cosA^  1,9562299 

1,9706604 
— V^=  93'", 468  -  c  cosA  =  93"\468. 


TR1G0?(0MÉTRIB.  137 

Les  solutions  seront  donc 

Prtmère  ioluiion.  Deuxième  iolulion . 

c=  ÎÔ'aS'  3',a9,    (S.)  c'=i33o2r;>6'.9l,     (S.) 

B=I28*  4'18%91.    (SO  B'^     i«iO'iy,09,     (S) 

fr=181-,543.    (S.)  i»'=:5-,394.  (S.) 

(Voy,  Atlas,  Trig.^  fig.  1.'J2.) 

133.  On  a 

tangC  =  ^  =  cotB; 

d'autre  part,  AD  étant  bissectrice  de  l'anglo  A,  on  a 

BD_  4,319  _c 
DC  "~  5,238  "*ï' 

Od  en  conclut  donc 

'^"S^  =  5;238  =  ^^*^' 

«..ni      log  4,319  =  0,6353832 
logcotB  =  logUngC=  I  .  ,0g  5,238  =  1^809174 

log  col  B  =  log  Un- c  =  T.9 163000 

C  =  39»30'tô'.7t,    (S.) 
8  =  50*29' 4  4".  29.     (S.) 

(Voy,  Atlas,  Trig.,  fig,  133.) 

134.  On  a 


-6)(p-c) 


_     /(p-fe)(P 


tangiA  —  ^,       „,.^^) 


/'P — 'ï)  (Z'  —  ^) 

tangiC  =  v/^P-7^^P7'^ 

(Voir  la  démonstration  de  ces  formules  dans  un  Traité  do  Tri 
gonométrie  ) 

8. 
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Dans  notre  exemple,  on  a 

p  —  a—  6, 
p-'h=  .i, 
P'-e=  2. 

Calcul  de  A. 


logtangiA  =  — log3  =  î,5i^787, 

;-A=l8*i6'5^8l, 
A  =  36'>52'ir,63.     (S.) 


Calcul  de  B. 

log lang .1 B  ::=  -  log2  =  1,6989700, 

iB=^26«33'5iM8, 
B  =  33'*  7'-i8%37.     (S  ) 

Calcul  de  C. 

{  C  =  43% 

c=:90^    (S.) 

Ucmarque.  —  On  pourrait  voir  à  priori  que  le  triangle  est  rec 
(angle,  car  les  côtés  0,  8  et  10  sont  proportionnels  à  3,  I  et  j. 

135.  Surf.  ACBD  =  i,  surf.  AOD  =  2R  X  AD. 

Or 

AD  ==  AT  +  DT. 

On  évalue  séparément  AT,  DC,  au  moyen  des  formules 

i>  =  clangB    ou    fc  =  ccolC,  .... 

{Voy.  Atlas,  Tritj,.  fiij,  133.) 
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136.  Désirons  par  X  le  volume  demandé,  et  du  point  B  abai?- 
soni  la  perpendiculaire  BC  sur  OA.  On  a 

X  =  2«.0A.AC.^  =  ^«.OA.AC, 

X{:=zOX  -  oc  =  OA  —  OB cobAOB  =  OA  (  1  -  cosAOB) , 

AC  =  2.0AHn'^, 

et  par  conséquent 

■  ^      i      — >  .  ,AOB 
X  — 5«.0A  sin'-Y^, 

c'est-à-dire,  conformément  aux  données  de  la  question. 

^  =^ii(7,3i)'sin'^. 


(Dette  dernière  formule  donne 

'  log  4  r=  0,6040600 

i  Iog7:  =  0,497i497 

log  —  =  I        3  log  '•,  3  i  =  2,5970883 

*"*       )  21ogsin27»30'  =  1,3288112 

\  —  log  3  =  1,5228787 

log  ^  =  2,5479879, 
A  =  3^,3,175, 

-lue  ' 

X  =  353-«,t7o.     (S.) 
{Voy.  Atlas,  Trig,,  fig.  136.) 

137.         Sinx  =  smp  +  sinç  =  Ssin?^-?  cos  ^^' 
logsinx  =  log2  +  log  îîi?  +  log^T^  • 
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On  a 

;,  — ^  =  H«32'33*,8, 

?!^  =  5°46'16",9, 
Iog2  =  0,3010300 

log8int+^  =  T,5838574 
z 

logcos^-Çi  .-=  î, 9977930 


logsinx=  1,8820570 

x  =  49'>4yi3",2.    (S.) 

138.  i"*  En  considérant  le  triangle  ADE,  on  a 

DE sinA sinA 

AD  ~~  sinE  ~~  sin(A  +  x)' 
par  suite 

2""  La  formule  (1)  montre  que  la  longueur  DE  sera  la  plus 
petite  possible  lorsque  sin(A4-^)  aura  la  plus  grande  valeur 
possible,  c'est-à-dire  lorsqu'on  aura  À  -|- J^  =  90»,  d'où 

X  =  90«  —  A . 

3"  Dans  le  cas  de  minimum  de  DE,  si  Ion  suppose 

A  =  53«28'  15",AD  =  25-,iri, 

on  a 

DE  =  25'n,lo  X  sin53*'28'15''. 

Ainsi 

:  log23, 15  =1,4005380 

lotrDE=  °     '  J 

+  log53«28'15''=  1.90501^)0 


'D 


log  DE  =  1/3055530 
d'où 

DE  =  20"'.20O.     (S.) 
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Dans  le  cas  da  minimam  de  la  drotie  DE,  cette  dernière 
droite  forme  avec  AD  un  angle  x  =  SG^'  31  '  45".    (  S .  ) 

(Voy.  Atlas,  Trig.^  fig»  138.) 

139.  Des  formules  connues 


on  déduit  aisément 


Ung  ^  lang  ^ 
p-a=m   /    S— X 


-V 


Ungj 


tang  ^  tang-j 
p-ft  =  \  /   S g — • 


Ung  ^  Ung  -^ 

p-C=\    /    S ^r—^ 

lang-i 

llogS=  0,3000000 
i|ogUng^  =  0,9ii688l 
ilogUng|=â,970(M«)8 
i|ogUng^=â,8ir!8«8y 
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Calcul  de  (/>  —  «). 

-iogS  =  0,r>000000 

1  ,      .        B       ~ 

2  ^^3  tang  j  =  2,970GG98 

g  logUing-  =  2,8158889 

^^'' 5  loglang- =  1,0373119 

ïog(/>-  0  )  =  3,3i387u0 
jo  — a  =  0,OOâ207J»7 

Calcul  de  (p — b). 

-log  S  =  0,5000000 

\  C       - 

g  log  tang -=î2,8 158889 

1  ,  A 

2loglang^  =  0,9i26881 

C'-log  tang-  =  1,0593302 


log(;;  — fe)=  1,2879072 
P'-b^z  19,40426 

Calcul  de  (p  —  c). 

^logS  =  0,5000000 

1  \ 

;^logtang^-  =0,9i2G881 

*  ,  B 

^  log  Uing  ^,  =  2,970GG98 

O-lo- tang  ^  =  1,18411  11 

Iog(;>-r)=  l,597fG90 
/;  —  r  ^  3î)"',ri79aS 
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Calcul  défînitif. 

de  moine 

fl  =  38'-.983,  (S.) 

6  =  3îr,r>81,  (S.) 

c  =  i9»,406.  (S.) 

140.  Une  formole  connue  donne 

C*  rrr  a'  -|-  6'  —  2  flÔ  COSC. 

Pour  rendre  le  second  membre  calculable  par  logarillimes,  on 
remplace  COSC  par  sa  valeur  \  — îsin's,  et  il  vient 


=  a'  +  b' -  ^ab  +  i absin'^ 

(4  ab  siii'  ^X 

Eo  désignant  par  ^  un  angle  auxiliaire  tel  que  Ton  ait 


on  aura 


4  ah  sin'  s 


nu 

c^  =  {a  —  br  — —==  10  —  6)'86c%, 
el  par  suite 

^  '  cos? 

fn  a  alors 

logc=  log(fl  —  b)  —  logcos».     (S.) 
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141.  Soil  S  la  surface  demandée,  on  aura 

mais,  dans  le  triaiigle  rectangle  ACD,  on  a 

AD  =  6sinC; 
en  subsli tuant,  on  a 

S  =  ^o6sinC.     (S.) 

S  sera  maximum  en  même  temps  que  sinC,  c*est-à-dire  quand  on 

aura 

sinC  =  l,      d'où      C  =  90.    (S.) 

Le  triangle  est  alors  rectangle. 

(Foi/.  Atlas,  Trig,,  fig,  III.) 

142.  On  détermine  d'abord  a  comme  il  suit  : 

ah  =  bc      et      a'=:fc'4"<^'î 

doublant  la  première  et  ajoutant,  on  a 

a-  +  '2ah  =  P  +  c'  +  '^bc=  (b  +  cy  =  i^p  -^  a)\ 
ou  bien 

ou 

'ip  +  h 


Dans  le  triangle  ABC,  on  a 

/>  =  asinB      et      c=^asinC, 


d'où 

bc^ 

a}  sinB  sinC  —  o'  sinB  cosB, 

puisquo 

C  — 90  — B; 

mais 
donc 
ou  bien 

th 

bc      Qh\ 
h      flsinBcosH, 
:«  X  ^smBcosB  — flsin2B; 

d'où  l'on 

lire 

sin-2B-        .     (S.) 
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Oo  aura  ainsi  B,  el  par  suite 

C  =  90-B.    (S.) 
U  problème  n*esl  possible  que  si  h  ne  surpasse  pas;r* 

{Voy.  ATLAS,  Trig.f  fig.  i4i.) 

143.  Le  triangle  ÂCD,  rectangle  en  D,  donne 

CD  =  ACsinY, 
el  le  triangle  ABC  donne 

AC        sinp  AC  f^infi 

ou      -ï-  = 


AB""sinACB'  d       sinCa-f^)' 

d'où 

d  sin  ^ 

sm(a-f  ?/ 
et  par  suite 

rfsin^jmnr^ 

C'est  le  dislance  demandée. 

(Ko//.  Atlas,  Tn^.,  /ïy.  113.) 

144.  Si  l'on  pose 

o  =  x'  -j-  X  4-  1 , 

00  aura 

dou 

x»  +  3x4-! 

Si  Ton  forme  la  quantité  p  —  a  et  qu'on  remplace  dans  la 
formiile 

C09       — •   ''     '^ 


É=V/' 


bc 


P^p  -  a,  6  et  e  par  leurs  valeurs,  après  avoir  effectué  les  calculs, 
on  trouvera 

cos^=l,     d'où:   j=60-. 


\} 
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et  par  suito 

A  =120".    (S.) 

145.    De  la  formule  connue 

a-  =r  6'  4-  c'  —  2  fcc  cos  A, 
on  lire 

cosA  =  — i-T-7-î — ; 
on  ajoute  les  deux  membres  à  l'unité  et  Ton  a 

^  {h+c  +  a)(b  +  r  —  a) ^ ^p>C±{v-a)^ 
~  tbc  '~  ^bc 


or 


Donc 


et 


i  -[-cosA  =  2cos'— < 

z 


"^^^  2  2  60 


cos 


U6.  On  a 


or 


Donc 


i=\/-i?^^-  ^""'y-'"^-^ 


1  1 

S  =  2ra.  AD=-fl^sinC: 

2  2  • 

,       r/sinB  asinB 

b=r 


binA       tiinii-f-tlj 
,,      1    ,  sinBsinC 

2      SlU(,ii-fLj 

Pour  avoir  le  maximum,  j)OSons 

cos(n  +  C)-cos(B  +  r.^ 
2 

('omme  B  -f-  C  ^  consl.,  on  voit  ([ue  le  maximum  a  lieu  pour 

cos(B  — ro=  I. 


oa 
d'où 


147.  On  a 
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B  =  C*    (S.) 

[Voy,  Atlas»  Trig.^  fig.  146.) 


1  i 

S=5a.  AD  =  jO^sinC 

C       C 
S  =  a&sin3C08^: 


or 


c         /p(p-  a) 

Sabstituant,  on  a 

S  =  /p(p-a)(p-6)(p-^c).    (S.) 

{Voy.  Atlas,  Trt^.,  A^.  *47.) 

14S.  Soient  A,  B,  C  les  angles  donnés,  a,  6,  e  les  c6tés  opposés 
à  ces  angles,  et  2p  le  périmètre  donné.  On  a  la  relation 

a    _    h    __    e 
sinA      sinB      sinC 

~  sin  A  -|-  sin  B  -f-  sin  C      sinA^-BlnB-j-sinC  ' 

Pour  rendre  calculable  par  logarithmes  la  somme  des  sinus 
qui  sont  an  dénominateur,  on  écrira 

(1)  sinA  +  sinB  =  2sin  (     ~^    J  cos  (     T7 

(2)  sinC  =  28in^cos  T- 

2  2 

Mais  les  angles  C  et  (A-^-B)  étant  supplémentaires,  leurs  moi- 
liés  sont  complémenlaires  ;  donc  le  sinus  de  Tun  de  ces  angles  est 
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ég:al  au  cosinus  de  l'autre.  Ainsi 

sinf— ^Jr=cos^     et     8in2=cosf— ^j 

Les  égaillés  (1)  et  (î2)  deviennent  donc 

•lin       1        C        /A— B\ 
sinA  +sinB  =  2cos^cos    — 3 —  ), 

2  V       2      y 


additionnant, 


SinC  =  2  COS     — -J 008  r;  ; 

\    2     /       2 


sinA  +  sinB-l-sinC  =  2cos-    cosf — ^^ —  j  +  co8(  — —  j  ■ 

et  enfin,  si  l'on  remarque  que  Ton  a  entre  crochets 

/A4-B\   .         /A  — B' 


COS  (  — r^ —    )  -{-  COS 


\    -    y 


ri 

-=  2  COS  I  - 


A  +  B\   ,  ^A  — B\-j 


^ï 


+ 


\  2 


t 


A+B 


XcosL^^ 


—  2cosj5-cos-, 


A  — B 

9 


w> 


il  vient  enfin 


A        B        (' 

sinA  +  î^inB  -f-î^inC  =  >icos-  cos;^  ^os;^ 


On  en  déduit 


<t 


"Ip 


sinA       ,       A       B       C' 
-icos-cos-cosjj- 


ou 


P  pin  A 

"^   -:r-B— : 


A        \ 

^.2sin-cos^ 


o         •        -         '       .»        A        B        C 

2  rns  -  COS  -  cos  -       2  cos  -r  cos  -  cos  - 

w>  V)  «.>  b)  «4  (^ 


,  > 
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'1  OÙ  enfin 


.    A 

a  =  - 


B        C 

COS-COâ^ 


(S.) 


On  a  pareiilenoent 


B  C 

COS-rCOS^  C08~C0St 

t       'i  2       2 

149.  On  sait  que  le  centre  da  cercle  inscrit  0  se  trouve  an 
point  de  concours  des  bissectrices  des  angles  A,  B,  C.  On  connaît 
donc  les  angles  du  triangle  BOC,  car 

OBC=:-,     OCB= — ^ — ~ia»  — ^, 

et  Tangle  0  est  le  supplément  des  deux  premiers.  Or  on  a 

tur^      BC  y  BO  .  sinOBC      a  ^,  _^  ^,   .'  B 
surf.  BOC  = ^ =  ^  X  BO  X  sin  ^  ; 

mais 

asin^        asm?        asm? 
B0=         XXX 


sinO        .   B  +  C      ëin45«* 
sin 


donc  enfin 


.  .   B  .   C 

a'sm^sm  j 

surf.  BOC  =  ■  ^  ."  .^^    ; 

2  sm  45<'    * 

nf 
mais  cette  même  surface  peut  encore  s'écrire  -;r-  •  On  a  donc 

z 

,  .   B   .  C 

a'sm^  sin^ 

ar  _  2       2 

T"~     2sin45»     ' 

d'où 

.   B  .    C  .   B  .   C 

'=     sm4r>o      =      ^       ^cv/îsin^sm^, 

u. 
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OU  enfin 

valeur  calculable  par  logarilhmee. 

(  Voy.  Atlas,  Trig.,  fifj,  i49.  ) 

150.  Supposons  a^b^c,  il  en  résulte  A>B>C.  Soit  a 
la  raison  de  Ja  progression  arithmétique  dont  A,  B,  C  sont  Iroi* 
termes  consécutifs.  Nous  avons 

A  =  B  +  a,  C  =  B  — a. 

et  pour  la  somme  des  angles 

A+B  +  C  =  3B=180', 

don 

B  =  CO". 

D'après  la  formule  qui  exprime  la  surface  d'un  triangle  en 
fonction  d'un  côté  et  des  angles,  on  a 

^^,  __  fe'sinAsinC  __  // çjn  (00" +  a]  sin  (HO»  ~  a> 
.  2sinB      "  l^sinGO»  * 


et  comme 


d'où 


mai: 


,      i''sin(60-  +  a)gin(fi0'*  — a^ 

m  :=. i ! — . 1 « 

2sin  (6Ù0  +  a)  sin  (60'  -  a)  =  ?^LiJÎ; 


cos^  —  cosp  =  2  sin  ^--^—  sin  —^--  ; 

identifiant  ot  substituant,  i!  vient 

2wi'  1/3 
cos  2a  —  cos  120  =  — r,—  ' 

b 

d'où 

^    ,«         2m'\C]   ,  ^_       ^m's'\\  -.^       2;»rv'îi         I 

cos2a=  — -» ^-cosl20=  — *-^ cos(JO=  — rr - 

b*  //  /,'  ;♦ 
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ainsi 

.C082a=— jf---.      (S.) 

Connaissant  a,  on  calcalera  facilement  les  ahglea  A,  C»  puis 
les  côtés  a,  e. 

Aernarfue  i.  —  Pour  que  le  problème  Eoit  possible,  il  faut 
qu'on  ait 

-p ^<i    ou    m'<-^. 

Aernarçifs  2.  —  On  peut  résoudre  le  problème  par  la  géomé- 
irie,  car,  dans  le  triangle  ABC,  on  connaît  la  base  h,  l'angle  op* 

posé  B  =  60»  et  la  hauteur  h=  ^^;  on  tetrouvcrait  de  oetlo 

0 

façon  la  condition  de  possibilité  m'  <  ■   ^   • 

(Voy.  Atlas,  Trig.,  fig.  150.) 

151.  Divisant  par  a  et  posant  -  =  tangr,  il  vient 


d*où 


sinx  4-  langç  cosx  =  -, 


,   smr  r 

smx  A ^  cosx  =  -• 

'  C0S9  a 

.     .  CC0S9 

smx  cosf  -4-  smr  COSX  = » 


6m(x  +  f;  =  — ^. 

11  reste  à  déterminer  par  les  tables  le  plus  petit  angle  a  dont 
le  sious  est  — -^»  Alors,  9  étant  donné  par  un  sinus,  on  a 

x4-ç=2Kit4-a, 

x  +  ^=(2K  f  t)n-a, 
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d'où 

a:=r(2K  +  i)7r  — ç  —a.     (S.) 

(Les  tables  étant  retirées,  les  candidats  ne  pourraient  pousser 
plus  loin  le  calcul.) 

CONDITIONS  POUR  QUI;  LES  VALEURS  DE  l'iNCONNUE  SOIENT  RÉELLES 

Il  faut  que  sin  (x -{-<?)  soit  compris  entre  —  i  et  +  '»  q^^" 
par  suite  on  ait 

r^cos'9  ^,  ^"^      ^i 
i — <!     ou    -^-j — ^j<l, 

on  observant  que 

1  I  a' 


cos'  ?  -= 


Application  a  l'exemple  sinx4-2co?x=:  I. 

Dans  ce  cas, 

iang9  =  2,  0089  =-7==  = -7:, 

\/l+4      v/5 
d'où 

sin  ( .r  +  9  )  =  cos 9  =  -p  =  ^7-  • 


Remarque,  —  On  pourrait  remplacer  cosx  par  rt  v^l  — sin^x 
et  résoudre  par  rapport  à  sinx.  On  trouverait  ainsi 

3 

sin.r=l     (S.)    ot    sin.T==— ^; 

X  — .  90o  satisfait  à  l'équation. 

152.  Soient  r/,  />,  c  les  côtés.  On  connaît  a  et  la  différencr 

(i  -\-h  —  c  =  d\  on  sait  de  plus  que  {\  =  2  B. 

On  a 

n  h  c 


SIM  A       sinU      81m(. 


•.  > 


d'où 

mais 
el 

d^où 
donc 
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n  r  —  h       n  —  d       ^ 

sin A  "^ sinC  —  siiiB  "sinC  —  sinU  ' 

sinC  =  sin2B, 

A=180-CB{-C)  =  180-3  0, 

sinA  — sin3B; 

a  a  —  d 


sin3B      siniB  — sinB 

Or 

sin  3  B  =  sin  2  B  cos  B  +  sin  B  cos'  B  =  2  si  n  B  cos'  B 

+  sinB  (co»'  B  —  sin»  B)  =  3  sin  B  cos'  B  —  sin'  B 
=  sinB  [3  cos»  B  —  sin'  B]  =  sinB  [4  cos'  B  —  1]  • 
el 
sinSB  -  sinB  =  2  sinB  cosB  — sinB  =  sinB  (2cosB-1): 

substituant,  il  vient 

a  __       a  —  d 

[iros'B-  Ij  ~  [2cosB"-  1]' 


d'où 

d'où 
d*oîi  enfin 


z=  a  —  d, 


l2cosB  +  l) 
fl  =  2(a  —  rf)cosB  +  a  — rf; 

cosB=5-7 :•     (S.) 

2(fl  — (0 


Remarque.  —  Nous  avons  supprimé  le  facteur  2  cosB  —  1  z=  0. 

i 

et  par  suite  la  solution  co*B=  57  mais  cette  golrition   ne  peul 

c  :nvonir,  car  on  aurait 

B  =  00«,C=  120"  (H  A  =  0. 

B  cl  C  élant  déterminés,  il  reste  à  résoudre  un  triangle  dont 
<^n  connaît  un  côté  et  les  deux  angles  adjacents. 

{Voy.  Atlas,  Trig  ,  fin.  I«>2  ) 
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153.  Soit  SABC  le  tétraèdre  régulier.  Désignons  par  a  Taréle 
du  tétraèdre.  La  projection  H  du  sommet  S  sur  la  base  ABC  e^t 
le  centre  de  gravité  de  cette  base,  c'est-à-dire  le  point  des  con- 
cours des  médianes.  L'angle  d'une  droite  et  d'un  plan  est  Tangle 
que  fait  la  droile  avec  sa  projection  sur  le  plan.  II  s'agit  donc  de 
déterminer  le  sinus  de  Tanglea  =  SAH.  Or,  dans  le  triangle  rec- 
tangle SAH,  on  a 

SH  =  SAsina, 

d'où 

SH 


mais 


sina=  -   , 


su'  =  sa'  —  ah' = a'  —  Air  ; 


d'autre  part, 

2AD__2ov/3_flv/â 

(propriété  des  médianes  et  hauteur  du  triangle  équilatéral }. 
Substituant,  il  vient 


d'où 


donc 


SH--^-, 

_sn_av^_v/2v/3_v/5 

''"^~SA-av/3~v^v/3~  3   ' 
sina  =  y=0,8i6.    (S.) 


(Vfli/.  Atlas,  Tn^.,  /î^.  153.) 
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CHAPITRE   PREMIER. 

PROBLÈMES  SUR  LES  LIGNES  DROITES  ET  LES  ANGLES. 

i.  Étant  données  deux  droites  fMinillèles  AB,  CD,  on  demande 
de  mener  par  un  point  donné  0  une  droite  dont  la  partie  HN 
comprise  entre  les  deux  parallèles  soit  égale  à  8  mètres.  (Sor* 
bonne,  1859.)  (Voy.  Atlas,  fig,  1.) 

2.  Étant  donné  un  angle  ASB,  on  demande  de  mener  par  un 
point  donné  O  une  droite  qui  retranche  des  côtés  de  Tangle,  à 
partir  du  sommet,  deux  segments  égaux  Sa,  Sfr.  (Sorbonne, 
1858.)  (Vby.  Atlas,  fig,  2.) 

3.  Étant  données  deux  droites  parallèles,  sur  lesquelles  sont 
pris  deux  systèmes  de  trois  points  A,  B,  C  et  A',  B',  G',  on  a 

AB  =  2-,    BC  =  5«,    A'B'  =  1-,W,    B'C'  =  3»,iO. 

On  demande  si  les  trois  droites  AA',  BB\  CC,  prolongées  suffi- 
samment, concourent  en  un  môme  point.  (Sorbonne,  1858.) 
(Vojf.  Atlas,  fig.  3.) 
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4.  Étant  donnés  un  angle  xoy  et  deux  points  A,  B,  trouver  sur 
les  côtés  de  Tangle  les  points  M  et  N  tels,  que  AMNB  soit  le 
moindre  possible.  (Admission  à  l'École  centrale,  1859.)  {Voy. 
Atlas,  (ig.  4.)  • 

5.  Étant  données  deux  droites  AB  et  CD  et  un  point  0,  on 
demande  de  mener  par  ce  point  une  droite  dont  la  partie  mn 
comprise  entre  les  deux  droites  données  ait  son  point  milieu 
en  0.  (Sorbonne,  1859.)  (Voy,  Atlas,  fifj.  5.) 

6.  Étant  donnés  trois  points,  mener  par  Tun  d'eux  une  droite 
telle,  que  la  somme  des  dislances  des  deux  autres  points  k  cette 
droite  soit  égale  à  une  longueur  donnée.  (Voy.  Atlas,  fig.  6.) 

7.  Étant  donnés  trois  points,  mener  par  l'un  d'eux  une  droite 
telle,  que  la  différence  entre  les  distances  des  deux  autres  poinL^ 
à  cette  droite  stfit  une  longueur  donnée.  (Voy  Atlvs,  fig.  1,] 

8.  On  donne  un  angle  BAC  et  un  point  D  sur  l'un  des  côtés 
de  cet  angle.  On  demande  :  !•  la  formule  qui  exprime  la  lon- 
gueur de  DE,  comprise  entre  le  point  D  et  le  côté  AB  et  for- 
mant un  angle  x  avec  le  côté  AD;  i»  la  valeur  que  doit  avoir  cet 
angle  c  pour  que  la  longueur  DE  soit  la  plus  petite  possible: 
3^  la  valeur  minimum  de  la  ligne  DE,  en  supposant  l'angle  BAC 
égal  à  53028' 15"  et  la  ligne  AD  égale  à  25"'. 15.  (Sorbonne, 
1859.)  (Voy.  Atlas,  fig,  8.) 

9.  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C,  on  propose  de  mener 
par  l'un  d'eux  une  droite  telle,  que  le  produit  des  distances  tJe5 
deux  autres  points  à  cette  droite  soit  égal  à  un  carré  donné. 
(Voy.  Atlas,  fig.  9.) 

10.  filant  donnés  deux  droites  AB,  AC  et  un  point  M,  mener 
par  ce  point  une  séc^inte  MBG  telle,  que  MB  X  ^^^  î^oit  égal  à  un 
carré  donné.  (Voy.  Atlas,  fig.  10.) 

11.  Comment  divi>e-t-on  une  droite  AB  en  trois  parties  pro- 
portionneiles  aux  nombres  ',  5  et  7?  (Sorbonne,  18(U.) 

12.  Étant  données  deux  droites  indéfinies  AA',  BB',  qui  se 
coupent  en  un  point  S,  on  demande  de  mener  par  un  |>oint  0 
une  sécanic  qui  relronche  sur  les  deux  droites,  à  partir  du  point 
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Sydeax  segments  égaux.  Discuter  les  différents  cas  qui  peuvent 
se  présenter  quant  au  nombre  de  solutions.  (Sorbonne,  180j.) 
(Voy.  Atlas,  Z^.  12.) 

13.  Comment  divi»e*t-on  une  droite  AB  en  trois  parties  pro- 
portionnelles aux  nombres  2,  },  i'?  (Sorbonno,  1866.)  (Voy, 
Atlas, /!^.  13.) 

14.  Trouver  une  droite  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
droites  données.  Démontrer  la  construction^  (Sorbonne,  1867.) 
(Vffy.  Atlas,  figA4,) 

15.  Sur  une  ligne  AB,  dont  la  longueur  est  de  0"*,25,  on  élève 
aux  points  A  et  B  d<*s  perpendiculaires  AC  et  BD,  dont  les  lon- 
gueurs sont  :  AC  =  0'",13,  BD  =  0",7;  puis  on  prend  sur  AB 
un  point  0  tel,  que  les  angles  COA  et  DOB  soieiu  é^iBux  :  calcu- 
ler les  distances  OA  et  OB.  (Sorbonne,  1867.)  (Voy.  Atlas, 
f9'  15.) 


te 


CHAPITRE    il. 


l'UOBLÈMES  SUR  LES  TRIANGLES. 


■  DÉMONSTRATIONS   DE   PROPRIÉTÉS   OU   CONSTRUCTIONS 
GËOUËIRIQUES. 


16.  Les  deux  lridni;l<?s  ABC,  aie  onL  luurs  c-ùli^s  parallèles, 
savoir  :  AB  parallflo  à  flfc,  BC  parallèle  à  fie;  prouver  que  les 
liois  droites  Ao,  lit,  Ce  vonl  concourir  en  un  même  poinl, 
iSorbonne,  IHOO.)  iV'aj.  Atlas,  fig.  16) 

17.  Prouver  quo  les  perpendiculaires  aui  trois  côlés  d'un 
liiani;Ie,  roenfes  par  les  milieux  de  ces  côlés,  piissent  par  vn 
ti\!-me  poinl.  (Sorbonne,  1839.)  (Ve;/.  Atlas,  fiy.  17.) 

18.  Les  Iroiâ  bissectrices  d'un  triannle  se  coupeat  en  an 
niùmc  point.  (Sorbonne,  tSoD.l  (Yoy.  Atlas,  fig.  18  ) 

19.  Les  trois  liauleure  d'un  triangle  se  coupent  au  ra^me  point. 
(V,-v,  Atlas, /ij.  19.) 

20.  Leà  trois  imidianes  d'un  triangle  se  coupent  au  même 
point,  situi^  au  tiers  de  leur  longuour  ù  partir  des  côtés. 
[Vufi.  Atlas,  fi'j.  20.) 

21.  Si  l'on  joint  le  sommet  A  d'un  triangle  au  milieu  I  de  U 
nicdiane  adjacente  BE,  cette  ligne  prolonj^ie  rencontre  le  cdl# 
oppose  en  un  point  M  tel ,  que  BU  =  !  IJC.  [  Voa  Atlas,  fi-j.  21  .,i 

aa.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  mène  les  bisBeclrices 
des  suppléments  des  angles  A  et  B,  lesquelles  se  coupent  ■» 
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point  I.  Prouver  que  ht  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  du 
œrde  inscrit  au  triangle  passe  par  le  troisième  sommet  C.  ^Sor* 
bonne,  1858.)  (Voy.  Atlas,  fig,  22.) 

23.  Si  Ton  joint  les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle,  les  hau- 
teurs du  premier  sont  les  bissectrices  des  angles  du  second. 
(Foy.  Atlas,  fig.  23.) 

24.  Prouver  que  les  pieds  des  hauteurs  et  des  médianes  sont 
sur  un  môme  cercle.  (Voy.  Atlas,  fig,  24.) 

25.  Le  produit  de  deux  côtés  d'un  triangle  est  égal  au  carré 
de  la  bissectrice  de  leur  angle,  plus  le  rectangle  des  segments  de 
la  base.  (  Voy.  Atlas,  fig.  25.) 

26.  Dans  tout  triangle,  le  produit  de  deux  côtés  esi  égal  à  la 
hauteur  comprise,  multipliée  par  le  diamètre  du  cercle  circon- 
scrit [Voy.  Atlas,  fig.  ±6.) 

26  bis.  Si,  d'un  point  pris  sur  la  base  d'un  triangle  isoscèie, 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  deux  autres  côtés,  la 
somme  de  ces  perpendiculaires  est  constante.  {Voy.  Atlas, 
fig.  26  bis.) 

27.  Si,  d*un  point  pris  à  Tin térieur  d'un  triangle  équilatéral, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés,  la  somme 
de  ces  lignes  est  constante.  (Voy.  Atlas,  fig.  27.) 

28.  On  demande  de  prouver  que,  quand,  dans  deux  triangles  A  BC 
et  DEF,  les  angles  A  et  D  sont  suppléments  l'un  de  l'autre,  c'est- 
à-dire  que  leur  somme  est  égale  à  deux  angles  droits,  les  sur- 
faces des  deux  triangles  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  pro- 
duits des  côtés  qui  comprennent  ces  angles,  c'est-à-dire  dans 

le  rapport  de  i^i^w  no •  ( Sorbonne,  1839.)  (Voy.  Atlas,  fig.  28.  ) 

29.  Calculer  en  fonction  des  côtés  d'un  triangle  les  rayons  des 
cercles  inscrit  et  exinscrit  à  ce  triangle.  (Voy.  Atlas,  fig.  20.  ) 

30.  Ëtant  donné  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangio, 
on  propose  de  démontrer  que  la  somme  des  perpendiculaires 
abaissées  de  ce  point  sur  les  trois  côtés  est  égale  à  la  somme  dof^ 
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rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle.  (Voy.  Atlas, 

31.  Prouver  que,  dans  tout  triant^le  rectangle  :  l»  le  diamètre 
du  cercle  circonscrit  est  égal  à  l'hypoténuse;  2°  le  diamètre  du 
cercle  inscrit  est  égal  à  l'excès  de  la  somme  des  deu\  côtés  de 
l'angle  droit  sur  l'hypoténuse.  (Sorbonne,  1853.)  {Voy,  Atlas, 
fifj.'M.) 

32.  Si,  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse^  les  cercles  inscrits 
dans  les  deux  triangles  partiels  sont  proportionnels  aux  segments 
de  l'hypoténuse.  [Voy.  Atlvs,  fuj.Wi.) 

33.  Tout  triangle  rectangle  est  équivalent  au  rectangle  des 
segments  interceptés  sur  l'hypoténuse  par  le  point  de  contact  du 
cercle  inscrit.  'Vo//.  Atlas,  /j//  33.} 

34.  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connais- 
sant la  somme  P  de  ct^s  trois  côtés  et  la  surface  S  du   triangle. 

On  indi(juera  la  condition  à  laquelle  les  données  doivent  satis- 
faire pour  que  le  problème  soit  possible.  (Sorbonne,  18G0.) 

35.  Démontrer  que  le  milieu  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rtn:- 
lanije  e?t  é.^.il  à  la  distance  des  trois  sommets.  (Sorbonne, 
180.'».)  (Voy.  Atlas,  /jV/.  35.) 

36.  Si  deux  triangles  ont  les  côtés  parallèles  chacun  à  chacun, 
les  droites  qui  joignent  les  sommets  homologues  des  deux  trian- 
L'ios  conrourent   en    un    môme   point.  (Sorbonne,  1867.)  (V^»/. 

AtL\S,  ////.   o().) 

37.  Ktant  donnés  doux  nombres  a  el  ^,  on  en  forme  trois  autres 
dont  l'un  est  le  produit  a^,  le  deuxième  est  la  demi -somme  de 
leurs  carrés,  le  troisième  est  la  demi-différence  de  ces  mêmes 
carrés;  on  demande  de  prouver  que  tout  triangle  dont  les  trois 
côtés  seront  proportionnels  à  ces  trois  nombres  sera  rectangle. 
(Sorbonne,  1805.)  {Voy.  Atlas,  f\y,  37.) 

3S.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  mener  au  côté  BC  une  pa- 
rallèle DE  telle,  que  la  surface  du  triangle  ADE  soit  le  tiers  du 
viangle  ABC.  (Sorbonne,  1864.)  {Voy,  Atlas,  fiy,  38.)  ' 
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39.  Oq  donne  l*bypoténu8e  a  d'un  triangle  rectangle  et  la 
perpendiculaire  h  abaissée  du  sommet  de  FangiO  droit  sur  c«*tte 
hypoténuse;  calculer  les  deux  autres  côtés  du  triangle.  (Sor- 
bonne,  I8G7.)  [Voy.  Atlas,  fig.  39.) 

40.  Partager  le  triangle  ABC  en  deux  parties  équivalentes  par 
aœ  droite  parallèle  au  côté  BC.  (Sorbonne,  1873.)  [Voy,  Atlas, 
fig.  40.) 

41.  On  donne  les  bases  A  et  B  d'un  trapèze  et  sa  hauteur  H. 
A  quelle  distance  de  A  faudra-t-il  mener  une  parallèle  à  la 
base  A  pour  que  la  surface  du  trapèze  soit  partagée  en  deux 
parties  équivalentes? (Sorbonne,  iH13,){Voy,  Atlas,  fig.  41.) 

42.  Calculer  les  côtés  d'un  rectangle,  connaissant  la  diago- 
nale d  et  le  périmètre  2p.  Dire  quelles  sont  les  conditions  pour 
que  ie  problème  soit  possible.  (Sorbonne,  1873.)  (Voj/.  Atlas, 

^.42.) 

43.  Deux  cordes  de  cercle  AB  et  CD  se  coupent  en  un  point  0  ; 
les  deux  parties  OA  et  OB  de  la  première  sonX  égales  res[>ective- 
ment  à  l'»,20  et  2^,10;  la  différence  des  deux  parties  OC  et  OD 
de  la  d3uxièrae  corde  est  l^jHi.  On  demande  quelle  est  la  Ion* 
gueur  de  cette  corde.  (Sorbonne,  1873.)  (Voy.  Atlas,  fig,  43.) 


i«  CONSTRUCTIONS  DE  TRIANGLES  DAPRËS  DES 
CONDITIONS   DONNÉES. 


44.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  pieds  des  trois 
hauteurs.  {Voy.  Atlas,  fig,  44.) 

45.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  Tangle  opposé 
et  la  somme  des  deux  autres  côtés.  (Voy,  Atlas,  fig.  4t>.) 

46.  Construire  un  triangle,  connaissant  sa  base,  l'angle  opposé 
et  la  différence  des  deux  autres  côtés.  (  Voy,  Atlas,  fig,  46.) 
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47.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  Tbypoténuse 
et  la  différence  des  longueurs  des  droites  qui  joignent  les  extré- 
mités de  l'hypoténuse  au  centre  du  cercle  inscrit.  {Voy.  Atlas, 

48.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la  somme  des 
deux  autres  côtés  et  la  différence  des  angles  à  la  base.  (  Voy,  Atlas, 

49.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  angle,  la  hauteur 
correspondante  à  Tun  des  angles  opposés  et  le  périmètre. 
(  Voy.  Atlas,  fig,  49.) 

50.  Construire  un  triangle,  connaissant  sa  base,  la  hauteur 
correspondante  et  le  produit  des  deux  autrescôlés.  {Voy.  Atlas, 
/îflf.50.) 

51.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base^Tangle  opposé 
et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  (Voy.  Atlas,  fig,  51.) 

52.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la  somme  des 
deux  autres  côtés  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  (Toy.  Atlas, 
fig.  52.) 

53.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  angles  et  une  mé- 
diane. (  Voy,  Atlas,  fig.  53.  ) 

54.  Construire  un  triangle,  connaissant  une  médiane  et  les 
deux  côtés  correspondants  en  longueur.  (Voy.  Atlas,  fig.  54.) 

55.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois  médianes. 
{Vtn/.  Atlas,  fig.  55.) 

56.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la  somme  des 
deux  autres  côtés  et  sachant  de  plus  que  le  sommet  se  trouve  sur 
une  droite  donnée  de  position.  (  Voy.  Atlas,  fig.  56.) 

57.  Trouver  un  triangle  rectangle  dont  les  trois  côtés  soient 
trois  nombres  entiers  consécutifs.  (Sorbonne,  18G0.) 

58.  Les  deux  côtés  AB,  AC  et  l'hypoténuse  BC  du  triangle  rec- 
tangle ABC  forment  une  progression  arithmétique  ou  par  dilTi*»- 
rence,  dont  la  raison  est  25  mètres;  trouver  les  trois  côtés  A B, 
AC,  BC  du  triangle  reclangle.  (Sorbonne,  1858.) 
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59.  Les  deiuL  côtés  de  Tangle  droit  d'an  triangle  reclangle 
étant  1  et  2,  on  demande  de  calculer  à  0,01  près  la  valeur  du 
rayon  du  cercle  inscrit.  (  Sorbonne,  1859.  )  ( Voy.  Atlas,  fg.  59.  ) 

60.  Trouver  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle,  sachant 
que  la  somme  de  ses  côtés  est  égale  à  13i  et  que  la  somme  de 
leurs  carrés  est  égale  à  6050.  (Sorbonne,  4859.) 

61.  Dans  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  abaisser  la  hau- 
teur AH  sur  l'hypoténuse  BC  ;  on  représente  par  a  et  6  les  i  otôs 
ÂB  et  AC,  et  Ton  propose  de  trouver,  au  moyen  de  ces  donnée«s, 
les  deux  segments  de  Tbypoténuse,  ainsi  que  la  hauteur.  (Sor- 
bonne, 1860.  )  (  Voy.  Atlas,  fig.  61.) 

62.  Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donoé  XWl 
et  dont  la  surface  soit  à  celle  du  triangle  ABC  ccmme  une  lon- 
gueur donnée  m  est  à  n.  (Sorbonne,  1868.  )  (  Voy.  Atlas,  fig.  6i.  ) 

63.  Une  colonne  de  longueur  h  est  surmontée  d'un  mât  de 
longueur  c.  A  quelle  distance  du  pied  de  la  colonne  et  dans  le  pian 
horizontal  qui  passe  par  le  pied  de  cette  colonne  doit  être  placé 
un  observateur  pour  que  le  mât  et  la  colonne  soient  vus  sous  le 
même  angle?  ^^ Sorbonne,  1868.)  (Voy.  Atlas,  fig,  63.) 

64.  Trouver  les  longueurs  des  bissectrices  d'un  triangle, 
quand  on  donne  les  trois  côtés.  (Sorbonne,  1875.)  {  Voy.  Atlas, 
fig.6i.)  ^ 

65.  Étant  donnés  :  l""  d'abord  la  difTérence  D  de  deux  longueurs 
inconnues  xeiy;  2*^  le  côté  K  du  carré  équivalant  au  rectangle 
construit  sur  x  et  y,  on  demande  de  construire  les  lignes  x  et  y. 
(Sorbonne,  1867,  )  [  Voy.  Atlas,  fig.  65.) 

66.  On  donne  un  triangle  ABC  dans  lequel  DC  =  a  et  AD  =  /^. 
On  demande  de  mener  deux  parallèles  MN  et  M'N'  à  la  base,  do 
telle  sorte  que  leur  différence  soit  a  et  que  la  surface  du  trapèze 
MNM'N'  soit  équivalente  à  un  carré  donné.  Voir  si  le  problème 
est  toujours  possible.  (Sorbonne,  1865.)  (Voy.  Atlas,  fig.  66.) 

67.  Ëtant  donné  un  triangle  ABC,  mener  une  droite  DE  paral- 
lèle à  BC  telle,  que  la  surface  ADE  soit  le  tiers  de  la  surtace  ABC. 
(Sorbonne,  1865.)  (  Voy.  Atlas,  fig.  67.) 

I 
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68.  La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit 
d'un  triangle  rectangle  sur  Thypoténuse  partage  cette  hypoté- 
nuse en  deux  segments  dont  les  longueurs  sont  S^.SS  et  5", 12; 
on  demande  de  calculer  à  0,001  près  les  côtés  de  l'angle  dfX)it. 
(Sorbonne,  1858.)  {Votf.  .\tlas,  fi(j,  68.) 

69.  La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  Tangle  droit 
d'un  triangle  rectangle  sur  l'hypoténuse  la  partai^e  en  deux  seg- 
ments dont  les  longueurs  sont  3", 613  ot  4™,928;  calculer  les 
annules  du  triani^le.  (Sorbonne,  1860.)  {Voy.  Atlas,  firj,  69.) 

70.  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  est  de  .m  mètres  et 
sa  surface  de  726  mètres  carrés.  Trouver  les  deux  côtés  de  l'an- 
gle droit.  (Sorbonne,  1859.) 

71.  La  surface  d'un  triangle  rectangle  est  de  12'°'i,65,  la  dif- 
férence des  carrés  des  côtés  de  l'angle  droit  est  de  17°"ï,35  :  on 
propose  de  calculer  cxîs  côtés  à  0,001  près.   (Sorbonne,  1860 } 

72.  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  est  de  3-2", 526;  le 
rapport  des  côtés  de  l'angle  droit  est  de  2'",3i7;  on  demande  de 
calculer  ces  côtés  à  moins  de  0'",001.  (Sorbonne,  1859.) 

73.  ('onstruire,  sur  une  longueur  de  21  mètres,  un  triangle 
roctangle  ayant  la  longueur  donnée  pour  un  des  côtés  de  l'an- 
gle droit,  et  tel  que  la  somme  de  l'hypoténuse  et  de  l'autre  côté 
soit  double  du  côté  donné.  (Sorbonne.  1851.) 

74.  Un  triangle  ABC  étant  donné,  on  propose  de  mener  du 
soinnict  C  à  la  base  AB  deux  droites  CM  et  CS,  qui  partagent  le 
Iriani^lo  en  trois  autres  triangles  dont  les  surfaces  soient  entre 
elles  comme  1,  2  et  3.  (Sorbonne,  1859.)  {Voy.  Atlas,  fiy.  74.) 

75.  Un  triangle  ABC  étant  donné,  mener  au  côté  BC  une  [)a- 
rallèle  DH  telle,  que  la  surface  du  triangle  ADE  soit  le  tiers  de 
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la  surfine  da  grand  triangle  ABC.  (Sorbonne,  1860.)  (  Vby .  Atlas, 

ft.  73.) 

76.  On  demande  de  mener,  dans  un  triangle  donné  ABC»  une 
droite  DE  parallèle  au  o6té  BC,  et  telle  que  le  rapport  des  sur- 
faces du  triangle  ADE  et  du  trapèze  DEBC  soit  égal  à  celui  de 
deux  lignes  données  M  et  N.  (Sorbonne,  1858.)  (Voy,  Atlas, 

fg-  76.) 

77.  Du  sommet  A  du  triangle  ABC,  on  abaisse  la  ligne  AD 
perpendiculaire  sur  le  côté  BC,  et  Ton  demande  de  calculer  les 
deux  segments  BD  et  DC,  sachant  que  Ton  a 

AB  =  307-,800,    AC  =  480«,168,    BC  =  689»,472. 

(Voy,  Atlas,  fiy.  77.) 

78.  Trouver  dans  Tintérieur  d'un  triangle  un  point  tel,  qu'en 
le  joignant  aux  trois  sommets  le  triangle  donné  soit  décomposé 
en  trois  triangles  équivalents.  (  Voy,  Atlas,  fig.  78.) 

79.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  propose  de  mener  à  la 
base  une  parallèle  MN,  telle  que  AN  =  BM.  {Voy,  Atlas,  fig,  79.; 

80.  On  donne  un  triangle  ABC  dont  la  base  BC  est  égale  à  a 
et  la  hauteur  AD  é^^ale  à  ik;  on  demande  de  mener  deux  paral- 
lèles IfM  et  M'N'  à  la  base,  de  telle  sorte  que  leur  différence  soil 
d  et  que  la  êurface  du  trapèze  MNM'N'  soit  équivalente  à  un 
carré  donné  m ^  Voir  si  le  problème  est  toujours  possible.  (Sor- 
bonne, 18r>9..  {Voy,  Atlas,  fig.  80.) 

81.  On  donne  un  triangle  ABC,  dont  la  base  ÂC  est  é^^alc  à  2  mè- 
tres et  la  hauteur  égale  à  1  mètre.  On  demande  de  mener  une 
droite  BX  qui  partage  ce  triangle  en  deux  autres  tels,  que  leur 
difiérence  ou  leur  somnoe  soit  au  rectangle  des  deux  se<;ments  AX 
et  ex  dans  un  rapport  donné.  (Sorbonne,  1861.)  (  Voy.  Atlas, 
A^81.) 

82.  Calculer  à  0,01  près  la  hauteur  d'un  triangle  dont  la  base 
eàt  de  6i7  mètres  et  dont  la  surface  doit  être  moyenne  propor- 
tionnelle entre  celles  de  deux  rectangles  dont  la  hauteur  est 
2  mètres  et  les  bases  853'",45  et  4727'",5.  (Sorbonne,  1854.) 

83.  Dans  un  triangle  isoscèle  ABC,  la  base  BC  est  de  1233  mè* 
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très  et  la  valeur  commune  des  angles  B  et  C  est  de  64<>â2'; 
trouver  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle.  (Sorbonne,  1858.) 
(  Voy,  Atlas,  fig.  83.  ) 

84.  Les  trois  côtés  AB,  BC  et  AC  d'un  triangle  ABC  sont  re- 
présentés par  ii2  mètres^  506  mètres  et  ol4  mètres;  trouver  les 
valeurs  des  six  segments  AF,  BF,  BD,  CD,  CE,  AE  déterminés 
sur  ces  côtés  par  le  cercle  inscrit  au  triangle.  (Sorbonne,  1858.) 

Voy.  Atlas,  /ig.  8  t.) 

85.  Trouver  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  un 
triangle  équilatéral  dont  le  côté  est  de  3  mètres.  (Sorbonne,  1858.) 

86.  Calculer  à  0,01  près  le  rapport  de  la  surface  d'un  Iriangk» 
équilatéral  à  la  surface  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  (Sor- 
bonne, 1860.)  {Voy.  Atlas,  fig,  80.) 

*87.  Calculer  à  1  centimètre  carré  près  la  surface  de  l'un  des 
trois  segiT-ents  qui  sont  compris  entre  la  circonférenee  d'un  cer- 
cle de  8  mètres  de  rayon  et  le  triangle  équilatéral  inscrit  dans 
ce  cercle.  (Sorbonne,  1859.) 

88.  Un  triangle  équilatéral  a  pour  côté  2  mètres.  De  chacun 
des  sommets  comme  centre  et  avec  1  mètre  pour  ra\on  on  dé- 
crit un  cercle  :  on  a  ainsi  trois  cercles  éiiaux  et  lan^'inls.  il  s'ai:il  : 

O  •—  »- 

lo  de  construire  le  cercle  qui  les  enveloppe  et  celui  qu'ils  enve- 
loppent tangentiellement;  2**  d'évaluer  les  rayons  des  nouve^uix 
cercles  et  de  prendre  leur  moyenne  géométrique;  3^'  de  comparer 
cette  moyenne  géométrique  avec  le  rayon  du  cercle  inscrit  au 
triangle.  (Voy.  Atlas,  fig.  88.) 

89.  Les  trois  côtés  du  triangle  sont  a  =  1:20  mètres,  6  =  135 mè- 
tres, c  =  113  mètres;  c^ilculer  à  0,001  près  la  hauteur  corres- 
pondante au  côté  a  pris  comme  base.  (Sorbonne,  1866.) 

90.  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  égale  I,  la  somme  des 
côtés  de  l'angle  droit  égale  l,i;  calculer  ses  côtés.  (Sorbonne, 
1868.) 

91.  Étant  donné  un  trapèze  de  bases  a  et  6  et  de  hauteur  A, 
le  partager  par  une  ligne  parallèle  aux  doux  bases  en  deux  par- 
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ties  dont  les  aires  aient  un  rapport  donné.  (Sorbonne,  1875.  ) 
(Fo3f.  Atlas, /i^.  91.)  • 

92.  Les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  ont  pour 
longueur  3",  128  et  4",275;  calculer  à  0,001  près  les  segments 
que  la  bissectrice  de  Tangle  droit  de  ce  triangle  détermine  sur 
l'hypoténuse.  (Sorbonne,  1869.)  (  Voy.  Ati^s,  fig,  92.) 

93.  On  donne  les  trois  côtés  du  triangle  ABC;  AB  =  i43'",25, 
AC  =  208»,33,  BC  =  3I5".48.  Calculer  à  0,01  près  la  perpendi 
cnlaire  AD.  c Sorbonne,  1867.)  (Voy,  Atlas,  fig.  93.) 

94.  La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  Tangle  droit 
d'un  triangle  rectangle  sur  Thypoténuse  partage  cette  hypoté- 
nuse en  deux  segments  dont  les  longueurs  sont  ^'"^SS  et  ri*",  12. 
Oq  demande  de  calculer  à  0,001  près  les  côtés  de  l'angle  droit. 
(Sorbonne,  1866.)  (  Voy.  Atlas,  fig.  94.) 

95.  Trouver  en  degrés,  minutes  et  secondes,  dixièmes  et  cen- 
tièmes de  seconde,  la  valeur  de  -Tare  dont  la  longueur  est  de 
3  mètres  dans  la  circonférence  qui  a  2  mètres  de  rayon.  (Sor- 
bonne, 1873.) 

96.  Un  terrain  a  la  forme  d*un  trapèze  isoscèle  dont  les  bases 
sont  respectivement  égales  à  100  mètres  et  40  mètres,  et  dont  le 
côté  est  de  oi)  mètres.  On  demande  :  1^  la  surface  de  ce  terrain 
en  ares;  2<^  la  surface  aussi  en  ares  du  terrain  triangulaire  qu'on 
obtiendrait  en  ajoutant  au  trapèze  le  triangle  partiel  formé  par  le 
concours  des  côtés  non  parallèles.  (Sorbonne,  1873.  )  (  Vvy.  Atlas, 
Aff.  96.) 


cnAPiTUK  m. 

l'IlOliLÈJlES  Sriî  I.KS  QL-AUBILATÈRES. 


I    DEMONSTRATIONS  DE  PROPRIÉTÉS  OO  CONSTRHCTIOHS 

GÉOMÉTRIQUES. 

97,  On  il  iii'u\  cirri's;  le  côlr  do  l'un  est  é^-al  à  la  diagonak' 
iIl'  l'.mlrr  :  nin>l  csl  h  rajiport  ilus  surfaces  des  deux  carrt=.' 
iSuilmonc,  ISKIKI  (l'".'/- Atlas,/;.'/.  iiT.; 

98.  Si,  l'i  [irtrlir  ili-s  ftiirt-rimts  souinifls  d'un  carré,  on  porU- 
loujours  iliins  lo  mi^ine  sens  des  loni-'ueiirs  i-galcs,  la  B^^ure  for- 
.mOe  en  jiii;;niiril  k-s  points  consi^cutifs  ainsi  obtenus  est  encore 
iiilcun-.  ilV'/.  Atws,  /;.'/■»«■) 


99.  On  triiniu  uni'  tlruiii-  :■;»;    !.■-. 
lin  tiiipi'/i',  ei  l'on  prui"- 
lli<  llsm-,  iiin^i  i|UL'  \f~  .1". 

eux  des  ciili'i  paraik 
iiriT  qu'en  prolonge 
.iIIl'Ics.  ers  trois  dr» 
^jibonno,  IsiJI.)   0 

100.  Si  aoii^  un  |>arallijlu<;riiiiiiii 
uiit'Silcaiiii'  i|uHri5n([u(;  Dli,  on 

mène  une  dia^^onale 

ÎÏF'==  FU 

II' 

r  li.Ljiiri'  ijui  a  pour  BammiH  k's  milieux  dos  côtés  d'un 
le  l'St  un  jiuriillL'IutjMmine.  ^^"y.  Atus.  ^y.  lUI.) 
1  11  Iriiei^  rliinsi  un  plan  la  médiane  qui  joint  les  milieu» 
cijléï  u|l|lll^é3  d'un  i[Uddril.ilèrc,  et  l'on  a  mesuré  b 
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disbnca  du  milieu  de  celte  médiane  à  un  axe  situé  dans  le  plan. 
On  propose  de  démontrer  que  cette  distance  est  la  moyenne 
arithmétique  des  distances  des  quatre  sommets  du  quadrilatère 
an  même  axe,  et  que  le  point  de  rencontre  des  deux  médianes 
estle  milieu  de  chacune  d'elles.  (Sorbonne,  1854.)  [Voy.  Atlas, 
f!f'  «02.) 

103.  Étant  donné  un  quadrilatère  ÂBCD  dont  deux  angles  op- 
posés sont  droits,  on  demande  de  prouver  que,  si  d*un  point  M 
de  la  diagonale  ÂC  on  abaisse  sur  les  côtés  CB  et  ÂD  les  perpen- 

MP      MO 

dicolaires  MP  et  MQ,  la  somme  des  deux  rapports  -7-5  +  7^  =  ^  • 

AH        LU 

Sorbonne,  1860.)  {Voy.  Atlas,  fig.  103.) 

104.  Dans  un  quadrilatère  inscriptible,  le  rectangle  des  dia- 
gonales est  égal  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés  opposés. 
Soy.  Atlas,  fig.  104.) 

105.  Les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  côtés  opposas 
don  quadrilatère  inscriptible  sont  à  angle  droit.  {Voy,  Atlas(, 
f'h  103.  ) 

106.  Étant  donné  le  trapèze  ABCD,  on  demande  de  construire 
la  droite  PQ  parallèle  aux  bases  et  qui  partage  la  surface  du  tra- 
pèze en  deux  parties  ayant  entre  elles  le  rapport  |.  (Sorbonne, 
1868.)  {Voy.  Atl\s,  fig.  106.) 

107.  On  donne  un  trapèze  ABCD;  on  partage  les  côtés  non 
parallèles  AC  et  BD,  à  partir  des  points  A  et  B,  dans  le  rapport 
de  2  à  3,  et  Ton  joint  les  points  de  division  :  on  propose  de  dé- 
montrer que  la  ligne  EF  est  parallèle  aux  bases  du  trapèze  et  de 
calculer  la  lon^^ueur  de  la  droite  EF,  sachant  que  AB  =  1:2 io  mè- 
tres et  que  CD  =3850  mètres.  (Sorbonne,  1809.)  {Voy.  Atlas, 
^7.  107.) 
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20  CONSTRUCTIONS  DE  QUADRILATÈRES  D'APRÈS  DES 

CONDITIONS  DONNÉES. 

108.  Construire  un  carré,  connaissant  la  somme  de  son  côlé 
et  de  sa  diagonale.  (Voy.  Atlas,  fitj.  108.) 

109.  Construire  un  carré,  connaissant  les  quatre  points  où 
les  côtés  prolongés  coupent  une  droite  indéfinie.  (Voy.  Atus, 
fiy.  109.) 

110.  On  donne  deux  droites  parallèles  et  deux  points,  mener 
par  ces  points  deux  parallèles  qui  forment  avec  les  droites  don- 
nées un  losange.  {Voy.  Atlas,  pg,  110.) 

111.  Construire  un  trapùze  inscrit  dans  un  cercle  donné,  con- 
•  naissant  sa  hauteur  et  la  demi-somme  des  bases.  [Voy,  Anv?, 

fîg.Wl.) 

112.  Construire  un  trapèze  inscrit  dans  un  cercle  donné, 
connaissant  sa  hauteur  et  la  différence  des  bases.  {Voy,  Atlvs 
A'/.  112.) 

113.  Construire  un  quadrilatère  plan,  connaissant  les  l'.n- 
gucurs  des  quatre  côtés  et  de  la  ligne  qui  joint  les  milieux  «if> 
deux  côtés  opposés.  '^Voy.  Atlas,  py,  113.) 
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114.  La  surface  d'un  carré  est  égale  à  3873  hectares;  on  pro- 
pose de  calculer  à  1  centimètre  près  le  côté  de  ce  carré.  ^>  r- 
bonne,  18G0.) 

115.  On  a  un  polygone  ABCDE  composé  d'un  triangle  équ.ia- 
téral  BCE  et  d'un  carré  ABED.  La  surface  do  ce  polycone  ♦^-' 
égale  à  3  hectcires  3(>  ares.  On  demande  de  trouver  le  côté  AB 
(Sorbonne,  1858.) 
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116.  Calculer  le  côté  d^un  carré  dont  la  surface  serait  égale  à 
la  surface  de  la  Terre  supposée  sphérique.  (  Sorbonne,  1858.) 

117.  Construire  un  carré  dans  lequel  la  différence  entre  la 
diagonale  et  le  côté  soit  égale  à  6  mètres  ;  quel  fera  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  à  ce  carré?  (Sorbonne,  1859.)  (Voy.  Atlas, 
fe.  il7.) 

■ 

118.  La  surface  d'un  rectangle  est  de  216  mètres  carrés,  et 
son  périmètre  est  de  60  mètres  ;  quels  sont  les  cétés  du  rectan- 
gle? (Sorbonne,  1859.) 

119.  Sur  un  terrain  plat,  on  yeut  établir  pour  un  troupeau  de 
moutons  un  parc  rectangulaire  qui  ait  6i00  mètres  carrés  de 
superficie  et  dont  le  périmètre  soit  de  400  mètres,  longueur 
totale  d'une  clôture  mobile  dont  on  peut  disposer.  On  demande 
quelles  longueurs  doivent  avoir  les  côtés  du  rectangle.  (Sor- 
bonne, 1859.)  • 

120.  Un  trapèze  est  donné  dans  lequel  les  deux  bases  paral- 
lèles et  la  hauteur  sont  représentées  par  a,  h,  h  \  on  divise  les  côtés 
en  trois  parties  égales  par  des  parallèles  aux  bases,  ce  qui  par- 
tage le  trapèze  donné  en  trois  trapèzes  partiels.  On  propose  de 
trouver  la  surface  de  chacun  do  ces  trapèzes,  exprimée  au  moyen 
des  données  a,  byh,  (Sorbonne,  1858.)  (Voy.  Atlas,  fiff,  iâO.) 

121.  Les  deux  côtés  parallèles  d'un  trapèze  ont  pour  valeur 
3",121  et  5*,17;  les  deux  autres  côtés  sont  également  inclinés 
sur  les  bases  et  ont  pour  valeur  2"^  2  ;  trouver  la  surface  du  tra- 
pèze. (Sorbonne,  1860.)  {Voy.  Atlas,  fig.  121.) 

122.  Les  deux  bases  d'un  trapèze  ont  respectivement  pour 
longueur  12  mètres  et  7  mètres;  on  demande  de  calculer  la  posi- 
tien  de  la  droite  parallèle  aux  bases  qui  diviserait  le  trapèze  en 
deux  parties  équivalentes.  (Sorbonne,  1858.)  (Voy.  Atlas, 
fe.  122.) 

123.  Étant  donné  un  trapèze  ABCD  dont  les  bases  parallèles 
AB,  CD  ont  en  longueur  respectivement  3'",15  et  l'",65,  et  dont 
la  hauteur  est  2  mètres;  par  le  point  B  pris  sur  la  base  supé- 
rieure DC,  à  la  distance  DE  égale  à  0",70,  on  mène  la  droite  EF 
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qui  divise  le  trapèze  en  deux  autres  DEFA  et  DCFfi,  dont  le  pre 
mier  est  le  tiers  du  second  en  surface;  on  demande  quelle  est  la 
distance  AF.  (Sorbonne,  1860.)  {Voy.  Atlas,  fifj.  123.) 

124.  L'une  des  bases  d'un  trapèze  égale  10  mètres,  sa  hauteur 
est  de  i  mètres,  sa  surface  de  32  mètres  carrés.  A  une  disiancd 
de  1  mètre  de  la  base  donnée,  on  lui  mène  une  parallèle.  On 
demande  la  longueur  de  la  partie  de  cette  droite  comprise  dans 
l'intérieur  du  trapèze.  (Sorbonne,  1858.)  (Voy.  Atlas,  py,  lil.' 

125.  La  hauteur  d'un  trapèze  est  10  mètres,  la  surface  de  c»> 
trapèze  est  égale  à  celle  d'un  rectangle  qui  serait  construit  si: 
les  deux  bases  parallèles;  de  plus,  le  double  de  la  plus  [tehW 
bâso,  ajouté  au  triple  de  la  plus  grande,  est  égal  à  quatre  fois  la 
hauteur  du  Irapè/e.  On  demande  la  valeur  des  deux  ba>cs,  •  Sui- 
bonne,  I8*>8.) 

126.  Klaiit  donné  un  trapèze  ABCD  dont  les  deux  bases  paral- 
lèles AU  et  Cl)  ^0Mt  respectivement  égales  à  5.  mètres  et3mrlres. 
on  (It-mande  par  quel  point  1  de  la  diagonale  AC  passe  la  dro:l" 
EF  parallèle  au  colé  AD  qui  divise  le  trapè/.e  en  deux  parti'S 
AEFl)  et  Llit'J'\  (|ui  sont  dans  le  rapport  de  :2  à  3.)  Sorbonn»'. 
18:iî).;  [Von.  Atlas,  py.  hiO.) 

127.  On  donne  un  trapèze  ABCD  dans  lequel  on  a  AB=I, 
AC  ^=  :2,  Cl)  ^=  3-,  on  demande  dans  quel  rapport  AC  ^sera  di\i>é 
par  la  parallèle  aux  bases  qui  partagerait  la  surface  du  trapè/. 
en  deux  parties  équivalentes.  (Sorbonne,  18G0.)  .To^/.  Atl.4-, 
A//.  1-27.) 

• 

128.  Les  bases  d'un  trapèze  sont  AB  =  18",  CD  =  li".  la  hau- 
teur est  7  mètres.  Calculer  à  0,01  près  à  quelle  distance  de  U 
base  AB  il  faut  mener  une  parallèle  EF  à  cette  base  pour  qi  ^ 
cette  liiine  partage  la  surface  du  trapèze  en  deux  parties  équiva- 
lentes. (Sorbonne,  186(3.)  [Voy.  Atlas,/?//.  1:28.» 

129.  Les  deux  côtés  parallèles  d'un  trapèze  ont  pour  valeur 
3"™,  1:21  et  ,7",  17.  Les  deux  autres  sont  également  inclinés  sur  U> 
bases  et  ont  pour  valeur  "l^^^i.  Trouver  la  surface  du  Irapèzo. 
(Sorbonne,  1866.)  {Voy.  Atlas,  fiy.  129.) 
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130.  Dans   ud   trapèze  ABCD,   on  donne  les  deux  basés 

AB  =  738",  €0  =  518", 

et  les  côtés  non  parallèles 

AC  =  DB  =  203". 

Calcoler  à  0*,001  près  les  deux  diagonales.  (Sorbonne,  18(m.  ) 
'Voy,  ATLKs/fig.  130.) 

131.  Les  deux  bases  parallèles  d'un  trapèze  sont  égales  ù 
j  mètres  et  à  3  mètres.  On  demande  par  quel  point  1  de  la  dia- 
gonale AC  passe  la  droite  EF  parallèle  au  côté  AI)  et  divisant  le 
trapèze  en  deux  parties  dont  le  rapport  £oit  f.  (Sorbonne,  I8<)i.) 
[Voij.  Atlas,  fig.  131.) 

132.  On  donne  un  trapèze  ABCD  et  un  point  I  sur  la  base  supé- 
rieure CD;  mener  par  ce  point  une  droite  IF  qui  partage  le  tra- 
pèze en  deux  autres  équivalents.  Appliquer  au  cas  de  ÂB  =  6", 
DC-  4'",oO,    DI  =  1",50.   (Sorbonne,  I8G4.)  {Voy.  Atla,, 


CHAPITRE    IV. 
l'ROGLfiMES  SUR  I.A  CIRrû>-Kt'RENCE  ET  LE  CERCLE. 


1°  CONSTRDCTIONS  DE  PROPRIÉTÉS  OU  CONSTRUCTIONS 
GÉOMÉTRIQUES. 


133.  Sur  le  cercle  circooscril  à  un  triangle  ^-quilatéral  ABC 
on  prend  un  point  à  volonlé  ;  prftuver  que  HB  =  HA4-HC. 
(V»y.  Atlas,  fin-  133.) 

134.  Si  du  point  A,  milieu  de  BC,  on  mène  deux  sécuUsi 
quelconques,  AF,  XG,  le  quadrilatère  FDEG  est  iiucriptiblf. 
(l'uj,.  ATL.\s./i.7.  13(.) 

133.  On  a  dans  un  cercle  une  corde  CD,  parallèle  au  disinèlrc 
AB  :  des  e.vtrémités  de  la  corde  on  abaisse  des  perpendiculaires  CE, 
DKsur  le  diainèlre;  on  demande  de  prouver  que  les  segmenUAE 
et  IJF  sont  égaux.  (Sorbonne,  iS.'i9.)  (Voj.  Atlas,  p;,.  135.) 

136.  (Juand  deux  cercles  te  touchent  en  un  point  P.  sî  paroa 
point  on  mène  deux  droites  qui  renconlrenl  l'un  des  cerclM  en 
A  l'i  li  et  l'aulre  en  A'  1 1  B',  on  demande  de  prouver  que  la  cords 
ABi'ît  parallèle  ù  la  corde  A'B'.  (Sorbonne,  IdOO.J  [Voy.  Atus, 

P^i.  mu.i 

137.  IJmnô  deux  cercles  se  coupent  en  un  point  U,  si  ptr  oe 
point  on  mène  trois  droites  qui  les  rencontrent  aux  points 
A,  B,  C  et  A',  G',  C,  on  demande  de  prouver  que  les  deux  trian- 
gles ABC  et  A'B'C  tont  sem^ables.  (Sorbonne,   1839.)  iV'aji, 

Atlas /fj;  137.) 

138.  (In  (lunne  un  cercle  dont  le  centre  est  D  et  le  ravon 
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OA=R;  on  prolonge  OA  de  AB  =  a;  on  demande  de  mener  par 

RN        m 

le  point  B  one  sécante  BMN  telle,  que  le  rapport  gy  =  -  soit 

DO  nombre  donné  m.  On  reconnaîtra  si  ce  nombre  peut  être 
choisi  arbitrairement.  (Sorbonne,  i859.)  {Voy,  Atlas,  fg»  138.) 

139.  Sar  le  diamètre  AB  d'un  cercle,  on  prend  deux  points  C 
et  D,  à  égale  distance  du  centre  ;  démontrer  que,  si  Ton  joint 
les  points  C  et  D  à  un  point  quelconque  M  de  la  circonférence,  la 

somme  ÛC'  et  MD'  sera  toujours  la  même,  quel  que  soit  le 
point  M.  (Sorbonne,  1859.)  (Voy,  Atlas,  fig,  139.) 

140.  On  donne  un  cercle  et  une  droite  GH  perpendiculaire  à 
son  diamètre  AB  ;  par  le  point  A  on  mène  une  corde  AD  qui  ren- 
contre la  droite  GH  en  C;  on  demande  de  prouver  que  le  produit 
des  deux  lignes  AD  et  AC  a  toujours  la  môme  valeur,  quelle  que 
8(Ht  la  direction  de  la  corde  AD.  (Sorbonne,  1860.)  {Vuy,  Atlas, 
fin.  140.) 

141.  Quand  deux  cercles  se  coupent  en  deux  poiols  P  et  Q,  si 
par  le  premier  point  P  on  mène  une  droite  PAA'  qui  les  rencon- 
tre en  A  et  A',  on  demande  de  prouver  que  l'angle  AQA'est  tou« 
jours  de  même  grandeur,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  ligne 
PAA'.  (Sorbonne,  1859.)  {Voy.  Atlas,  fig.  141.) 

142.  Si  par  un  point  pris  dans  un  cercle  on  mène  deux  cordes 
perpendiculaires,  la  somme  des  carrés  de  ces  droites  a  une  va- 
leur constante.  [Voy,  Atlas,  fig.  14â.) 

143.  Si  d'un  point  quelconque  du  cercle  circonscrit  à  un  trian- 
gle on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés»  les  pieds 
de  ces  trois  perpendiculaires  sont  en  ligne  droite.  (Voy.  Atlas, 
fe.l43.) 

144.  Sur  une  ligne  AC  on  construit  une  demi-circonférence; 
sur  cette  même  droite  on  prend  un  point  B.  Trouver  sur  la  cir- 
conférence un  point  M  tel,  que  la  tangente  en  ce  point  soit  égale- 
ment inclinée  sur  les  droites  MA,  MB.  (Voy.  Atlas,  fig.  144.) 

145.  Par  le  point  d'intersection  de  deux  cercles,  inscrire  une 
droite  égale  à  une  longueur  donnée.  (Voy.  Atlas,  fig»  145.) 
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146.  Étant  données  deux  circonférences,  mener  une  sécante 
telle  que  la  somme  des  parties  interceptées  par  les  circonfércD- 
ces  soit  égale  à  une  longueur  donnée,  la  sécante  étant  parallèle  à 
une  direction  donnée.  (Voy,  Atlas,  fi(/.  14(î.) 

147.  Étant  donnés  deux  cercles  qui  se  coupenf,  mener  par  Tun 
des  points  d'intersection  une  droite  qui  ait  son  milieu  en  ce 
point.  (  Voy .  Atlas  ,  fi  y .  1 47 .  ) 

148.  Ét<mt  donnés  un  angle  et  un  cercle  inscrit  dans  cet  an- 
gle, mener  à  ce  cercle  une  tangente  telle,  que  la  partie  intercep- 
tée entre  les  côtés  de  Tangle  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 
(Voy.  XriK^,  fiy.  Ii8.) 

149.  Étaot  dunnée  une  circonférence  0,  un  diamètre  AB  (t 
un  arc  CD,  trouver  un  point  P  tel  que,  si  Ton  joint  CP,  DP,  on 
ait  M0  =  ON.  (Voy.  Atlas,  fiy.  1  i9.) 

150.  On  donne  de  grandeur  et  de  position  deux  circonférences 
0  et  O'etun  point  A  dans  leur  plan.  On  propose  de  mener  MN 
passant  par  le  point  A,  de  façon  que 

AMm 
AN  ~  n  * 

(Voy.  Atlis,  fiy,  irJO.) 

151.  Lorsque  trois  cercles  se  coupent  deux  à  deux,  les  cordes 
d'intersection  passent  au  môme  point.  [Voy  Atlas,  fiy.  loi  . 

152.  Si  l'on  fait  rouler  un  cercle  dans  un  autre  de  rayon  dou- 
ble, fixe  de  position,  un  point  quelconque  du  premier  cercle  dé- 
crit une  droite,  [Vay.  Atlas,  fiy.  ITJâ.  ) 

153.  Si  par  un  point  pris  en  dehors  d'un  cercle  on  nièm' 
deux  sécantes  également  distantes  du  centre,  les  diai:onaIes  du 
quadrilatère  formé  par  les  points  d'intersection  se  cuuptnl  en  un 
point  constant,  {Voy.  Atlas,  fiy.  JoJ.) 

154.  On  demande  de  mener  par  le  centre  C  d  un  cercle  une 
oblique  CD  sur  la  tangente  en  un  point  A,  telle  que  la  partie  PH. 
comprise  entre  la  circonférence  et  la  tangente,  suit  moitié  de  la 
distance  DA.  (Sorbonne,  18Gr>.)  (To//.  Atlas, /?//.  loi.) 
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155.  Par  an  point  0  pris  sur  la  circonférence  d*Qn  cercle,  on 
mène  des  cordes  OA,  OB,  OC  et  on  les  prolonge  jusqu'en  X\  B',  C 
de  quantités  égales  à  elles-mêmes.  On  demande  de  prouver  que 
ces  points  sont  sur  une  deuxième  circonférence  de  cercle,  et  Ton 
demande  en  ontre  quel  est  le  rapport  des  surfaces  des  deux  cer- 
cles. (Sorbonne,  1866.)  {Voy.  Atlas,  fig.  155.) 

156.  Quand  deux  cercles  se  coupent  en  un  point  0,  si  par  c<* 
poiDt  on  mène  trois  droites  qui  les  rencontrent  en  a,  6,  c,  a',  b\  e\ 
prouver  que  les  deux  triangles  abc,  a'b'e'  sont  semblables.  (Sor- 
bonne,  1863.)  (  Voy.  Atlas,  fig,  156.) 

157.  On  prend  sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle  deux  points 
C  et  D  également  distants  du  centre  0.  On  joint  un  point  M  de  la 
circonférence  à  ces  deux  points  C  et  D.  Démontrer  que  la  somme 

^C  -|-  MD^  restera  !a  même,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M. 
Sorbonnc,  1866.)  {Vity,  Atlas,  fig.  157.) 


i  COHSTRUCTIONS  DE  CIRCONFÉRENCES  D'APRÈS  DES 

CONDITIONS  DONNÉES. 


158.  Construire  un  cercle,  connaissant  son  rayon,  et  assujetti 
à  passer  par  un  point  et  à  être  tangent  à  un  cercle  donné. 

159.  Construire  un  cercle  passant  par  un  point  donné  et  tan- 
cent à  un  cercle  donné  en  un  point  donné.  {Voy.  Atlas,  fig.  159.) 

160.  Construire  une  circonférence  passant  par  deux  points 
donnés  et  tangente  à  une  droite.  {Voy.  Atlas,  fig  IGO.) 

161.  Construire  une  circonférence  passant  par  un  point  et  lan- 
.'ente  à  deux  droites.  {Voy.  Atlas,  fig.  161.) 

162.  Construire  une  circonférence  tangente  à  trois  circonfé- 
rences données  et  égales  entro  elles. 

163.  Construire  une  circonférence  tangente  à  une  circonférence 
donnée  et  passant  par  deux  points.  (Voy,  Atlas,  fig.  163.) 
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164.  Construire  une  circonférence  passant  par  deux  points  et 
interceptant  une  longueur  donnée  sur  une  droite.  (Voy.  Atlas, 
fiy-  16i.) 

165.  Construire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points 
donnés  et  interceptant  sur  une  circonférence  donnée  un  arc  dont 
la  corde  soit  égale  à  une  longueur  donnée.  (Voy.  Atlas,  fig.  iô^jj 

166.  Construire  une  circonférence  ayant  son  centre  en  un  point 
donné  et  interceptant  sur  deux  parallèles  des  longueurs  dont  la 
somme  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

167.  Quand  deux  cercles  se  touchent  en  P,  si  par  ce  point  on 
mène  deux  droites  qui  rencontrent  Tun  des  cercles  en  A  et  B, 
l'autre  en  A'  et  B',  on  demande  de  prouver  que  la  corde  AB  est 
parallèle  à  A'B'.  (^Sorbonne,  1867.)  [Voy.  Atlas,  fig.  167.) 

168.  On  demande  de  déterminer  sur  la  tangente  AB  un  point  A 
d'un  cercle  dont  le  centre  est  C,  un  point  D  tel  que  la  partie  DE 
comprise  entre  ce  point  et  la  circonférence  sur  la  droite  menée 
du  point  D  au  centre  C  soit  moitié  de  AD.  (Sorbonne,  1868.) 
(  Voy.  Atlas,  fig,  168.) 
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169.  Le  rayon  de  la  surface  des  mers,  si  l'on  suppose  la  Terre 
spliérique.est  de  6366  198  mètres.  On  demande  à  quelle  distance 
peut  s'étendre  en  pleine  mer  la  vue  de  Tobservateur  élevé  de 
r>0  mètres  au-dessus  du  niveau  de  l'eau.  (Sorbonne,  18oi.)  (Voy. 
Atlas, /i^/.  169.) 

170.  On  demande  de  mener,  par  le  centre  C  d'un  cercle,  une 
obli(|ue  CD  sur  la  tangente  en  un  point  A,  telle  que  la  partie  DE 
de  cette  oblique  comprise  entre  la  circonférence  et  la  tangente 
soit  la  moitié  do  la  distance  du  point  D  au  point  de  contact  A. 
(Sorbonne,  1860.)  {Voy.  Atlas,  fiy.  170.) 
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171.  Les  deux  drolteB  OÂ,  OB  se  coupent  à  angle  droit  au  cen- 
tre 0  d'un  cercle  dont  le  rayon  OA  est  de  1091  mètres;  par 
le  point  C  pris  sur  le  prolongement  de  OA,  à  la  distance 
OC  =  1997  mètres  da  centre,  on  mène  la  tangente  CD  an  cercle  ; 
trouver  à  quelle  distance  OB  du  point  0  cette  tangente  coupe  la 
droite  OB.  Déterminer  aussi  l'angle  OCB.  (Sorbonne,  1860.) 
{Von.  Atlas,  fig.  17t.) 

172.  Deux  cercles  ont  pour  rayon,  Tun  20  mètres,  Tautre 
il  mètres;  on  demande  quel  rayon  doit  avoir  un  troisième  cer* 
cle  pour  que  sa  surface  soit  la  somme  des  surfaces  des  deux  pre* 
miers.  (Sorbonne,  1860.)  {Voy.  Atlas*  fig.  172.) 

173.  Connaissant  les  rayons  AC,  BD  de  deux  cercles  et  la 
distance  AB  de  leurs  centres,  savoir  :  AÇ  =  327",  BD  =  1 15*", 
ÂB  =  729  mètres,  trouver  la  longueur  CD  de  la  tangente  com- 
mune menée  extérieurement  à  ces  cercles.  (Sorbonne,  1860.) 
{Voy,  Atlas,  fig,  173.) 

174.  Les  rayons  des  deux  cercles  0  et  0'  sont  respectivement 
3",7o  et  2'",15;  la  distance  des  centres  est  4'",95.  Gela  posé,  on 
demande  de  calculer  Faire  MANB,  comprise  entre  les  arcs  MAN 
et  MBN.  (Sorbonne,  1859.)  {Voy.  Atlas,  fig.  174.) 

175.  Un  cercle  de  5  mètres  de  rayon  est  inscrit  dans  un  an- 
gle BAC  de  38''42'25';  on  demande  de  calculer,  à  0"*,01  près, 
l'aire  de  la  6gure  ABGD  comprise  entre  Tare  BDC  du  cercle  et 
les  deux  côtés  de  Tangle.  (Sorbonne,  1859.)  (Voy.  Atlas, 
/îâf.173.) 

176.  Dans  le  cercle  0,  Tangle  au  centre  AOB  =  30«;  on  sait 
en  outre  que  la  surface  du  triangle  surpasse  de  2  mètres  carrés 
la  surface  du  segment  AMB.  On  demande  de  calculer  le  rayon  du 
cercle  à  0,001  près.  (Sorbonne,  1859.)  (Voy.  Atlas,  fig.  176.) 

177«  La  circonférence  étant  divisée  en  360»,  le  degré  en  60', 
la  minute  en  60'^,  etc.,  on  demande  quelle  fraction  de  la  circon- 
férence est  Tare  de  27»  17' 32*.  (Sorbonne,  1859.)  (Voy.  Atlas, 
fe.  177.) 

178.  Calculer,  à  0,01  près,  le  rapport  des  surfaces  des  deux 
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segments  de  cercle  CED  et  CDD,  sachant  que  la  corde  CD  passe 
par  le  milieu  du  rayon  AB  qui  lui  est  perpendiculaire.  (Sor- 
bonne,  1860.)  {Voy,  Atlas,  fîf/,  178.) 

179.  Calculer  à  O'Vl  près  Tangle  que  doivent  faire  deux  rayons 
d'un  cercle  pour  que  la  surface  du  triangle  formé  par  ces  deux 
rayons  et  par  la  corde  qui  joint  leurs  deux  extrémités  soit  le  Vy 
de  la  surface  du  cercle.  (Sorbonne,  1860.) 

180.  Calculer  en  heclares  la  surface  du  segment  compris  entre 
un  arc  de  60  degrés  et  sa  corde,  dans  un  cercle  dont  le  rayon 
ost  de  572  mètres.  (Sorbonne»  1860.)  (Voy.  Atlas,  /?//.  180. j 

181.  On  a  deux  cercles  concentriques  dont  les  rayons  sont 
7'", ri  et  2'",8  ;  on  mène  par  le  centre  0  de  ces  deux  cercles  deax 
rayons  OA  et  OB,  faisant  entre  eux  un  angle  de  37  degrés;  on 
demande  de  calculer  la  surface  de  la  partie  AB  A'B'du  plan  com- 
pris entre  les  deux  rayons  et  les  circonférences  des  deux  cer- 
cles. (Sorbonne,  18r>8.)  {Voy.  Atlas,  ^/y.  181.) 

182.  On  donne  un  cercle  dont  le  ravon  est  26  mètres.  On  v 
inscrit  une  corde  CD  de  2i  mètres.  Celte  corde  divise  cb  deux 
parties  le  diamètre  AB  qui  lui  est  perpendiculaire.  On  demande 
la  longueur  de  chacune  de  ces  parties.  (Sorbonne,  18r>8.  )  (Voy. 
Atlas,  fifj    182.)      , 

183.  On  donne  deux  points  A  et  B  sur  une  parallèle  à  une 
ligne  donnée  x//;  leur  distance  AB  =  2 a;  la  distance  des  deux 
parallèles  est  b;  on  demande  à  quelle  dislance  de  la  droite  AB 
se  trouve  le  centre  du  cercle  qui  passera  par  les  deux  points  A  et 
B  et  est  langent  à  la  droite  xy.  (Sorbonne,  1850.)  {Vvy.  Atlas, 
Pfh  18-^) 

184.  Par  le  centre  du  cercle  (),  on  mène  les  deux  droites  AB 
cl  CD,  perpendiculaires  enlre  elles,  el,  d*un  point  M  de  la  cir- 
conférence, on  abaisse  sur  ces  deux  droites  dos  perpendiculaires 
MP  et  MQ:  on  demande  si  la  somme  des  deux  lii;ncsMPrtMQesl 
^u-cepiible  d'un  maximum  ou  d'un  minimum. 

Si  la  réponse  est  affirmative,  on  déterminera  la  position  du 
point  M  qui  convient  au  maximum  ou  au  minimum.  (Sorbonne, 
18(>().)  [Voy.  Atlas, //>/.  ISi.) 
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18S.  On  demande  quel  angle  doivent  faire  entre  eux  deux 
rayons  OÂ,  OB  d'un  cercle  pour  que  la  surface  du  triangle  AOB 
soit  le  plus  grande  possible.  On  calculera  à  0,0001  près  le  rap- 
port de  celte  surface  maximum  à  celle  du  cercle.  (Sorbonne, 
1860.)  (Voy.  Atlas,  fig.  183.) 

1S6.  Calculer  à  1  décimètre  carré  près  Taire  d'un  segment  de 
cercle  dont  Tare  est  de  ^,  le  rayon  du  cercle  élant  égala 
1  mètie.  (Sorbonne,  1870.)  {Voy,  Atlas,  fig,  186.) 

187.  Dans  un  cercfe  de  rayon  R,  on  mène  une  corde  à  une 

dislance  du  centre  ^  ;  calculer  les  expressions  des  surfaces  des 

déox  segments  déterminés  par  celle  corde.  (Sorbonne^  187.').) 
[Voy.  Atlas,  fiff.  187.) 

188.  Dcux'cordes  d'un  cercle  AB  et  CD  se  coupent  en  0;  les 
poinls  OA,  OB  de  la  première  corde  sont  respectivemenl  égaux 
à  1",2  et  i^J.  La  dilTérence  enlrc  les  parlies  OC,  OD  de  la  se- 
conde corde  CD  est  de  I'",8i.  On  demande  la  longueur  de  la 

corde  CD.  (Sorbonne,  18G6.)  (  Voy,  Atlas,  fig.  188.) 

• 

189.  Dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  de  10  mèlres,  calculer 
la  surface  du  segment  donl  l'arc  est  de  1?0».  (Sorbonne^  1868.) 
{Voy.  Atlas,  fig.  189.) 

190.  On  a  deux  cercles  concentriques  dont  les  rayons  sont 
de  7",5  et  de  2'",8.  On  mène  par  le  centre  de  ces  deux  cercles 
deux  ravons  OA  et  OB  faisant  entre  eux  un  anj^le  de  37**.  On  de- 
mande  de  calculer  la  surface  ABCD  du  plan  compris  enlre  les 
dfux  rayons  et  les  circonférences  des  deux  cercles.  (Sor- 
bonnp,  1868.)  (Voy.  Atlas,  fig.  190.) 

191.  Calculer  à  0,01  près  le  rayon  d*un  cercle  dont  la  surface 
est  de  35  mètres  carrés.  (Sorbonne,  1867.) 

192.  Calculer  en  degrés,  minutes  et  secondes  la  valeur  d'un 
arc  de  cercle  dont  le  rayon  est  de  5  mètres,  sachant  que  la  sur- 
face du  secteur  qui  correspond  à  cel  arc  est  de  7  mètres  carrés. 
(Sorbonne,  1865.) 

193.  Deux  cordes  AB  et  CD  se  coupent  au  point  M;  on  con- 
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naît  AM  =  2",5G,  MB  =  3^60  etCD  =  8".6i.  On  demande  de 
calculer  CM  et  MD.  (Sorbonnp,  1867.)  (  Voy,  Atlas,  fig,  193.) 

194.  Calculer  les  côtés  d*un  trapèze  isoscèle  circonscrit  à  un 
cercle,  sachant  que  la  somme  des  deux  côtés  parallèles  est  égale 
à  2a  et  que  la  surface  est  égale  à  celle  d'un  carré  dont  le  côté 
est  b.  (Sorbonne,  1873.)  (Voy,  Atlas,  fig.  194.  ) 

195.  Les  rayons  OA,  OB  de  deux  cercles  concentriques  valent 

20  et  36  mètres.  Dans  le  grand  cercle,  on  mène  une  corde 
MN  tangente  au  petit;  calculer  sa  longueur.  (Sorbonne,  1868.) 
{  Voy.  Atlas,  ^^.  19j.) 

196.  Deux  cercles  ont  pour  rayons,  Tun  20  mètres,  l'autre 

21  mètres.  On  demande  quel  doit  être  le  rayon  d*un  troisième 
cercle  pour  que  sa  surface  soit  égale  à  la  somme  des  surfaces  des 
deux  premiers.  (Sorbonne,  1866.)  • 

197.  La  distance  des  centres  de  deux  cercles  est  égale  à 
8  mètres;  les  rayons  de  ces  deux  cercles  sont  égaux  à  i  mètres 
et  à  7  mètres.  Calculer  avec  six  chiffres  décimaux  la  portion  d'une 
tangente  «commune  qui  est  comprise  entre  les  deux  points  de 
contact.  (Sorbonne,  1869.)  (  Voy,  Atlas,  fig.  197.) 

198.  D'un  point  A  distant  de  5  mètres  du  centre  0  d'un  cercle 
dont  le  rayon  est  2  mètres,  on  mène  une  sécante  sur  laquelle  le 
cercle  intercepte  une  longueur  de  1  mètre.  Calculer  la  longueur 
de  la  partie  extérieure.  (Sorbonne,  1869.)  (  Voy.  Atlas,  fig.  198.  ) 

199.  A  un  cercle  de  rayon  R,  on  circonscrit  un  triangle  équi- 
latéral  ABC  et  l'on  mène  une  tangente  DE  parallèle  au  côté  BC. 
Calculer  la  surface  du  trapèze  BCDE.  (Sorbonne,  1873.) 
(  Vcy.  Atlas,  fig.  199.) 


CHAPITRE   V. 


PROBLÈMES  SUR  LES  POLYGONES  RÉGULIERS. 


200.  Trouver  Tangle  du  polygone  régulier  de  dix-sept  côtés; 
y  a-t-il  dans  un  lel  polygone  deux  côtés  parallèles?  Trouv.er  le 
plus  petit  angle  que  forment  d;ux  côtés  prolongés.  (Sor- 
bonne,  1853.  ) 

201.  On  se  propose  de  carreler  une  salle  ayant  r)"',10  de  lar^ciT 
sur  6",935  de  longueur  avec  des  carreaux  hexaj^ones  ro'zuliors 
de  QTji  de  côté,  en  remplissant  les  vides  aux  angles  et  sur  les 
côtés  rectangles  du  parquet  rectangulaire  par  des  fragments  de 
carreaux  convenablement  découpés.  On  demunde  quel  e>t,  à  une 
unité  près,  le  nombre  de  carreaux  nécessaires.  (Sorbonni',  Ls'ii.) 

202.  On  a  un  hexa<?one  régulier  dont  le  côté  est  égal  à  1  mètre  ; 
snr  chacun  des  côtés  AB,  BC,  CD,  etc.,  on  construit  un  carré  ex> 
térieur  i  Thexagone.  Cela  posé,  on  demande  :  1"*  de  démontrer 
que  les  sommets  extérieurs  à  l'hexagone  des  six  carrés  dont  il 
vient  d'être  question  forment  un  polygone  régulier  de  douze 
côtés;  2**  de  calculer  la  surface  de  ce  polygone  régulier.  (Sor- 
bonne,  1858.)  (  Voy,  Atlas,  fig.  202.) 

203.  Le  côté  d*un  hexagone  régulier  est  de  U4'",25.  On  de- 
mande de  calculer  la  surface  de  cet  hexagone  à  1  centimètre  carré 
près.  (Sorbonne,  18o9.) 

204.  Calculer,  à  l'aide  des  tables  trigonomélriques,  la  longueur 
de  la  diagonale  d*un  pentagone  régulier  dont  le  côté  est  1  mètre. 
(Sorhonne,  1839.)  (  Voy.  Atlas,  fig.  201.) 
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205.  Calculer  le  rayon  d'un  cercle  à  moins  de  0",001,  sachant 
que  la  surface  de  ce  cercle  surpasse  la  surface  de  l'hexagone  ré- 
gulier inscrit  d'une  quantité  égale  à  62""i,25.  (Sorbonne,  1859.) 

206.  Le  périmètre  d'un  hexagone  régulier  étant  égal  à  10  mè- 
tres, calculer  à  1  centimètre  carré  près  la  surface  du  cercle 
inscrit.  (Sorbonne,  1860.) 

207.  Calculera  1  millimètre  près  le  rayon  d'un  cercle,  sachant 
que  la  surface  de  l'octogone  régulier  inscrit  surpasse  de  1  mètre 
carré  )a  surface  de  l'hexagone  régulier  inscrit.  (Sorbonne,  i8<j0.) 

208.  Étant  donné  un  hexagone  régulier,  on  demande  de  con- 
struire un  triangle  équilatéral  qui  lui  soit  équivalent  en  surface 
(Sorbonne,  186K) 

209.  On  a  deux  octogones  réguliers  qui  sont  respectivement 
(le  r>8'",3j  et  de  37'", 28.  On  demande  de  calculer  à  0,01  près  le 
côté  d'un  troisième  octogone  régulier,  dont  la  surface  égale  la 
somme  des  surfaces  des  deux  premiers.  (Sorbonne,  1860.) 

210.  Quelle  est  la  surface  du  cercle  circonscrit  au  triangle  équi- 
latéral dont  le  côté  est  de  6  mètres?  Quelle  est  la  surface  du  cercle 
inscrit  dans  le  rac^me  triangle?  (Sorbonne,  186i.)  (Voy.  Atias, 
fig.  210.) 

211.  Calculer  à  0,01  près  le  rapport  de  la  surface  d'un  triangU 
équilatéral  à  la  surface  du  cercle  circonscrit.  (Sorbonne,  lS6r>.) 

212.  Calculer  à  0,01  carré  près  la  surface  de  l'un  des  trois  sc:?- 
nienls  ({ui  sont  compris  entre  la  circonférence  d'un  cercle  de 
8  mètres  de  rayon  et  le  triangle  équilatéral  inscrit  dans  ce  cercle. 

(Sorbonno,  180').) 

213.  Élanl  donné  le  côté  d'un  décagone  régulier  circonscrit  à 
un  cercle,  calculer  le  côté  du  décaizone  régulier  inscrit  dans  le 
môme  cercle.  (Sorbonne,  J87.*).)  (  l'^^y.  Atlas, /?y.  213.) 

214.  Oiilculer  à  0,01  près  le  rapport  de  la  surface  d'un  triaH-le 
équilatéral  à  celle  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  (Sor- 
bonne, ISOO.) 

215.  Calculer  la  surface  d'un  triangle  équilatéral,  sachant 
(lue  le  rayon  du  cercle  inscrit  est  de  1  i2"',25.  (Sorbonne,  1870.) 
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2i6.  Calculer  à  0,001  près  le  périmètre  d'an  octogone  régulier 
inscrit  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  3",50.  (Sorbonne,1866.) 

217.  Trouver  le  rapport  de  la  surface  de  l'hexagone  régulier 
circonscrit  à  un  cercle  à  celle  du  triangle  équilatéral  inscrit 
dans  le  même  cercle.  (Sorbonne,  1873.)  (Voy.  Atlas,  /ig.  217.) 

218.  Le  rayon  d*un  cercle  inscrit  dans  un  triangle  équilatéral 
est  égal  à  i^ySS.  On  demande  la  longueur  du  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  môme  triangle.  (Sorbonne,id67.)  (  Voy.  Atlas,  fig,  218.) 

219.  Construire  avec  la  règle  et  le  compas  le  côté  d'un  triangle 
équilatéral  équivalent  à  un  carré  donné.  (Sorbonne,  1868.) 
(Voy.  Atlas,  fig.  219.) 

220.  Étant  donné  le  côté  a  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans 
un  cercle  de  rayon  R,  calculer  le  côté  d'un  polygone  régulier  d'un 
nombre  double  de  côtés.  On  calculera  le  périmètre  de  l'octogone 
régulier  inscrit  dpns  un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  l'unité. 
(Sorbonne,  1870.)  (  Voy.  Atlas,  fig,  220.) 

221.  Trouver  la  surface  d*un  décagone  régulier  en  fonction  du 
rayon  du  cercle  circonscrit.  (Sorbonne,  1872.)  (\Voy.  Atlas, 
^.221.) 

222.  On  donne  le  rayon  R  d'un  cercle;  exprimer  au  moyen 
de  ce  rayon  :  i^  la  surface  du  décagone  régulier  inscrit  dans  le 
cercle;  2°  la  surface  du  dodécagone  régulier  circonscrit.  (Sor- 
bonne, 1873.)  (Voy.  Atlas,  fig,  222.) 

223.  Deux  cercles  A  et  B  sont  tangents  extérieurement  en  C,  et 
leurs  rayons  ont  pour  longueurs  a  et  3a.  On  demande  :  1*  de 
calculer  Tangle  que  la  tangente  commune  extérieure  DE  fait 
avec  la  ligne  des  centres  AB;  2®  de  trouver  l'expression  de  Taire 
DCE  comprise  entre  cette  tangente  et  les  deux  circonférences. 
(Sorbonne,  1874.)  (Voy.  Atlas,  fig.  223.) 

224.  Calculer  la  surface  du  polygone  régulier  de  vingt-quatre 
côtés,  inscrits  dans  un  cercle  de  rayon  égal  à  l'unilé.  (Sor- 
bonne. 1874.)  (Voy.  Atlas,  fig.  221.) 


CHAPITRE   VI. 


LIEUX  GÉOMÉTRIQUES  SUR  LES  QUATRE  PREMIERS 

LIVRES. 


225.  Sur  deux  droites  rectangulaires  on  fait  glisser  une  droite 
de  longueur  constante;  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  milieu 
de  cette  droite.  (Voy.  Atlas,  fig,  225.) 

226.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  dont  les  distan- 
ces à  doux  droites  données  sont  dans  un  rapport  constant. 
[Voij.  Atlvs,  fifj.  22G.) 

227.  On  donne  une  droite  XY  et  un  point  A.  On  mène  deux 
systèmes  de  droites  AB,  AU'  aboutissante  XV,  et  un  autre  sys- 
tème AC,  AC  faisant  avec  les  premières  un  angle  constant,  et 

tel  que  ^  =  :-— ,  ^-;  trouver  le  lieu  des  points  C,  C,  etc. 

(Vo//.  Atlvs,  pg.  227.) 

228.  Étant  donnés  une  droite  AD  et  un  point  0,  on  mène  par 
le  point  0  une  droite  OM  et  l'on  prend  sur  celte  droite  le  pointN. 
de  telle  sorte  que  OMXOX  soit  égal  à  un  carré  donné  a*.  Trouver 
le  lieu  des  points  N.  (Voy,  Atlas,  fig,  228.) 

229.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  C  de  triangles 
qui  ont  môme  base  AB,  et  la  médiane  issue  du  point  A  de  même 
longueur.  [Vuy.  Atlas,  pg,  229.) 

230.  On  demande  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  de 
leurs  distances  à  deux  points  donnés  soit  égale  à  un  carré  donné. 
{Voy.  Atlas,  pg,  230.) 
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231.  On  demande  le  lieu  des  points  tels  que  la  différence  de 
leurs  distances  à  deax  points  donnés  soit  égale  à  un  carré  donné. 
(Voy.  Atlas,  /î^.  231.) 

232.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  leurs  distances  à  la 
base  d'un  triangle  isoscèle  soient  moyennes  proportionnelles  entre 
leurs  distances  aux  deux  autres  côtés. 

SÏÏ'  =  MIXMG. 

{Voy.  Atlas,  fig.  232.) 

233.  On  demande  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  la 
somme  des  carrés  de  leurs  distances  aux  trois  sommets  d*an 
triangle  équilatéral  soit  égale  à  un  carré  donné.  {Voy,  Atlaî^, 
fe.  233.) 

234.  Dans  un  quadrilatère,  on  donne  trois  côtés  conséculifs  et  la 
longueur  d'une  diagonale.  Trouver  le  lieu  des  milieux  de  la  secondi* 
diagonale,  et  ensuite  !e  lieu  des  milieux  de  la  droite  qui  joint  les 
jnilieux  des  diagonales.  (Voy.  Atlas,  /?//.  23i.) 

235.  D'un  point  A  pris  sur  une  droite,  on  mène  une  droite 
ÂB  jusqu'à  une  parallèle;  en  B  on  mène  BC  perpendiculaire  à 
AB.  En  C  on  fait  l'angle  ACD  double  de  CAB.  De  A  on  abais£e 
AD  perpendiculaire  à  DC.  Trouver  le  lieu  des  points  D,  quand  la 
direaion  de  AB  change.  {Voy.  Atlas,  pg,  23o.) 

236.  Sur  une  droite  indéûnie  on  prend  deux  longueurs  et  l'on 
demande  le  Heu  des  points  d'où  l'on  voit  ces  deux  longueurs 
sous  le  même  angle.  (Voy.  Atlas,  fig.  236.) 

237.  Par  un  point  quelconque  d'une  circonférence  on  mène  une 
droite  parallèle  à  une  direction  donnée,  et  l'on  prend  sur  relie 
droite  une  longueur  donnée.  Trouver  le  lieu  des  extrémités  de  la 
droite  ainsi  menée.  (Voy,  Atlas,  fig.  237.) 

238.  On  donne  deux  cercles.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où 
ces  cercles  sont  vus  sous  des  angles  égaux.  (Voy.  Atlas,  fig.  238.  ) 

239.  Soit  MNP  un  cercle  quelconque;  prenez  à  volonlé  un 
point  A  dans  le  plan  de  ce  cercle;  menez  par  ce  point  autant  de 
droites  que  vous  voudrez  terminées  aux  points  M,  N,  P,  ...  de 
la  circonférence,  puis  partagez  ces  droites  en  parties  propor- 
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tionnelles.  Il  faut  démontrer  que  les  points  de  division  j*.  y. 
5,  ...  seront  tous  situés  sur  une  môme  circonférence.  (Sor- 
bonne,  1860.)  (lot/.  Atlas, /î(/.  239.) 

240.  On  donne  un  cercle  et  un  point  extérieur;  on  mèrie  par 
ce  point  une  sécante  que  Ton  divise  de  manière  que  les  deux  par- 
ties soient  dans  un  rapport  constant.  Trouver  le  lieu  géométrique 
des  points  de  division.  {Voy,  Atlas,  fy.  2i0.) 

241.  On  donne  un  cercle;  d'un  poin,l  quelconque  pris  sur  le 
prolongement  d'un  diamètre  on  mène  une  tangente;  sur  la  bis- 
sectrice de  l'angle  du  diamètre  et  de  la  tangente  on  abaisse  une 
perpendiculaire  :  on  demande  le  lieu  du  pied  de  cette  perpendi- 
culaire. {Voij.  Atlas,  fit/.  241.) 

242.  Par  un  point  0  pris  sur  la  circonférence  d'un  cercle,  on 
mène  dos  cordes  OA,  OH,  OC,  OD,  ....  qu'on  prolonge  jusqu'en 
A'.  B',  C,  D' de  quantités  égales  à  elKs-mémes.  On  de- 
mande (le  prouver  que  tous  les  points  A',  B',  C,  D',  ...,  sont 
sur  une  seconde  circonférence  de  cercle.  On  deman  le  en  outre 
quel  est  le  rapport  des  surfaces  des  deux  cercles.  (Sorbonne. 
i8()().)  (Vou,  Atlvs,  /ifj,  212.) 

243.  Prouver  que,  quand  plusieurs  cordes  d'un  cercle,  prolon- 
gées suffisamment,  concourent  au  même  point,  leurs  milieux 
sont  sur  la  circonférence  d'un  autre  cercle.  (Sorbonne,  iSo[).) 
{Voj/.  Atlas,  fifj,  21.'].) 

244.  On  donne  une  circonférence  et  un  point  fixe  A  sur  ce! te 
circonférence;  on  mène  par  le  point  A  une  droite  qui  coupe  '.a 
circonférence  en  M;  sur  AM  prolongé,  s'il  le  faut,  on  prend  MN 
tel  que  AM  X  AN  égale  un  carré  donné  a'.  Trouver  le  lieu  di»s 
points  N.  {Voy.  Atlas,  fig.  2 il.)  ^ 

245.  Dans  un  angle  droit  on  donne  une  droite  AB  et  un  point 
sur  cette  droite.  Par  ce  point  on  mène  une  droite  de  direction 
quelconque  ECO.  On  fait  passer  par  les  points  A,  C,  E  et  par 
C,  D,  B  deux  circonlérences.  Trouver  le  lieu  des  points  P  d»^ 
rencontre  de  ces  circonférences.  (Voy.  Atlas,  fiy.  24o.) 

246.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrée 
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des  tangtîQtes  menées  de  chacun  d  eux  à  deux  circonférences 
données  soit  égale  à  un  carré  donné.  (  Voy.  Atlas,  fig,  âiC.) 

247.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  te)s  que  la  diffé- 
rence des  carrés  des  tangentes  menées  de  ces  points  à  deux  cir- 
conférences données  soit  égale  à  un  carré  donné.  {Voy.  Atlis, 
fig,  Ul.) 

248.  On  donne  un  cercle  et  un  de  ses  diamètres;  par  Tune  des 
extrémités  on  mène  une  sécante  que  l'on  prolonge  d'une  quantité 
égale  à  elle-même.  On  joint  le  centre  à  l'extrémité  de  la  droite 
ainsi  obtenue,  et  la  deuxième  extrémité  du  diamètre  au  deuxième 
point  d*intersection  de  la  sécante.  Trouver  le  ^ieu  des  points  de 
rencontre  de  ces  droites.  (  Vby.  Atlas,  fy.  248.) 

249.  Étant  donné  un  diamètre  dans  un  cercle,  on  mène  un 
rayon  quelconque,  et  sur  ce  rayon  on  porte  à  partir  du  centre 
une  longueur  égale  à  la  perpendiculaire  abaissée  de  son  extré- 
mité sur  le  diamètre  fixe.  Trouver  le  lieu  des  points  ainsi  obtenus 
sur  le  rayon  variable.  (Voy.  Atlas,  fig,  ^249.) 

250.  Par  un  point  pris  dans  le  plan  d*un  cercle,  on  mène  une 
sécante,  puis  les  deux  tangentes  aux  points  d'intersection.  Trou- 
ver le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes.  (  Voy.  Atlas, 

251.  Par  le  point  de  contact  de  deux  cercles,  on  mène  des 
cordes  dont  le  rapport  est  constant.  Trouver  le  lieu  géométrique 
du  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  abaissées  des  centres 
sur  ces  cordes.  (Concours  général  de  18.>9.)  {Voy,  Atlas, ^y.  451 .) 

252.  Deux  cercles  0  et  0'  extérieurs  Fun  à  Fautro  étant  donnés, 
on  propose  :  1«  de  trouver  sur  la  ligne  des  centres  0  et  0'  le 
[loint  P  tel  que  les  tangentes  PS  et  PS'  menées  aux  deux  circon- 
férences soient  égales;  ^  de  démontrer  que  la  propriété  du 
p()int  P  appartient  aussi  à  chaque  point  Q  de  la  ligne  MN  me- 
née par  le  point  P  perpendiculairement  à  la  ligne  des  centres,  en 
sorte  que  les  tangentes  QT  et  QT'  menées  aux  deux  cercles  soient 
égales  entre  elles.  (Sorbonne,  1860).  {Voy,  Atlas,  fij.  Tri  ) 


CHAPITRE    VII. 


PROIlLtMES  SUiî   I.E  ClM^iLlKME  LIVRE. 


DROITES  ET  PLANS. 


253.  On  suppose  que  Irois  droites  parlani  a  un  même  poinl  0 
funl  pntre  elles  les  aD^'ea  suivanls  :  IIO',  lia°,  137°.  Dire  si  les 
trui?  ciroilea  sont  ou  non  dans  le  même  plan  et  dvmonirer  la  chose 
atlirmfe.  (Sorbonne,  1808.) 

254.  Par  un  poiril  pris  sur  un  plan  ou  liors  de  ce  plan,  On  ne 
pi'ut  mener  qu'une  seule  perpendiculaire  à  ce  plan.  Soient  AB  une 
perpcniliculaire  au  plan  UN  et  BC  une  droite  quelconque  tracée 
flans  ce  plan  par  le  pied  H;  supposons  AB  =  H'M  mètres  el 
iii'.  =  800  mètres.  On  propose  rie  calculer  AC.  iSorlionnft,  1838.» 

255.  DiTrive/.  un  cercle  avec  un  rayon  (le  i:imélre!;  au-dessus 
(lu  plan  de  ce  cercle,  élevez  une  perpendiculaire  OP  égale  à 
17  metrei;  mené i  encore  uno  tangente  WN  au  cercle,  et  sur  cetle 
tangenle,  à  partir  du  pojnt  de  contact,  prenez  uno  longueur  MS 
i^g.ile  à  i  i  mètres.  On  propose  de  calculer  à  1  centimètre  près  !» 
disUncePN.  (Sorbonne.  laSN.) 

258.  Soit  AB,  RC,  CD  une  suite  de  droites  situées  dans  le  même 
plan;  on  prend  un  point  M  hors  de  ce  plan,  puis  on  mèneMK 
parallék'  à  AU,  NP  parallèle  à  BC  et  Py  parallèle  à  CD.  On  pro- 
|iose  de  démontrer  que  les  droites  MN,  NP,  PQ  sont  dans  on 
Niiime  plan,  lequel  est  parallèle  lu  plan  ABÇD.  (Sorbonne,  l!So8.) 
t  ÏBN.  Atu*s,  py.  25U.) 
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356 6i4.  Étant  donnée  une  droite  oblique  à  un  plan,  comment 
varie  i*angle  qu*elie  fait  avec  une  droite  mobile  tracée  par  son 
pied  dans  le  pian?  (Sorbonne,  1875.)  {Voy.  Atlas,  fifj.i^bis.) 

THÉORÈMES  DONNÉS  IN  COMPOSinON. 

Droites  et  plans  perpendiculaires. 

Démontrer  que,  si  une  droite  située  en  dehors  d'un  plan  est 
perpendiculaire  à  deux  droites  passant  par  son  pied  dans  le  plan, 
elle  sera  perpendiculaire  à  toute  autre  droite  menée  par  son  pied 
dans  le  même  plan.  (Sorbonne,  1854,  1865.) 

Par  un  point  pris  sur  un  plan  ou  hors  de  ce  plan,  on  ne  peut 
mener  qu'une  seule  perpendiculaire  à  ce  plan.  (Sorbonne,  185i, 
1861, 1862,  1873,  1875.) 

Soient  ÂB  une  droite  perpendiculaire  au  plan  MN  etBC  une  droite 
quelconque  tracée  dans  ce  plan  par  le  pied  B.  Supposons 
AB  =  850  mètres,  BC  =  800  mètres.  On  propose  de  calculer 
Toblique  AC.  (Sorbonne,  1858,  1861, 18Gi.) 

Parallélisme  des  droites  et  des  plans, 

m 

Démontrer  que  deux  droites  perpendiculaires  à  un  même  plan 
sont  parallèles.  (Sorbonne,  1862, 1863, 1861, 1866,  1867, 1869, 
1873,  1875.) 

Démontrer  que  deux  droites  perpendiculaires  à  un  même  plan 
sont  parallèles.  On  énoncera  et  Ton  démontrera  aussi  la  réciproque 
de  ce  théorème.  (Sorbonne,  1865.) 

Démontrer  que,  si  deux  plans  sont  parallèles,  toute  droite  per- 
pendiculaire à  l'un  d*eux  sera  perpendiculaire  à  l'autre.  (Sor- 
bonne, 1855,  1865.  1871, 1874.) 

Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  toute  paral- 
lèle à  cette  droite  est  aussi  perpendiculaire  au  pian.  (Sorbonne, 
1855, 1868,  1871.) 

Démontrer  que  deux  droites  parallèles  à  uno  troisième  sont 
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parallèles  entre  elles.  On  suppose  que  les  trois  droites  ne  sont 
pas  dans  le  même  plan.  (Sorbonne,  1862.) 

Démontrer  que  deux  droites  comprises  entre  trois  plans  paral- 
lèles sont  coupées  en  parties  proportionnelles.  Cette  proposition 
comporte-t-elle  une  réciproque?  (Sorbonne,  186 i.) 

Mesure  des  angles  dièdres. 

Exposer  la  mesure  des  angles  dièdres  et  démontrer  les  propo- 
sitions qui  s'y  rattachent.  (Sorbonne,  1833.)  * 

Démontrer  que  Tangle  dièdre  a  pour  mesure  l'angle  recliligno 
correspondant.  (Sorbonne,  185^).) 

Mener  par  un  point  O  situé  dans  l'espace,  à  1  mètre  au  dessus 
d'un  plan  horizontal,  des  plans  faisant  tous  avec  ce  plan  hori- 
zontal des  angles  de  i.>.  Démontrer  que  les  traces  de  ces  plan> 
sur  le  plan  horizontal  sont  toutes  tangentes  à  une  même  circon- 
férence de  cercle.  Quel  est  le  rayon  de  celte  circonférence?  (Sor- 
bonne, 185  i.) 

Plans  perpendiculaires  entre  eux. 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  tout  plan  mpné 
par  celle  droite  est  perpendiculaire  à  ce  plan.  (Sorbonne,  I86U.) 

Prouver  que,  si  deux  plans  sont  perpendiculaires  à  un  t^oi^ième, 
leur  intersection  Test  aussi.  (Sorbonne,  18(13,  18<).'>,  ISiùS.) 

Angles  Irièdres, 

Démontrer  que  deux  angles  trièdres  sont  égaux  dans  toutes 
kurs  parties,  lorsque  les  angles  plans  de  l'un  sont  respective- 
ment égaux  aux  angles  plans  de  l'autre.  (Sorbonne,  18(iG.  ) 

Deux  angles  trièdres  qui  ont  leurs  trois  faces  égales  chacune 
à  chacune  ont  aussi  les  angles  dièdres  respectivement  égaux. 
(Sorbonne,  1808,  1870,  \Hli.) 

Proi  riélés  de  l'angle  trièdre  supplémentaire, 

Déûnition  et  propriétés  des  angles  trièdres  supplémentaires. 
•  Sorbonne.  1866,  1869,  1870,  1871,  187i,  1875.) 
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Faee9  et  angles  dièdre$  des  angles  trièdres  et  polyèdres. 

Démontrer  que,  dans  un  angle  trièdre,  la  plus  grande  face  est 
inférieure  à  la  somme  des  deux  autres.  (Sorbonne,  18<j!2,  1865, 
1866.) 

Démontrer  que,  dans  un  angle  trièdre,  une  face  quelconque  est 
plas  petite  que  la  somme  des  deux  autres.  (Sorbonne,  i86â, 
i863, 1861,  18G8,  1870.) 

Démontrer  que  la  somme  des  faces  d*un  angle  polyèdre  convexe 
est  moindre  que  quatre  angles  droits.  (Sorbonne,  1806,  1868.) 


llliAPITRE    VTÎT. 


i'iioiiLf:Mi:s  sL'u  i.v.  sixifnit:  uvriK. 


257.  l>oll  S  un  atifile  solide  form^  par  les  iroiî  (aces  recian- 
giilairea  ASU,  ASC  cL  BS(!;  (irene/  sur  les  câ[ês  de  cel  angle 
6olidL'ks(liîlancesSA  =  a,5U  — (•  el  SC=c,  puis  TaïU^s passer 
lin  plan  par  les  trois  poiiils  Aiil'..  On  formu  ainsi  une  pyramidp 
triangulaire  ilonl  on  propose  rte  trouver  le  \ulumc.   iSorbonne, 

258.  Les  hases  d'un  tronc  de  pyramide  sont  deu\  hexagones 
rC';:uliers.  ayant  rejpi'cLivenienl  I  mètre  el  2  mèlrcs  de  côté; 
on  demamii!  do  calculer  la  hauteur,  sachant  que  le  volome  iju 
Ironc  de  ci'me  a  l'2  mètres  rubes.  (Sorbonne,  ls;iH.) 

259.  Le  volume  il'un  tionr  de  pyramide  esl  de  ar',237;  ta 
hauteur  de  ce  tronc  usl  do  i"\i'~i-i,  et  la  base  inférieure  de 
IO'"i,27S  ;  on  ilemunde  do  calculer  la  base  supu^tieurii  ilu  ironc 
il  (l,lil)(l!  près  Oo  sa  valeur.  [Sorbonne,  lnri«.) 

260.  filoiil.  donni^o  une  pyramide  SAIU'.,  on  mène  un  plan 
parallèle  â  la  bu^e  ABf ,  lequel  forme  la  pi'lite  pyramide  Satr; 
on  ilemandu  ii  quolle  dislance  de  la  ba*e  doit  être  nien^  ce  plan. 
pour  (luo  le  volume  dL-  celte  dernière  pyramide  soil  ;  du  iron>' 
de  pyramide  compris  entre  les  deux  boscs.  '  Sorbonne,  lIW*.  ) 

261.  Un  prismo  djoil  esl  donné,  lequel  a  une  hauteur  di- 
:H  4«'.i  raélroB,  Sur  l'une  des  BtÉlee,  à  partir  de  la  bafc,  <n 
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prend  uoe  banteur  représenlée  par  x;  sur  une  autre  arôtet  on 
prend  une  hauteur  de  SO  mètres  de  plus,  et  sur  la  troisième  une 
hauteur  de  liO  mètres  de  plus;  par  les  extrémités  de  ces  trois 
hauteurs,  on  mena  un  plan,  lequel  divise  le  volume  du  prisme 
en  deux  parties.  Comment  fauiil  prendre  la  première  hauteur, 
pour  que  les  deux  parties  soient  équivalentes?  (Sorbonne,  18r>8.) 
(Foy.  Atlas, /î^.  261.) 

262.  Si  Ton  coupe  une  pyramide  SÂBCDE  par  un  plan  parallèle 
à  une  base,  la  section  mnpqr  sera  un  polygone  semblable  à  la 
base.  Soit 

SA  =  15",    SM  =  lO",    surf.  ABCDE  =  375«"<i  ; 
on  propose  de  calculer  la  surface  mnpqr.  (Sorbonne,  ISTiO.) 

263.  Une  pyramide  SABC,  dans  laquelle  Tarèle  SA  =  2r,G38, 
est  coupée  par  un  plan  abc  parallèle  au  plan  de  sa  base,  de  ma- 
nière que  le  volume  de  la  petite  pyramide  S  abc  soit  te  dixième 
du  volume  de  la  pyramide  totale  SABC;  on  demande  de  calculer 
à  0",001  près  la  longueur  Sa.  (Sorbonne,  l8o9.) 

264.  Démontrer  que  le  volume  d*un  parallélépipède  quel- 
conque est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.  On 
suppose  que  le  volume  du  parallélépipède  soit  de  188  mètres 
cubes  et  que  la  base  soit  533  mètres  carrés  ;  on  veut  connaître 
la  hauteur  du  parallélépipède.  ^Sorbonne,  18G0.) 

265.  La  base  d'une  pyramide  régulière  est  un  hexagone  régu- 
lier, dont  le  côté  est  égal  à  3»;  calculer  à  0",001  près  la  hau- 
teur qu'il  faut  donner  à  cette  pyramide  pour  que  sa  surface 
latérale  soit  égale  à  dix  fois  la  surface  de  la  base.  (Sorbonne, 
1860.)  (Voy.  Atlas,  fig.  265.) 

266.  Calculer  le  poids  de  lobélisque  qui  a  la  formé  d'un  tronc 
de  pyramide  à  base  carrée,  sachant  que  les  côtés  des  deux  hase.4 
du  tronc  sont  de  i",83  et  de  QT,!^  et  que  sa  hauteur  est  de 
67",  13;  la  densité  do  la  matière  de  l'obélisque  est  2"',57  par 
rapport  à  celle  de  Teau.  (Sorbonne,  18Gi.) 

267.  Une  pyramide  SABC,  dans  laquelle  l'arête  SA  =24'°,638, 
est  coupée  par  un  plan  abc  parallèle  à  sa  base,  de  telle  façon  que 
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le  volume  de  la  pyramide  Sabc  soit  le  yô  du  volume  de  la  pyra- 
mide totale  SABC.  Calculer  à  y^'t,  près  la  longueur  Sa.  (Sor- 
bonne,  186i.) 

268.  Étant  donnée  une  pyramide  SABC,  on  mène  un  plan 
parallèle  à  la  base  ABC,  lequel  forme  une  pyramide  Sabc;  on 
demande  à  quelle  distance  de  la  base  doit  être  mené  ce  plan 
pour  que  celte  petite  pyramide  soit  I  du  tronc  de  pyramide 
compris  entre  les  deux  bases  ABC  et  abc.  (Sorbonne,  1868.) 

269.  Une  pyramide  SABC,  (fans  laquelle  SA  est  égal  à  24'",638, 
est  coupée  par  un  plan  abc  parallèle  au  plan  de  sa  base,  de 
manière  que  le  volume  de  la  petite  pyramide  Sabc  soit  le  -^  du 
volume  do  la  pyramide  SABC;  on  demande  de  calculera  1  milli- 
mètre près  la  hauteur.  (Sorbonne,  1870.) 

270.  Volume  d'un  tétraèdre  régulier  en  fonction  de  l'arête  a. 
(Sorbonne,  1873.)  (Voy.  Atlas,  fig.  270.) 

271.  On  considère  un  solide  à  deux  bases  horizontales  rec- 
tangulaires ABCD,  A'B'C'D'  ;  les  faces  latérales  sont  des  trapèzes. 
On  demande  :  !<>  d'évaluer  le  volume  de  ce  solide,  connaissant  les 
arêtes  des  deux  bases  et  leur  distance;  2p  d'indiquer  la  condition 
qui  doit  être  remplie  pour  que  ce  solide  soit  un  tronc  de  pyra- 
mide, cVst-à-dire  pour  que  les  arêtes  AA',  BB',  CC,  DD'  aillent 
concourir  en  un  môme  point.  (Sorbonne,  1873.)  {Voy,  Atlas, 
A^.  271.) 

272.  Calculer  le  volume  et  la  surface  de  l'octaèdre  qui  a  pour 
sommets  les  centres  des  faces  d'un  parallélépipède  rectangle 
dont  les  dimensions  sont  a,  b,c,  (Sorbonne,  1873.)  {Voy,  Atlas, 
A^.272.) 

273.  Calculer  le  volume  d'un  tétraèdre  régulier  et  le  rayon 
de  la  sphère  inscrite,  connaissant  le  côté  a  du  létraèdTre.  (Sor- 
bonne, 1874.)  (  Voy,  Atlas,  fig,  273.) 

274.  Étant  donnés  la  hauteur  SO  et  le  côté  SA  d*un  cône  cir- 
culaire droit,  calculer  la  hauteur  01  d'un  cylindre  circulaire 
droit  CDFE  inscrit  dans  le  cône,  de  telle  sorte  que  la  surface 
latérale  du  cylindre  droit  soit  égale  à  la  surface  latérale  du  cône 
SCD.  (Sorbonne.  1874.)  {Voy.  Atlas,  pg.  274.) 
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275.  La  base  d'une  pyramide  régulière  est  un  triangle  équi- 
latéral  dont  le  côté  est  a.  La  hauteur  de  la  pyramide  est  â». 
À  quelle  distance  de  la  base  ABC  faut-il  mener  un  plan  paraU 
lèle  DEF  pour  que  la  surface  du  triangle  DEF  soit  égale  à  la 
surface  latérale  du  tronc  de  pyramide  ÂBCDEF?  (Sorbonne, 
1872.)  {Voy.  Atlas,  fig.  275.) 

275  bis.  Calculer  le  volume  d'une  pyramide  triangulaire  dont 
toutes  les  arêtes  ont  une  même  longueur  donnée  «.  (Sor- 
bonne,  1875.) 


miAPITRE    IX. 


l'ROlil-KME   SCR   LK   SEPTIEME   l.iVUL. 


276.  Hénionlrcr  que  par  quaire  poinls  non  siluiis  dans  le 
iDËme  plan,  ei  dcinL  trois  quelconques  ne  sont  pus  en  ligne 
ilroilc,  on  pcul  lovijours  faire  pa&per  une  spliére,  et  qu'on  no 
|)cui  en  faire  passer  qu'une.  (Sorltonne,  1^73.)  (\'oy.  Atus, 


CHAPITRE    X. 


PROBLÈMES  SUR  LE  HUITIÈME  LIVRE 


to  PROBLÈMES  SUR  LE  CYLINDRE  ET  LE  CONE. 

277.  Trouver  un  cylindre  de  la  contenance  de  1  hectolitre  et 
dont  la  hauteur  soit  égale  au  diamètre  de  la  base.  (Sorbonne, 
1853.) 

278.  Établir  la  proposition  suivante  :  Lorsque  l'apothème  d'un 
tronc  de  cône  égale  la  somme  des  rayons  des  bases,  la  moyenne 
géométrique  entre  ces  rayons  donne  toujours  la  moitié  de  la 
hauteur,  et  Ton  obtient  le  volume  en  multipliant  la^urface  totale 
par  le  i  de  celle  hauteur.  (Sorbonne,  1857.)  (Voy,  Atlas, 
fig.  278.  ) 

279.  Le  volume  d'un  cône  droit  est  de  {  de  mètre  cube;  le 
rayon  de  la  base  est  1  mètre.  On  demande  la  surface  latérale  de 
ce  cône.  (Sorbonne,  1858.) 

280.  Donner  l'expression  de  la  surface  latérale  d'un  tronc  de 
cône  à  bases  parallèles  et  la  démontrer.  Calculer  en  particulier, 
à  1  décimètre  carré  près,  la  surface  latérale  d'un  tronc  de 
cône,  sachant  que  le  rayon  de  la  base  supérieure  est  2  mètres, 
celui  de  la  base  inférieure  6  mètres,  et  la  hauteur  3  mètres. 
(Sorbonne,  1859.) 

281.  Un  cône  dont  la  base  a  son  rayon  égal  à  â  mètres  et  dont 
la  hauteur  est  de  15  mètres  est  coupé  par  un  plan  parallèle  à  la 
base  et  distant  du  Eommet  de  12  mètres  ;  on  demande  la  surface 
latérale  du  tronc  du  cône.  (Sorbonne,  1859.) 

3. 
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282.  Quel  doit  être  le  rayon  de  la  base  d*un  cylindre  de 
5",25  de  hauteur,  pour  que  son  volume  soit  de  20  mètres  cubes? 
(Sorbonne,  1859.) 

283.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  est  de  TiS'^SSSO,  la  hau- 
teur est  de  l"',^!^,  le  rayon  de  la  base  inférieure  est  iS^^O^?; 
on  demande  de  calculer  le  rayon  de  la  base  supérieure  à  O'^^OOi 
près.  (Sorbonne,  1839.) 

284.  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  R,  on  veut  construire 
un  cône  droit  qui  ait  même  volume  que  la  sphère  et  dont  la  hau- 
teur ne  soit  que  la  moitié  du  rayon  de  la  sphère  ;  quelle  devra 
être  la  base?  (Sorbonne,  1859.) 

285.  La  hauteur  d'un  cylindre  est  égale  à  â^^dS;  on  propose 
de  calculer  le  rayon  à  1  centimètre  près,  sachant  que  la  somme 
de  la  surface  latérale  et  des  surfaces  des  deux  bases  est  égale  à 
la  surface  d'un  cercle  de  3",24  de  rayon.  (Sorbonne,  1859.) 

286.  La  hauteur  d'un  tronc  de  cône  est  A,  les  diamètres  de 
ses  deux  bases  sont  G*" ,4  et  O'^.ââ  ;  on  demande  quel  diamètre 
il  faudrait  donner  à  un  cylindre  de  même  hauteur  h  pour  que 
son  volume  fût  équivalent  à  celui  du  cône  tronqué.  (Sorbonne, 
1859.) 

287.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  est  équivalent  à  celui  d'une 
sphère  de  5  mètres  de  rayon,  la  hauteuf  est  égale  à  8  mètres,  le 
rayon  de  l'une  des  bases  est  égal  à  7  mètres  ;  calculer  le  rayon 
de  l'autre  base.  (Sorbonne,  1859.) 

288.  S'il  faut  1  centimètre  cube  d'or  pour  dorer  la  surface 
latérale  d'un  cylindre  ayant  0™,75  de  hauteur  et  0™,2  de  rayon, 
quelle  sera  l'épaisseur  supposée  constante  de  la  couche  d'or? 
(Sorbonne,  18G0.) 

289.  Les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cône  sont 
égaux  respectivement  à  7'",25  et  à  9'",i8;  sa  hauteur  est  égale 
à  i™,3;  par  quelle  longueur  doit-on  multiplier  la  surface  latérale 
de  ce  tronc  de  cône  pour  en  avoir  le  volume?  (Sorbonne,  1800.) 

290.  Un  cône  dont  la  hauteur  est  82  mètres  est  partagé  par 
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deux  plans  parallèles  au  plan  de  aa  base  en  trois  parties  de  vo- 
lume équivalent;  calculer  à  0",00i  près  les  distances  des  deux 
plans  sécants  au  sommet  du  cône.  (Sorbonne,  1860.) 

291.  Quel  est  le  rapport  des  rayons  des  deux  bases  d*un  tronc 
de  cône  dont  le  volume  est  égal  à  la  moitié  du  volume  du  cy- 
lindre de  môme  hauteur,  ayant  pour  base  la  plus  grande  des 
deux  bases  du  tronc  de  cône?  (Sorbonne,  1860.) 

292.  On  donne  les  hauteurs  H  et  II' de  deux  cylindres,  et  Ton 
propose  de  déterminer  les  rayons  de  ces  cylindres  de  manière 
que  la  somme  de  leurs  surfaces  latérales  soit  égale  à  celle  d*une 
sphère  de  rayon  A,  et  que  la  somme  de  leurs  volumes  soit  le 
plus  petite  possible.  (Sorbonnc,  1860.) 

293.  Un  tronc  de  cône  a  pour  rayons  de  bases  T^.SS  et  9'",48, 
et  pour  hauteur  4" ,3.  Quel  est  le  rapport  de  son  volume  à  sa 
surface  latérale?  (Sorbonne,  1864.)  (Vby.  Atlas,  /i^.  293.) 

294.  Quel  est  le  rapport  des  rayons  des  deux  bases  d'un 
tronc  de  cône  dont  le  volume  est  la  moitié  de  celui  du  cylindre 
de  même  hauteur  et  ayant  pour  base  la  plus  grande  des  deux 
bases  du  tronc  de  cône?  (Sorbonne,  1864.) 

295.  La  surface  latérale  d'un  tronc  de  cône  est  de  3454  déci- 
mètres carrés;  les  rayons  de  ses  bases  sont  l"',4â  et  0'",64.  Cal- 
coler  sa  hauteur.  (Sorbonue,  18G3.  (Voy,  Atlas,  fig.  295.) 

296.  Un  cône  de  82  mètres  de  hauteur  est  partagé  en  trois  ' 
volumes  équivalents  par  deux  plans  parallèles  à  sa  base;  calculer 
à  0,001  près  leurs  distances  au  sommet.  ( Sorbonne,  1864.)  (  Voy. 
Atlas,  fig.  296.) 

297.  Étant  donnée  la  hauteur  d'un  cône,  la  partager  en  trois 
parties,  de  façon  que  les  plans  parallèles  à  la  base  menés  par  les 
points  de  division  partagent  sa  surface  latérale  en  trois  parties 
équivalentes.  (Sorbonne,  1865.)  (  Voy.  Atlas,  fig,  297.) 

298.  A  quelle  distance  x  des  points  A  et  D  faut-il  mener  les 
plans  CD  et  EF  pour  que  le  volume  du  cylindre  CDFE  soit  égal 
à  la  somme  des  volumes  des  deux  segments  CAD  et  EBF  ?  (Sor- 
bonne, 1875.)  [Voy.  Atlas,  fig,  208.) 
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299.  Un  rouleau  cylindrique  de  chôno  a  (y^,3  do  diamètre  et 
2"\u  de  long;  le  poids  spécifique  du  ch^ne  est  1,17.  On  de- 
mande son  volume  et  son  poids.  (Sorbonne,  1865.) 

300.  Quel  est  le  rapport  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cône  dont 
le  volume  est  la  moitié  de  celui  du  cylindre  de  même  hauteur  et 
ayant  pour  base  la  plus  grande  des  deux  bases  du  tronc.  (Sor- 
bonne, 1866.) 

301.  Le  rayon  d'une  sphère  étant  égal  à  1,  calculer  à  1""  près 
la  hauteur  d'un  cône  dont  la  base  est  un  petit  cercle,  dont  le 
sommet  est  au  centre  de  la  sphère  et  qui  a  pour  surface  latérale 
-HT  de  celle  de  la  sphère.  (Sorbonne,  1866.)  (Voy.  Atlas,  fig.  301.) 

302.  Le  rayon  intérieur  d'une  tour  ronde  est  1™,3,  son  épais- 
seur est  0,5  et  le  volume  de  maçonnerie  qui  le  compose  est 
yi'"f,9677.  On  demande  sa  hauteur.  (Sorbonne,  1866.) 

303.  Le  rayon  de  la  base  d'un  cône  est  r,  sa  hauteur  est  A; 
déterminer  la  distance  au  sommet  d'un  plan  parallèle  à  la  ba?e 
et  qui  détache  du  solide  un  cône  dont  la  surface  totale  est  éi^alo 
à  la  surface  latérale  du  cône  donné.  (Sorbonne,  1868.)  [Vntj, 
Atlvs,  fifj  IH)3.) 

304.  Calculer  les  rayons  de  deux  bases  d'un  tronc  de  cône, 
connaissant  Tarète  A  du  tronc,  sachant  que  cette  arête  fait  uo 
anizle  do  ()0  degrés  avec  le  plan  de  la  base  inférieure,  et  que  la 
surfiice  totale  du  tronc  est  égale  à  celle  d'une  s|)hère  ayant  pour 
(iiamotre  l'aréie  A.  (Sorbonne,  1869.)  (  Voy,  Atlas,  fig.  301.) 

305.  Calculer  la  surface  totale  d'un  tronc  de  cône,  sachant  que 
le  rayon  de  la  base  supérieure  est  égal  à  1  mètre,  le  rayon  do 
la  base  inférieure  éi^al  à  2  mètres  et  la  hauteur  égale  à  1  mèlre, 
(  Sorbonne,  1861).  )  (  Voy.  Atlas,  fig.  30o.  ) 

306.  Un  cylindre  et  un  tronc  de  cône  ont  une  base  commune 
et  la  môme  hauteur.  On  demande  quel  doit  être  le  rapport  des 
rayons  des  deux  bases  du  tronc  de  cône  pour  que  le  volume  de 
ce  tronc  soit  égal  à  la  moitié  du  volume  du  cylindre.  On 
calculera  la  valeur  de  ce  rapport  à  0,001  près.  (Sorbonne; 
IS71.) 
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307.  Les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cAne  sont  de  S^.S 
et  de  T^.a,  la  hauteur  du  tronc  est  de  2"".  On  demande  de  cal- 
culer la  surface  latérale  et  le  volume  du  cône  entier.  (Sorbonne, 
1871.)  (  roy.'AxLVS,  fig.  307.) 

SOS.  Étant  donnés  le  rayon  R  de  la  base  d'un  cône,  sa  hauteur 
H,  à  quelle  distance  X  du  sommet  faut-il  mener  un  plan  paral- 
lèle à  la  base  pour  que  le  volume  du  tronc  de  cône  soit  égal  à 
deux  fois  celui  de  la  sphère  qui  aurait  pour  diamètre  X?  (Sor- 
bonne,  1875.  )  (  Voy.  Atlas,  jig.  308.  ) 

309.  Calculer  la  surface  totale  et  le  volume  d'un  tétraèdre  ré- 
gulier circonscrit  à  une  sphère  de  rayon  donné.  (Sorbonne,  1870.) 
{Voy.  XiL\s,  fig.  309.) 

310.  Étant  donnés  le  rayon  OA  de  la  base  et  le  côté  SA  d'un 
cône  circulaire  droit,  à  quelle  distance  SC  du  sommet  .'aut-il 
mener  un  plan  DE  parallèle  à  la  base  pour  que  la  surface  totale 
du  cône  SDE  soit  égale  à  la  surface  totale  du  tronc  de  cône 
ABED?  (Sorbonne,  1872.)  {Voy.  Atlas,  fig.  3i0.) 

311.  Un  cône  est  circonscrit  à  une  sphère  donnée,  ot  sa  hau- 
teur "est  double  du  diamètre  de  la  sphère.  Démontrer  que  la  sur- 
face totale  du  cône  est  double  de  celle  de  la  sphère.  (Sorbonne, 
1871)  (  Voy.  Atlas,  fig.  311.) 

312.  Quelle  doit  être  la  hauteur  SA  d'un  cône  circulaire  droit, 
circonscrit  à  une  sphère  de  rayon  donné,  pour  que  le  rapport 
de  la  surface  totale  du  cône  à  la  surface  de  la  sphère  soit  é<^al  à 
un  nombre  donné  m?  (Sorbonne,  1872.)  (  Voy,  Atlas,  fig,  312.) 

313.  Étant  donné  un  tronc  de  cône  circulaire  droit  ABDC, 
dont  le  rayon  OA  de  la  base  inférieure  est  double  du  rayon  O'C 
de  la  base  supérieure,  calculer  la  distance  OE  à  laquelle  il  faut 
mener  un  plan  parallèle  aux  bases,  de  manière  que  la  somme 
des  volumes  du  cône  OFG  et  du  tronc  de  cône  supérieur  FGDC 
soit  la  moitié  du  volume  du  tronc  de  cône  proposé.  (Sorbonne, 
187o.)  [Voy.  Atuvs,  A^.  313.) 

314.  Étant  donnés  une  sphère  et  un  diamètre  AB ,  à  quelle 
distance  OC  du  centre  faut-il  mener  un  plan  DE  perpendiculaire 
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à  ce  diamètre,  pour  que  la  surface  latérale  du  cône  SDB  circon- 
scrit à  la  sphère  suivant  la  circonférence  DE  soit  égale  à  la  surface 
latérale  du  cône  qui  a  pour  base  ce  môme  cercle  DE  et  pour 
sommet  l'extrémité  Â  du  diamètre  AB?  (Sorbonne,  1872.)  (  Voy. 
Atlas,  fig.  314.) 

315.  Étant  donnés  une  sphère  et  un  diamètre  AB,  à  quelle 
distance  AC  du  point  A  faut-il  mener  un  plan  DE  perpendiculaire 
à  ce  diamètre,  pour  que  la  surface  de  la  calotte  sphérique  DAE 
soit  égale  à  la  surface  latérale  du  cône  dont  le  sommet  est  en  B 
et  qui  a  pour  base  le  cercle  DE.  (Sorbonne,  1872.)  {Voy.  Atlas, 
Ai/.  315.) 

316.  Étant  donné  un  hémisphère,  trouver  le  rayon  CD  d'un 
cercle  DE  parallèle  à  la  base  AB  de  l'hémisphère,  et  tel  que  le 
rapport  du  volume  du  tronc  de  cône  ABED  à  celui  de  la  sphère 
qui  a  pour  diamètre  la  distance  OC  des  deux  plans  parallèles  soit 
égal  à  un  nombre  donné  m.  (Sorbonne,  1872.)  (Voy.  Atlas, 
fifj.  316,) 

317.  Calculer  les  rayons  AB,  CD  des  bases  d'un  tronc  de  cône 
circonscrit  à  une  sphère  de  rayon  donné,  sachant  que  le  rapport 
de  la  surface  totale  du  tronc  de  cône  à  la  surface  de  la  sphère 
<»st  égal  à  un  nombre  donné  m,  (Sorbonne,  1872.)  (Vo//.  Atlas, 
/iV/.  317.) 

318.  Connaissant  les  rayons  a,  b  des  deux  bases  d'un  ironc  de 
cône  et  sa  hauteur  A,  déterminer  sur  la  droite  qui  joint  les  cen- 
tres des  deux  bases  un  point  s  tel,  que  les  deux  cônes  ayant  ce 
point  pour  sommet  et  pour  bases  respectives  les  deux  bases  du 
tronc  de  cône  aient  leurs  surfaces  latérales  équivalentes.  (Sor- 
bonne, 1873.)  Voy.  Atlas,  /?Vy.  318.) 

319.  Étant  donnée  la  hauteur  d'un  cône,  la  partager  en  trois 
parties,  de  façon  que  les  plans  parallèles  à  la  base,  menés  par  les 
points  (le  division,  partagent  la  surface  latérale  du  cône  en  trois 
parties  éiiuivalentes.  (Sorbonne,  1S73.)  {Voy.  Atlas,  /<V/.  319.) 

320.  A  quelle  distance  x  du  centre  d'une  sphère  fcuit-il  mener 
un  plan  CD  perpendiculaire  au  diamètre  AB  =  2R  pour  que  les 
surfaces  latérales  des  deux  cônes,  ayant  A  et  B  pour  sommets  et 
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le  petit  cercle  CD  pour  base  commime,  soient  entre  elles  comme 
deux  nombres  donnés  »,  a?  (Sorbonne,  1873.)  (Voy.  Atlas, 

321 .  Calculer  le  rayon  x  de  la  base  et  le  côté  y  d*un  cône, 
sachant  que  la  surface  totale  du  cône  est  égale  à  «a'  et  que  la 
surface  du  triangle  rectangle  qui  engendre  le  cône  est  égale  à  26'. 
(Sorbonne,  1873.}  [Vay.  âtlis,  fig,  321.) 


2«  PROBLÈMES  SUR  LES  VOLUMES  ET  LES  SURFACES 

DE  RÉVOLUTION. 


322.  Dans  le  parallélogramme  ÂBCD,  on  a  le  côté  ÂB = 25'",387. 
le  côté  AC  =  14-,275,  l'angle  A  =  30»  25' 18';  on  demande  de 
calculer  le  volume  du  solide  engendré  par  le  parallélogramme 
tournant  autour  du  côté  AB.  (Sorbonne,  1858.)  (Koy.  Atl.vs, 
/î^.322.) 

323.  Dans  un  cercle  donné,  mener  à  angle  droit  deux  dia- 
mètres AB  et  CD  ;  par  le  point  A,  mener  la  tangente  AB  et  aussi 
la  corde  CB,  que  Ton  prolongera  jusqu'à  son  intersectipn  E  avec 
la  tangente.  Entre  les  droites  AE,  ËC  et  Tare  AC,  une  certaine 
Ggure  est  comprise.  On  suppose  que  cette  flgure  fait  une  révo- 
lution complète  autour  do  AB.  On  veut  connaître  le  volume  ainsi 
engendré  par  cette  6gure.  —  Désigner  le  rayon  par  R.  et,  après 
avoir  trouvé  la  formule,  on  l'appliquera  au  cas  de  R=  IS^iO"". 
Effectuer  le  calcul  par  logarithmes  en  faisant  tt  =  3,1416.  (Sor- 
bonne, 1858.)  {Voy.  Atl\s,  fig.  323.) 

324.  Un  cercle  est  donné,  dont  le  rayon  est  représenté  par  R  ; 
on  prend  sur  le  diamètre  AB  une  longueur  AM  représentée  par  H  ; 
on  élève  au  point  M  la  demi-corde  MP  perpendiculaire  à  AB;  on 
mène  aussi  au  point  B  la  tangente  BX,  puis  on  abaisse  PQ  per- 
pendiculaire à  cette  tangente.  Les  choses  étant  ainsi,  considérons 
le  contour  APQ ,  composé  de  la  droite  PQ  et  de  l'arc  AP,  puis 
iniagiuons  que  APQ  fasse  une  révolution  autour  du  diamètre  AB 


5-2  GÉOMÉTRIE 

On  demande  la  surface  engendrée  par  ce  contour.  Après  avoir 
trouvé  la  formule,  on  y  fera  R  =  2«»,8;  H  =  0",7.  Pour  le  rap- 
port :r,  on  prendra  la  valeur  d'Archimède  ^.  (Sorbonne,  1858.) 
{Voy.  Atlas,  fig,  32 i.) 

325.  Soit  ABC  un  triangle  équilatéral  dont  le  côté  est  égal  à  a; 
on  prolonge  la  base  BC  d'une  quantité  CD  =  a  ;  on  élève  la  per- 
pendiculaire DE,  puis  on  suppose  que  le  triangle  fait  une  révolu- 
tion autour  de  l'axe  DE  ;  il  faut  trouver  l'expression  du  volume 
ainsi  engendré.  (Sorbonne,  1858.)  {Voy.  Atlas,  pg.  323.) 

326.  Par  un  point  S  pris  sur  le  prolongement  du  diamètre 
d'un  cercle,  on  mène  une  tangente  SA,  et  l'on  fait  tourner  le 
cercle  autour  de  son  diamètre  ;  la  circonférence  décrit  une 
sphère,  et  la  tangente  SA  décrit  un  cône  dont  la  base  est  le 
cercle  décril  par  la  perpendiculaire  AP  au  diamètre  OS  ;  on 
demande  de  déterminer  le  volume  et  la  surface  de  ce  cône. 

Application  :  le  rayon  OA  =  0'n,035,  et  la  distance  OS  du 
point  S  au  cenlre=  0'n,125.  (Sorbonne,  1859.) 

327.  Dans  un  Irian-le  ABC,  ona  AB  =  23",215,  AC  =  2P,107, 
l'an.^le  GAB  —  2>27'30",2;  on  demande  de  calculer  le  volume 
enii;oiidré  par  le  Irianjj^Ie  tournant  autour  de  son  côté  AB.  (Sor- 
bonne, ls*)i).)  [Voy.  Atlas,  ///y.  327.) 

328.  On  a,  dans  le  triangle  ABC,  AB  =  2™,3li,  AC  =  3",087, 
l'ani:!»'  BAC  =  30^'i*/30";  calculer  le  volume  engondré  par  le 
trian;;lo  ABC  tournant  autour  de  AX  par  le  point  .\,  perpen- 
diculairement au  cùté  AB.    (Sorbonne,   185D.)   (Voy*   Atlvs  , 

329.  Calculer  le  volume  du  solide  décrit  par  un  triangle  équi- 
latéral ABC,  qui  tourne  autour  d'une  droite  jry  menée  dans  son 
plan,  passant  [)ar  le  sommet  A,  de  manière  à  faire  avec  AC  un 
angle  «le  IS\  On  supj)oscra  le  côté  du  triangle  égal  à  l^/Xi. 
(Sorbonne,  18.VJ.)  [Voy.  .Atlas,  /iy.  329.) 

330.  Le  côté  du  carré  BCDE  est  de  13",217;  sur  le  côté  BE 
de  ce  carré  on  construit  un  triangle  équilatéral  .\BB,  qui  forme 
avec  le  carré  donné  le  pentagone  ABCDE  ;  on  propose  de  calculer 
le  volume  engendré  par  le  pentagone  en  tournant  autour  du 
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côté  AB  du  triangle  équilatéral.  (Sorbonnc,  1859.)  (loj^.  Aflvâ, 
A^.330) 

331.  Soit  ABCD  un  rectangle;  dans  le  plan  de  ce  rectangle,  on 
trace  une  droite  MN  parallèle  au  côté  AB  et  en  dehors  du  rec- 
tangle, puis  on  suppose  que  le  rectangle  fasse  une  révolution 
autour  de  MN.  11  faut  démontrer  que  le  volume  engendré  par  le 
rectangle  est  égal  à  la  surface  de  ce  rectangle  multipliée  par  la 
circonférence  décrite  par  le  point  d'intersection  des  deux  dia* 
gonaies.  ( Sorbonne,  1859.)  (Voy.  Atlas,  fig,  331.) 

332.  Soit  MNAB  un  trapèze  dans  lequel  les  angles  A  et  B  sont 
droits;  dans  Tintérieurde  ce  trapèze,  décrivez  sur  AB  un  demi- 
cercle,  puis  supposez  que  la  figure  fasse  une  révolution  autour 
de  AB  ;  quel  sera  le  volume  décrit  par  Taire  comprise  entre  le 
demi-cercle  et  les  trois  côtés  AM,  MN,  BN?  (Sorbonne,  1859.) 
{Voy.  XiLXs,  fig.  332.) 

333.  Un  cercle  étant  donné,  dont  le  rayon  est  de  20"",  mener 
par  le  milieu  B  d'un  rayon  OA  une  corde  MN  perpendiculaire  à 
ce  rayon  ;  puis,  au  point  M,  mener  la  tangente  qui  va  couper  le 
prolongement  du  rayon  au  point  P  ;  alors  on  suppose  que  le 
triangle  PMB  fasse  une  révolution  autour  de  OP  ;  on  demande  le 
volume  engendré  par  le  triangle.  (Sorbonne,  1859.)  (Voy.  Atlas. 
fig.  333.  ) 

334.  Soit  ABCD  un  rectangle;  par  le  milieu  E  du  côté  BC 
menez  une  droite  qui  coupe  DC  au  point  N  et  le  prolorrgement 
de  AB  au  point  M  ;  on  suppose  que  la  figure  fait  une  révolution 
autour  de  AD,  et  Fon  propose  de  calculer  le  rapport  des  deux  vo- 
lumes décrits  par  les  triangles  BEM  et  EC^N.  On  représentera 
AB  =  a  et  BM  =  A.  (Sorbonne,  1859.)  {Voy.  Atlas,  fig.  33 i.) 

335.  Calculer  le  volume  engendré  par  un  triangle  équilatéral 
dont  le  côté  est  égal  à  2'",5  et  qui  tourne  autour  d'un  de  ses 
côtés.  (Sorbonne,  1860.) 

336.  Un  triangle  équilatéral  de  5"',93  de  côté  tourne  autour 
d'une  droite  parallèle  à  sa  base  menée  par  son  sommet  ;  on  de- 
mande de  calculer  le  volume  du  solide  engendré  par  le  triangle. 
(Sorbonne,  1860.  )  (  Voy.  Atl.vs,  fig.  330.  ) 
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337.  Un  rectangle  ABCD  étant  donné,  naener  les  diagonales 
âC,  BD  et  mener  aussi  AM  parallèle  à  BD.  Concevez  alors  que  le 
rectangle  fasse  une  révolution  autour  de  AM.  On  représente  par 
a  et  b  les  deux  côtés  du  rectangle  et  l'on  propose  de  trouver,  au 
moyen  de  ces  données,  les  volumes  décrits  par  les  quatre  trian- 
gles ABC,  ÀCD,  ABD,  BDC.  (Sorbonne,  1860.)  [Voy.  Atlvs, 
/i5r.337.) 

338.  Par  le  sommet  A  d'un  carré  ABCD,  dont  le  côté  est  égal  à 
3^,575,  on  mène  la  droite  AX,  faisant  avec  le  côté  AB  un  angle 
BAX  égal  à  60©  ;  calculer  à  t~tô  P^ès  de  sa  valeur  le  volume  en- 
gendré par  le  carré  tournant  autour  de  la  droite  AX.  (Sorbonne, 
i860.)  (Voy,  Atlas,  fig.  338.) 

339.  Les  deux  côtés  d'un  rectangle  ABCD  ont  pour  longueur 
AB  =  4" ,  BG  =  3"  ;  calculer  à  1  décimètre  cube  près  le  volume 
engendré  par  la  révolution,  de  la  surface  du  rectangle  autour 
d'un  axe  EF  passant  par  le  sommet  A  et  perpendiculaire  à  la 
diagonale  AC.  (Sorbonne,  1860.)  (  Voy,  Atlas,  pg,  339.) 

340.  Calculer  à  un  ttûVït  près  de  sa  valeur  le  volume  engendré 
par  un  hexagone  régulier  qui  tourne  autour  d'un  de  ses  côtés  ; 
on  suppose  que  chaque  côté  deThexagone  est  de  1  mètre.  (Sor- 
bonne, 1800.)  (Voy.  Atlas,  fig,  340.) 

341.  Soit  ABCD  un  rectangle;  par  le  milieu  E  du  côté  BC, 
on  mène  une  droite  quelconque  qui  coupe  DC  au  point  N  et  le 
prolongement  de  AB  en  M.  Supposons  que  la  figure  fasse  une 
révolution  autour  de  AD.  On  propose  de  calculer  le  rapport  des 
deux  volumes  décrits  par  les  triangles  BEM,  ECN,  en  désignant 
AB  par  a  et  BM  par  b.  (Sorbonne,  1865.  )  (  Voy,  Atlas,  fig,  341.  ) 

342.  Calculer  le  volume  engendré  par  un  triangle  équilatéral 
ABC  tournant  autour  d'une  droite  xy  parallèle  à  BC;  le  côté  AB 
vaut  1  mètre;  la  distance  CD  du  côté  BC  à  l'axe  xy  est  aussi  de 
1  mètre.  (Sorbonne,  1863.)  (Voy,  Atlas,  fig.  342.) 

343.  L'angle  A  du  triangle  ABC  =  45^  Les  côtés  AB,  AC  sont 
respectivement  de  5*"  et  6".  Calculer  le  volume  engendré  par  le 
triangle  tournant  autour  de  la  droite  AX  perpendiculaire  à  AB. 
(Sorbonne,  1866.  )  (  Voy,  Atlas,  fig.  343.) 
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344.  Dans  le  triangle  rectangle  AOB,  le  côté  A0=2'",  le  côté 
B0=  1"',5.  Par  le  milieu  C  da  c6lé  AO,  on  mène  CD  parallèle 
à  BO.  Calculer  la  surface  latérale  du  tronc  de  cône  engendré  par 
le  trapèze  BOCD  tournant  autour  de  AO.  (Sorbonne,  i807.  )  (  Voy. 
Atlas,  fig.  3ii.  ) 

345.  Calculer  le  volume  d'un  solide  décrit  par  le  secteur  cir- 
culaire AOB  tournant  autour  de  AO.  On  supposera  que  l'angle 
AOB  est  de  55*  et  que  le  rayon  AO  est  de  """..'ii.  (Sorbonne, 
1867.)  {Voy.  Atlas,  fig.  345.) 

346.  Dans  le  triangle  ABC,  on  a 

AB=123'»,2I5. 
AC  =  iOO-,385, 
angle  A  =  30<>  iS'  33'. 

On  demande  de  calculer  le  volume  qu'engendre  ce  triangle  en 
tournant  autour  de  la  droite  PQ  menée  par  le  sommet  A  perpen- 
diculairement au  côté  AB.  (Sorbonne,  i868.)  (Voy.  Atlas, 
/ÎI7.3I6.) 

347.  Un  hexagone  régulier  dont  le  côté  vaut  1°*  tourne  autour 
de  Tun  de  ses  côtés.  Calculer  le  volume  engendré.  (Sorbonne, 
1868.)  (Voy.  Atlas,  fig.  347.) 

348.  Dans  le  trapèze  ABCD,  on  a 

baseAB=32",373, 
b38eCD=17",225, 
angle  A = 4*»  30' 27*. 
angleB=61«29M3*. 

On  demande  le  volume  engendré  par  le  trapèze  tournant  au- 
tour de  sa  base  AB.  (Sorbonne,  1868.  )  (Voy.  Atlas,  fig,  348.) 

349.  Rapport  des  volumes  engendrés  par  un  parallélogramme 
toomant  successivement  autour  de  deux  côtés  adjacents.  (Sor- 
bonne, 1866.) 

350.  Dans  un  demi-cercle  de  rayon  R,  on  inscrit  un  demi- 
octogone  régulier.  Calculer  Texpression  du  volume  du  solide 
décrit  par  la  rotation  du  demi-octogone  autour  du  diamètre  du 
demi-cercle.  (Sorbonne,  1867.  )  (  Voy.  Atlas,  fig.  330.) 
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351.  Un  triangle  rectangle  dont  les  deux  côlés  de  l'angle  droit 
sont  respectivement  égaux  à  S^.â  et  à  î^.S  tourne  autour  de 
son  hypoténuse.  Calculer  la  surface  engendrée  par  les  deux  côtés 
de  l'angle  droit.  (Sorbonne,  i868.)  (  Voy.  Atlas,  /?//.  351.) 

352.  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  isoscèle,  sachant  que  sa 
surface  est  égale  à  celle  d'un  carré  dont  le  côté  est  «,  et  que  la 
surface  engendrée  par  le  périmètre  du  triangle  en  tournant  autour 
de  la  base  est  égale  à  celle  d'une  sphère  d'un  rayon  b.  (Sorbonne, 
18G1).)  {Voy.  Atlas,  pg,  3o2.) 

353.  On  donne  une  circonférence  de  diamètre  AB.  Par  le 
point  A ,  mener  une  corde  AC  telle  que,  si  l'on  fait  tourner  la 
figure  autour  de  AB,  la  zone  engendrée  par  l'arc  AC  soit  dans  un 

nipport  —  avec  la  surface  lalérale  d'un  cône  engendré  par  la 

droite  AC.  (Sorbonne,  18G0.)  {Voy,  Atlas,  pg,  3">3.) 

354.  iitanl  donné  un  cercle,  mener  une  corde  AC  telle  que, 
s'  /on  fait  tourner  la  figure  autour  d'une  droite  AB,  le  volume 
en-ondrc  par  le  segment  de  cercle  AMC  soit  moitié  du  volume 
d(3  in  sphère  engendrée  par  le  demi-cercle  AMB.  (Sorbonne,  1871.) 
{Voy.  Atlvs,  /l'y,  X)i,) 

355.  Trouver  le  volume  engendré  par  un  triangle  isoî^cèle 
tournant  autour  d'un  axe  parallèle  à  sa  hase.  (Sorbonne,  1871 .) 
(Voy,  Atlvs.  /iy.  Xu),) 

356.  Un  trianiile  rectangle  tourne  autour  de son*hypoténuse  a; 
trouver  rcxprossion  du  volume  engendré  en  fonction  des  côtés 
hoir.  On  iip|)Ii(juera  la  formule  au  cas  où  6  =  0"' et  c^S™. 
(Snihunno,  IvSTl.)  ^lo»/.  Atlas,  ////.  3')<).) 

357.  Un  triangle  isusrèle  ABC,  d(jnt  la  base  BC  est  égale  à 
()  nuires  et  le  côté  AB  égal  à  0  mètres,  tourne  autour  d'une  droite 
pariillcle  à  hC  et  menée  [)dr  le  sommet  A  du  triangle.  On  demande 
le  volume  cn-rcndré.  (Sorbonne,  1871.)  (Voy.  Atlas,  py.  3o7.) 

358.  On  donne  un  cercle  dont  le  diamètre  AB=  i™.  Vno  corde 
MN  û-TiiIe  à  ri""  tourne  autour  du  diamètre  AB,  auquel  elle  est 
parallèle.  On  demande  de  calculer  la  surfiice  qu'elle  engendre. 
(^Sorbonne,  1871.)  [Vny,  Atlvs,  py,  'XîH,) 
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359.  Rapport  des  volumes  engendrés  par  un  parallélogramme 
tournant  successivement  autour  de  deux  côtés  adjacents.  (Sor- 
bonne,  1871.)  (Voy,  Atlas,  fig.  339.) 

360.  Les  côtés  d'un  rectangle  ABCD  ont  pour  longueur 

ABzzr^    BC  =  3-. 
Calculer  à  1  décimètre  cube  près  le  volume  engendré  par  la 
révolution  de  la  surface  du  rectangle  autour  d*un  axe  EF  passant 
parle  sommet  A  et  perpendiculaire  à  la  diagonale  AC.  (Sor* 
bonne,  1871.)  (Voy.  Atl.vs,  fig.  360.) 

361.  Étant  donnés  un  cercle  et  un  diamètre  AB,  à  quelle 
distance  OC  du  centre  faut-il  mener  une  corde  DE  perpendicu- 
laire à  ce  diamètre  pour  que  le  volume  engendré  par  le  segment 
AMD,  en  tournant  autour  du  diamètre  AB,  soit  égal  au  volume 
engendré  par  le  triangle  OCD?  (Sorbonne,  1872.)  (Voy.  Atlas, 
fig,  361  ) 

362.  Calculer  les  deux  côtés  de  Tangle  droit  d'un  triangle 
rectangle,  connaissant  Thypoténuse  a  et  sachant  que  le  solide 
engendré  par  la  révolution  du  triangle  autour  de  Tbypoténuse  a 
un  volume  égal  à  celui  d'une  sphère  de  rayon  b,  (Sorbonne,  187â.) 
(Voy.  Atlas,  A^.  362.) 

363.  Dan.(i  un  cercle  de  rayon  donné  R,  on  mène  une  corde  DR 
égale  au  côté  du  pentagone  régulier  inscrit,  et  Ton  fait  tourner  la 
figure  autour  du  diamètre  AB  perpendiculaire  à  la  corde  DE  ; 
calculer  le  segment  de  sphère  engendré  par  le  demi-segment  ACD. 
(Sorbonne,  1872.)  [Voy.  Atlas,  fig,  3G3.) 

364.  Étant  donnés  un  cercle  et  deux  diamètres  rectangulaires 
AB,  eu,  mener  une  corde  DE  parallèle  au  diamètre  AB,  de 
manière  que  le  volume  du  cylindre  engendré  par  le  rectangle 
DEGF,  en  tournant  autour  du  diamètre  AB,  soit  égal  à  celui  du 
solide  engendré  par  le  triangle  DCB  tournant  autour  du  diamètre 
AB.  (Sorbonne,  fd72.)  (Voy,  Atlas,  fig.  364.) 

365.  Calculer  le  volume  engendré  par  la  révolution  d'un  rec- 
tangle dont  les  dimensions  sont  a  et  b,  tournant  autour  d'un  axe 
passant  par  Tun  de  ses  sommets  et  perpendiculaire  à  la  diagonale 
du  rectangle.  (Sorbonne,  1873.)  (Voy,  Atlas,  fig,  363.) 
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366.  Calculer  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle, 
connaissant  l'hypoténuse  a  et  sachant  que  le  volume  engendré 
par  le  triangle  tournant  autour  de  l'hypoténuse  est  égal  à  celui 
d'une  sphère  de  rayon  donné  R.  (  Sorbonne,  1873.)  {Voy,  Atlas, 
pfj.  306.) 

367.  Trouver  le  volume  engendré  par  la  rotation  d'un  segment 
de  cercle  autour  d'un  diamètre,  connaissant  la  corde  du  segment 
et  sa  projection  sur  le  diamètre.  (Sorbonne,  187i.)  (Voy.  Atlas, 
A.7.367.) 

368.  Soit  deux  parallèles  AB,  CD.  On  joint  AD,  BC,  et  Ton 
demande,  étant  données  les  longueurs  AB  =  a,  CD  =  6,  et  la 
distance  h  do  AB  et  de  CD,  de  c^lcufcr:  1^  les  aires  des  triangles 
ABE,  ECD,  leur  somme  et  leur  différence  ;  S"*  les  volumes  engen- 
drés par  ces  deux  triangles  tournant  autour  de  la  droite  AB. 
(Sorbonne,  1873.)  {Voy.  Atlas,  pff.  368.) 

369.  Calculer  les  côtés  do  Fangle  droit  d'un  triangle  rectangle 
ABC,  connaissant  l'hypoténuse  BC  et  sachant  que  le  volume 
engendré  par  le  triangle  tournant  autour  du  côté  AB  est  double 
du  volume  engonriré  par  ce  mémo  triangle  en  tournant  autour 
du  côté  AC.  (Sorbonne,  187,'>.)  {Voy.  Atlas,  fiy,  369.) 

370.  On  donne  le  côlé  a  d'un  triangle  équilatéral  ABC,  et  Ton 
demande  à  quelle  distance  x  du  côté  BC  on  doit  lui  mener  une 
parallèle  pour  que  le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC  tour- 
nant autour  de  cette  parallèle  soit  équivalent  à  celui  d'une 
sphère  de  rayon  A.  (Sorbonne,  1874.)  (Voy.  Atlas,  fig.  370.) 

371.  On  donne  Thypolénuse  BC=ad'un  triangle,  rectangle  et 
l'on  propose  d'en  déterminer  la  hauteur  AD  =  j,  de  façon  que, 
si  Ton  fait  tourner  autour  de  BC  le  cercle  décrit  sur  cette  droite 
comme  diamètre,  la  somme  des  volumes  engendrés  par  les  deux 
segments  de  cercle  AMB,  ANC  soit  égale  au  volume  d'une  sphère 
de  rayon  donné  R.  Examiner  si  le  problème  est  toujours  pos- 
sible. (Sorbonne,  187 i.)  (Voy,  Atlas,  fig.  371.) 

372.  Deux  circonférences  dont  les  rayons  sont  c  et  2a  se  lou- 
chent intérieurement.  Par  le  point  de  contact  A,  on  trace  une 
droite  ABC  faisant  un  angle  de  45«  avec  le  diamè^lre  AD  qui 
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aboutit  à  ce  point.  La  figure  tournant  autour  de  AD.  l'airo 
ÂMBCN  comprise  entre  les  deux  circonférences  et  la  sécante  BC. 
engendre  un  volume  qu'on  demande  d'évaluer.  (Sorbonne,  1874.) 
{Voy.  Atlas,  fig,  372.) 

373.  Trouver  l'angle  que  la  corde  AB  doit  faire  avec  le  dia- 
mètre AC  mené  par  une  de  ses  extrémités  pour  que  le  volume 
engendré  par  la  révolution  autour  de  AC  du  segment  du  cercle 
AMB  soit  les  yï  du  volume  de  la  sphère  engendrée  par  la  révo- 
lution du  demi*cercle  AMC.  (Sorbonne,  1875.)  (Voy.  Atlas, 
fif/.  373.) 

374.  Soit  AB  un  diamètre  d'un  cercle  de  rayon  R.  A  quelle  dis- 
tance AI  du  point  A  faut-il  mener  une  corde  CD  perpendiculaire 
à  AB  pojur  que  les  volumes  engendrés  par  les  deux  segments  de 
cercle  AMC,  CNB,  lorsque  la  figure  tourne  autour  de  AB,  fassent 
une  somme  égale  au  |  du  volume  de  la  sphère  engendrée  par  le 
demi-cercle  ACB '21  (Sorbonne,  187i.)  (  Voy,  Atlas,  fig,  37 i.) 

375.  Dans  un  triangle  rectangle  AOB,  le  côté  A0=2  et  le 
côté  B0=  1,5.  Par  le  milieu  C  du  côté  AO,  on  mène  CD  parallèle 
à  BO;  calculer  la  surface  latérale  du  tronc  de  cône  engendré  par 
le  trapèze  BOCD  tournant  autour  de  AO.  (Sorbonne,  1874.) 
(  Voy.  Atlas,  fig,  375.) 


3*  PROBLÈMES  SUR  LA  SPHtRE. 


376.  Deux  observateups  situés  à  bord  de  deux  navires,  élevés 
chacun  de  3  mètres  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  ont  cessé  de 
s'apercevoir  mutuellement  à  une  distance  de  12600  mètres.  On 
propose  de  conclure  de  cette  observation  une  valeur  approchée 
du  rayon  de  la  Terre.  (Sorbonne,  1858.)  (Voy.  Atlas,  fig.  376.) 

377.  Caculer  à  1  décimètre  carré  près  la  surface  de  la  zone 
sphérique  engendrée  par  un  arc  de  30^  dont  le  rayon  est  3'",!261, 
el  qui  tourne  autour  du  diamètre  passant  par  une  de  ses  extré- 
mités. (Sorbonne,  1*858.)  (Voy.  Atlas,  fig,  377.) 
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378.  Calculer  en  myriamètres  carrés  la  surface  de  l'une  de^ 
deux  zones  glaciales,  sachant  que  le  petit  cercle  est  à  23°  30'  du 
pôle.  On  suppose  que  la  surface  de  la  Terre  est  e-\actement  sphé- 
rique  et  que  la  circonférence  d'un  grand  cercle  est  4000  myria- 
mètres. (Sorbonne,  1858.) 

379.  AB  est  le  diamètre  d'une  sphère,  et  l'on  veut  mener 
perpendiculairement  à  ce  diamètre  deux  plans  tels  que  la  surface 
de  la  sphère  soit  partagée  en  trois  zones,  dont  les  surfaces  soient 
entre  elles  comme  trois  longueurs  données  m,n,  p.  Comment 
déterminer,  sur  le  diamètre  AB,  les  deux  points  par  où  doivent 
passer  les  deux  plans  perpendiculaires?  (Sorbonne,  1858.) 

380.  On  demande  de  calculer,  à  i  millimètre  près,  la  hauteur 
d'une  zone  sphérique,  sachant  que  la  surface  de  cette  zone  est 
de  25'nq,26  et  que  le  volume  de  la  sphère  à  laquelle  elle  ap- 
partient est  de  ^OS^sâS.  (Sorbonne,  1858.) 

381.  Trouver  le  volume  d'une  sphère  dans  laquelle  on  connaît 
la  hauteur  et  la  surface  d'une  zone. 

Application  :  Trouver  le  volume  d'une  sphère,  étant  donnée 
une  zone  dont  la  hauteur  est  égale  à  0"",  f7  et  la  surface  à  â'^q 
(Sorbonne,  1858.) 

382.  Le  diamètre  d'une  sphère  est  égal  à  4  mètres;  une  corde 
parallèle  à  ce  diamètre  est  égale  à  2  mètres.  On  demande  la  surface 
engendrée  par  celle  corde  tournant  autour  du  diamètre.  (Sor- 
bonne,  1853.)  [Voy.  Atlas,  ^/y.  282.) 

383.  Une  sphère  étant  donnée,  menez  un  rayon  quelconque 
et  un  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  ce  rayon:  ce  plan  parta- 
gera la  sphère  en  deux  segments.  Supprimez  le  petit  segment  et 
remplacez-le  par  un  cône  droit  de  même  base  que  ce  segment 
supprimé.  On  demande  à  quelle  distance  doit  être  placé  le  som- 
met du  cône  pour  que  le  corps,  ainsi  composé  d'un  cône  et  d'une 
partie  sphérique,  ait  la  même  surface  que  la  sphère.  ,' Sorbonne, 
1858.)  {Voi/,  Atlvs,  fifj.  383.) 

384.  Calculer  le  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  que 
doit  contenir  un  arc  de  cercle,  pour  que  l'aire  de  la  zone  engendrée 
par  la  révolution  de  cet  arc  autour  du  diamètre  qui  le  divise  en 


GÊOMÊTBIE.  t>l 

deux  parties  égales  soit  égale  à  la  moitié  défaire  du  cercle. 
(Sorbonne,  iSSid,)  (  Voy.  Atlas,  fig.  38i.) 

385.  On  demande  de  démontrer  TexpressioD  de  la  surface  de 
la  zone  sphérique  et  de  l'appliquer  à  l'exemple  suivant  : 

Une  sphère  dont  le  rayon  est  de  •i*  étant  coupée  par  deux 
plans  parallèles  menés  d'un  môme  côté  du  centre,  à  des  disiancos 
de  ce  point  de  2"  et  de  3*,  quelle  est  la  surface  de  la  zone  et 
quelle  est  la  surface  de  chacun  des  deux  cercles  qui  forment 
SCS  bases?  (Sorbonne,  1859.) 

386.  Quelle  est  la  surlace  d*une  sphère  de  0",âl  de  rayon  ?  On 
fera  le  calcul  en  prenant  la  valeur  ic= 3,1 116.  (Sorbonne,  lb59\ 

387.  La  surface  totale  du  cylindre  circonscrit  à  la  sphère  est 
moyenne  proportionnelle  entre  la  surface  de  la  sphère  et  la  sur- 
face totale  du  cône  équilatéral  circonscrit. 

388.  La  surface  de  la  sphère  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  surfaces  engendrées  par  deux  polygones  réguliers  êem- 
blables,  d'un  nombre  pair  de  côtés,  inscrits  et  circonscriis  au 
même  grand  cercle,  et  tournant  autour  du  môme  diamètre.  (  Voy, 
Atl.48,  fig.  388.) 

389.  Le  volume  du  cylindre  circonscrit  à  une  sphère  est  moyen 
proportionnel  entre  le  volume  de  la  sphère  et  celui  du  cône  équi* 
latéral  circonscrit. 

390.  Par  un  point  M,  situé  à  la  surlace  d'une  sphère,  menoz 
un  plan  qui  coupe  celte  sphère  suivant  un  cercle  MNP  ;  par  lu 
même  point,  menez  un  second  plan  qui  coupe  la  sphère  suivant 
un  autre  cercle  MQR  ;  menez  la  tangente  MX  au  premier  cercle 
et  la  tangente  MY  au  second.  Démontrer  que  le  plan  de  ces  deux 
tangentes  est  perpendiculiiire  au  rayon  OM  de  la  sphère  (  Sor- 
bonne, 1860.)  (  Voy.  Atlas,  fig.  390.) 

391.  Calculer  le  rapport  de  la  surface  de  la  zone  tempérée  à  la 
s  irface  entière  de  la  Terre^  en  supposant  la  Terre  sphérique,  et 
regardiinl  la  zone  tempérée  comme  limitée  par  deux  petits  cercles, 
dont  Tun  esta  23''  SO'  du  pôle  et  l'autre  à  23«30'  de  réquatcur. 
(So  b  nne,  1800.)! 

4 


(>i>  GÉOMÉTRIE. 

392.  Calcul3r  le  volume  du  secteur  sphérique  engendré  par 
la  révolution  du  secteur  circulaire  OAB  autour  du  rayon  OA, 
sachant  que  ce  rayon  est  égal  à  2  décimètres  et  que  l'anglo 
AOB  =  54''  28'.  (Sorbonne,  1860.)  (  Voy,  Atlas,  fuj.  392.) 

393.  La  hauteur  d'une  calotte  sphérique  (zone  à  une  base)  est 
égale  à  32""".  le  rayon  de  la  circonférence  qui  lui  sert  de  base  est 
é.^iilà  45""".  Calculer  la  surface  delà  calotte.  ^Sorbomie,  1860.) 
(Voy,  Atlvs,  /k/.  393.) 

394.  La  différence  des  rayons  de  deux  sphères  est  égale  à 
l'",75,  et  la  différence  de  leurs  volumes  est  de  47"»*^  ;  calculer 
chacun  des  deux  rayons  à  0™,00I  près.  (Sorbonne,  1800.) 

395.  Calculer  à  1™  près  la  longueur  d'un  arc  d'un  parallèle 
terrestre,  sachant  que  la  latitude  de  ce  parallèle  est  de  iS'^-oO', 
et  que  la  diflércnce  des  longitudes  des  deux  extrémités  de  l'arc 
est  égale  à  3**  30'  et  la  circonférence  d'un  grand  cercle  égale 
à  iU 000 000  de  mètres.  (Sorbonne,  1860.) 

396.  Le  rayon  d'une  sphère  étant  égal  à  1,  calculera  0,001 
près  la  hauteur  d'un  cône  dont  la  base  est  un  petit  cercle,  dont  le 
sommet  est  au  centre  de  la  sphère  et  dont  la  surface  latérale  est 
éiiale  au  dixième  de  la  sphère.  (Sorbonne,  1800.) 

397.  CalruliT  l'angle  que  doivent  faire  entre  eux  deux  rayons 
i)X  et  OB  d'un  cercle,  pour  que  le  volume  engendré  par  la  ré- 
volution du  spctcur  OAB  autour  du  rayon  OA  soit  le  quart  du 
volume  (\o  la  sphère  du  môme  rayon.  (Sorbonne,  18()1.) 

398.  Couper  une  sphère  par  deux  plans  parallèles  et  égale- 
ment éloignés  du  centre  de  la  sphère,  de  manière  que  la  somme 
drs  aires  des  deux  sections  soit  égale  à  l'aire  do  la  zone  com- 
prise entre  les  dcnx  pians.  (Sorbonne,  1875,  enseignement 
secondaire  ?p('*cial,  i"  année.)  (Voy,  Atlvs,  py.  308.) 

399.  Culculor  à  0'n,0()l  près  le  rayon  d'une  S|)hère  d'argent 
valant  250  francs.  La  densité  de  l'argent  est  10,i7i.  (Sorbonne, 
lvS07.) 

400.  Une  sphère  dont  le  rayon  est  de  7°"  est  coupée  par  deux 
plans  parallèles  menés  d'un  môme  côté  du  centre  à  des  distance 
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de  ce  point  de  3"  et  de  5"  ;  quelle  est  la  surface  de  la  zone  com- 
prise entre  ces  deux  plans?  quelle  est  la  surface  de  chacun  des 
cercles  qui  forment  ses  bases?  — >  Volume  du  segment  sphérique 
compris  entre  les  deux  plans  parallèles.  (Sorbonne,  1807.) 
(Voy.  ATLAS,  fig,  400.) 

40t.  Calculer  la  surface  de  la  zone  d*une  sphère*  de  rayon  r, 
Tue  par  un  observateur  placé  à  une  distance  r-|-i^  du  centre  de 
la  sphère.  (Sorbonne,  1868.)  {Voy.  Atlas,  fig.  401.) 

402.  Une  sphère  a  10*  de  rayon  :  on  mène  un  plan  sécant  à 
une  distance  du  centre  égale  à  la  moitié  du  rayon  ;  calculer  le 
volume  du  segment  détaché  par  ce  plan.  (Sorbonne,  1869.) 
(Vby.  Atlas,  /f^.  402.) 

403.  1*"  Étant  données  la  hauteur  d'une  zone  à  une  base,  £a 
surface,  calculer  le  volume  de  la  sphère  dont  cette  zone  fait  partie. 
A=:0",4,  «=2-4. 

2*  Volume  du  segment  sphérique  qui  a  pour  base  le  cercle, 
base  de  la  calotte  sphérique  dont  on  a  donné  la  hauteur  et  la 
surface.  (Sorbonne,  1874.) 

404.  Un  petit  cercle  tracé  sur  une  sphère  en  divise  la  surface 
en  deux  parties,  qui  sont  entre  elles  comme  3  est  à  1  ;  on  con- 
struit les  deux  cènes  qui  ont  ce  petit  cercle  pour  base  commune 
et  les  deux  p6les  pour  sommets;  calculer  le  rapport  du  volume  de 
chacun  de  ces  cônes  au  volume  de  la  sphère.  (Sorbonne,  1869.) 
(  Voy.  Atlas,  fig.  404.) 

405.  Une  sphère  dont  le  rayon  a  une  longueur  de  7  mètres  est 
coupée  par  deux  plans  parallèles  menés  d*un  même  côté  du  centre 
à  des  distances  de  ce  point  de  3  mètres  et  de  5  mètres  : 

1*  Quelle  est  la  surface  de  la  zone  comprise  entre  ces  deux 
plans? 

2«  Quelle  est  la  surface  de  chacun  des  cercles  qui  forment  ses 
bases? 

3*  Quel  est  le  volume  du  segment  sphérique  compris  entre  les 
deux  plans  parallèles?  (Sorbonne»  1872.)  ( Voy.  Atlas,  fig.  405.) 

406.  Étant  donnée  une  sphère,  mener  un  plan  AB  tel  que  le 
volume  du  segment  ABC  soit  égal  à  celui  du  cône  ADB.  Calculer, 
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à  moins  de  1  centimètre  près,  la  distance  du  plan  au  centre,  le 
rayon  de  la  sphère  étant  supposé  égal  à  1  mètre.  (Sorbonne, 
]Hl\.){Voy.  Atlas,  ^fy.  406.) 

407.  La  Terre  olant  supposée  sphérique  et  la  circonférence 
d'un  grand  cercle  égale  à  40000  kilomètres,  on  demande  la  sur- 
face de  la  zone  comprise  entre  l'équaleur  et  le  parallèle  dont  la 
latitude  est  ^^ale  à  45  degrés.  (Sorbonne,  1875.)  0^//-  Atlas, 
Ihj  4U7.) 

408.  Une  sphère  dont  le  rayon  est  de  4  mètres  est  coupée  par 
deux  plans  parallèles  menés  du  môme  côté  du  centre  à  des 
distances  de  ce  point  de  "l""  et  de  3*"  ;  quelle  est  la  surface  de  la 
zone?  quelle  est  la  surface  de  chijcun  des  deux  cercles  qui  forment 
ses  ba^L's?  (Surbonne,  1873.)  {Voy.  Atlas,  fi(j.  408.) 

409.  I/arc^te  d'un  cube  est  de  0™,2ri.  On  demanlc  le  vo'ume 
de  la  sjihère  circonscrite.  On  sait  que  le  diamèlre  de  la  sphère 
est  la  diagonale  du  cube  inscrit.  (Sorbonne,  1873.)  (Voy.  Atlas, 
A/y-  409.) 

410.  On  donne  une  demi-sphcre  ACB.  On  circonscrit  à  celle 
demi  sphère  un  cùneayant  sa  base  dans  le  pl&n  AB  et  son  sommet  S 
sur  la  perpendiculaire  à  ce  plan  mené  par  le  centre  0  de  la  sphère. 
Délerniiner  la  hauteur  OS  de  ce  cône,  de  telle  sorte  que  sa  surface 
totale  soit  éi^ale  à  celle  d'un  cercle  de  ravon  a.  (Sorbonne,  187Ù).) 
[Voy.  Atlas,  /i'/.  410.) 

411.  tlanl  donné  le  rayond'une  sphère,  calculer  la  hauteur  AC 
d'une  zone  DAE,  de  telle  sorte  que  la  surface  de  cette  zone  s.'.t 
égale  à  la  surface  latérale  du  cône  DBE,  (pii  a  même  base  que  la 
zone  et  dont  le  sommet  B  est  situé  à  l'extrémité  du  diamètre  AB 
perpendiculaire  au  plan  de  la  base.  (  Sorbonne,  187i.)^  Voiy.  Atlas, 
////.  il  1.1 

412.  On  donne  une  sphère  de  rayon  R  et  un  diamètre  AOB  de 
celte  s|)hère.  On  mène  un  plan  DCE  perpendiculaire  à  AB  qui 
coupe  celle  droite  au  point  C.  Déterminer  la  distance  AC  de  telle 
sorte  (jue  le  rapport  du  segment  DAE  de  la  sphère  au  secteur 
S()héri(pie  DOEsoit  égal  à  un  nombre  donné  tu.  (  Sorbonne,  187.*»  ^ 
^V'  y  Atlas,  ///y.  412.» 
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413.  Étant  donné  le  rayon  d*un  cercle,  à  quelle  distance  ÀC 
faut-il  mener  une  corde  DE,  perpendiculaire  au  diamètre  AB,  de 
manière  que,  si  Ton  fait  tourner  la  figure  autour  du  diamètre  AB, 
le  volume  engendré  par  le  segment  de  cercle  AMD  soit  la  moitié 
du  volume  engendré  par  le  triangle  BCD?  [Sorbonne,  1875.) 
(Voy.  Atlas,  /î^.  413.) 

414.  Étant  donné  le  rayon  R  d'un  cercle,  déterminer  sur  le 
diamètre  AB  la  dislance  AC.  de  telle  sorte  que,  si  au  point  C  on 
élève  CD  perpendiculaire  à  AB,  et  si  Ton  fait  ensuite  tourner  la 
figure  autour  de  AB,  le  rapport  des  volumes  décrits  par  les  deux 
segmentsAMDetDNBsoitégalà  J.  (Sorbonne,  1873.)  (Voy.  Atlas, 

415.  On  inscrit  un  demi-hexagone  régulier  ACDB  dans  un 
demi-cercle  AB  et  l'on  fait  ensuite  tourner  la  figure  au  tour  du  dia- 
mètre AB  :  calculer  le  rapport  des  volumes  décrits  par  les  deux 
segments  de  cercle  AMC  et  CND.  (Sorbonne,  1875,)  [Voy.  Atlas. 

A//.  -^1^0 

416.  La  corde  CD  est  parallèle  au  diamètre  AB  du  demi-ccrclo 
AIB  et  égale  au  rayon  OA  du  cercle  ;  on  joint  le  point  A  au  point 
D,  et  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  la  droite  01  perpendi- 
culaire à  AB  :  calculer  le  rapport  des  volumes  des  cônes  décrils 
par  les  deux  Iriani^lcs  rectangles  AOII  et  DEH.  (Sorbonne,  1875/ 
(Voy.  Atlas,  /if/.  ilO.) 
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CHAPITRE  PREMIER. 


PROBLÈMES  SUR  LES  LIGNES  DROITES  ET  LES  ANGLES. 


i.  D'un  point  P  quelconque,  pris  sur  ÀB,  on  décrira,  avec  la 
longueur  donnée  pour  rayon,  un  arc  de  cercle  coupant  en  Q  la 
droite  CD;  il  suffira  ensuite  de  mener  par  le  point  0  une  paral- 
lèle à  PQ;  en  effet,  HN  sera  égale  à  PQ  comme  parallèles  com- 
prises entre  parallèles. 

Comme  l'arc  de  cercle  coupe  CD  en  un  second  point  Q\  le 
problème  admet  deux  solutions  (CM,  CM').  Si  Tare  de  cercle  est 
tangent,  il  n'y  en  a  qu*une;  s'il  ne  coupe  pas  CD,  le  problème 
est  impossible.  (Vbjf.  Atlas,  /S^.  1.) 

2.  Menons  la  bissectrice  SI  de  Tangle»  et  du  point  0  abaissons 
une  perpendiculaire  sur  cette  ligne  ;  il  est  clair  que  les  triangles 
Sia,  St&  seront  égaux;  donc  Sa  =  S6.  (Voy.  Atlas,  ^q,  2.) 


(')  Les  leUref  (8.),  pltcéa  à  droite,  sont  destinées  à  appeler  rtUenlioo  da 
lectear  sv  les  lignes  renfennanl  les  sofuitont  des  problèmes. 

L.  —  /lecuett.  U.  1.  1 
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3.  II  suffit  pour  cela  de  voir  si 


AB      A'B 


'D' 


Si  cela  a  lieu ,  les  droites  AA',  BB',  iX'  concourent  au  môme 
point;  or 


'n' 


AB      2       1,2 1       A'B 


(Voy,  Atl.vs,  fig.  3.) 

A,  Abaissons,  des  points  A  et  B,  des  perpendiculaires  sur  les 
côt^'S  de  l'angle,  et  prolonj;cons-les  de  quantilc's  égales  à  elles- 
mêmes,  de  fiiçon  à  obtenir  A'  et  B';  joignons  A'B'.  qui  coupe  les 
côtés  de  l'angle  en  M  et  N.  AMNB  sera  le  plus  court  chemin 
cherché,  car  AMNB  =  A'B',  plus  court  chemin  de  A'  en  B', 
(Voy.  Atlas,  ^/y.  ^.) 

5.  Soit  I  le  point  de  rencontre  des  droites  données;  menons  OC 
parallèle  à  AB,  prenons  Cn  =-10,  joignons  nO m,  qui   sera  la 

ligne  cherchée;  car,  dans  le  triangle  min,  on  a ——  =  -^,  et 

par  construction  IC  =  Cn. 

Si  les  droites  étaient  parallèles,  le  problème  serait  impossible, 
sauf  dans  le  cns  où  0  serait  également  distant  dos  d^ux  droites,  et 
alors  toute  droite  menée  par  0  satisferait  à  l'énoncé.  (  Voy.  Atl\s, 
Py.  ri.) 

6.  Soit  ex  la  ligne  demandée,  on  veut  que  Art-[-B6  =  «. 
Joignons  AB  par  le  milieu  D  do  cette  droite,  abaissons  DR  per- 
pendiculaire à  CX;  le  point  R  sera  le  milieu  de  a6,  et  CR  sera 
égalàKAfl  +  B6). 

11  suffira  donc,  pour  résoudre  le  problème,  de  décrire  du 
point  D  comme  centre,  avec  {  w  pour  rayon,  une  circonférence: 
la  tangente  menée  à  ce  cercle,  par  le  point  C,  sera  la  ligne 
demandée. 

Le  problème  aura  généralement  deux  solutions,  si  C  est  hors  de 
la  circonférence;  une  seule,  si  Cost  sur  la  circonférence  môme; 
pas,  si  C  est  intérieur,  (r^j/.  Atlvs,  fy.  (i.) 

7.  Soit  CX  la  ligne  doînnndéo;  on   veut  que  B/>-|-Afl  —  m 
^^"nons.  par  le  point  A,  Al)  parallôlo  à  CX.  HD  sera  égal  à  m. 


U  safBt  donc  de  mener  du  point  B,  oomme  centre,  one  circon- 
férence ayant  m  pour  rayon,  et  de  mener  de  A  une  tangente  à 
ce  cercle  ;  la  ligne  cherchée  sera  la  parallèle  à  cette  tangente 
menée  par  le  pointC. 

La  position  de  â  par  rapport  à  la  circonférence  montre  dans 
quels  cas  le  problème  a  deux  solutions,  une  seule  ou  aucune. 
(Voy.  Atlas,  fig,  7.) 

8.  Posons  ÂD=  a,  nous  aurons  dans  ADE 

De  _      il      _         a 

s»nA      sinAlîB       sin  (  A+x> 
d'où 

sin  (A-f-x) 

Pour  que  DE  soit  minimum,  il  faut  que  sin  (A  -{-x)  soit  maxi- 
mum : 

(sin  A  +  x)  =  1; 

c'est'à-dire  que 

A+x=90o, 

x  =  90«— A. 

Le  minimum  a  donc  lieu  quand  DE  est  perpendiculaire  à  AB. 
(Foy.  Atlas,  (Ig.  8.) 

9.  Soient  A,  B,  C  les  points  donnés,  CX  la  droite  cherchée  ; 

on  veut  avoir  .      ^^, 

AaXBfc  =  K^ 

Posons  AB  =  2fii  ;  soit  I  le  milieu  de  AB  ;  menons  par  ce  point 
une  parallèle  à  CX,  nous  aurons 

Aa  =  aK4-AK, 

mais 

AK  =  HB.aK=IU, 

Aa.B6  =  Kâ'— ÂE'  =  K'. 

Si  nous  joignons  a  I,  les  triangles  rectangles  a  Kl,  AKI  donnent 

ira»  =  âî'-ÎK', 

ÂK»  =71' —  ik' =  m^  —  IK', 
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ce  qui  permet  de  construire  la  longueur 

Soit  maintenant  A'  le  symétrique  de  A  par  rapport  à  CX  ;  si 
nous  joignons  CA\  BA',  nous  aurons 

CA'=CA     et     BA'=:2flI, 

car  I,  a  joignent  les  milieux  des  côtés  dans  le  Iriani^lo  AA'c.  On 
peut  donc  déterminer  le  point  A'  par  l'intersection  de  deux  cir- 
conférences. Le  point  A'  déterminé,  on  abaissera  une  perpen- 
diculaire sur  AA'. 

On  voit  que,  suivant  que  les  circonférences  qui  déterminent 
A'  seront  sécantes,  tangentes  ou  intérieures,  il  y  aura  deux  solu- 
tions, une  seule  ou  aucune.  (  Voy,  Atlas,  fig,  9.) 

10.  On  veut  que 

MBXMC  =  a' 

Joignons  MA.  Sur  cette  droite  décrivons  une  demi-circon- 
férence ;  à  partir  de  M  inscrivons 

MD  =  a, 

et  abaissons  DH  perpendiculaire  à  MA  ;  nous  aurons 

MD'  =  rt'  =  MHXMA, 
par  conséquent 

MIÏXM\=MBXMC; 

c'est-à-'lire  que  le  quadrilatère  AHBC  est  inscriptible.  Les  trian- 
gles AMB,  MHC  sont  semblables,  car  ils  ont  l'angle  M  commun, 
et  les  angles  en  A  et  en  C  ont  môme  nature. 

Il  suflira  donc,  pour  avoir  le  point  G,  de  décrire  sur  HA  un 
segment  capable  do  l'angle  connu  MAB  et  de  prendre  son  inter- 
section avec  AC  ;  la  droite  MG  sera  la  droite  cherchée. 

En  général,  il  y  aura  deux  solutions,  car  on  pourra  diviser  MA 
de  deux  façons,  pour  avoir 

MAXMn=a'. 

11  n'y  en  aura  qu'une  quand  H  st^ra  au  milieu  de  MA  ;  il  n'y 
en  aura  pas  quand  cotte  division  sera  impossible.  {Voy,  ATt*s, 

Av.  10.) 
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il.  Les  trois  nombres  réduits  au  môme  dénominateur  donnent 

«4'      24'     24* 

II  suffira  donc  de  partager  celte  droite  en  parties  proportionnelles 
à  des  longueurs  do  16»,  120"  et  21". 

12.  Menons  la  bissectrice  des  angles  formés  par  les  droites.  Il 
y  aura  deux  cas  à  considérer  :  le  point  0  sera  situé  en  dehors 
des  bissectrices  ou  sur  Tune  des  bissectrices.  Dans  le  premier 
cas,  on  aura  deux  solutions  en  abaissant  des  perpendiculaires  du 
point  0  sur  chacune  des  bissectrices^  Dans  le  second  cas,  on 
n*aura  qu'une  solution,  qui  sera  la  perpendiculaire  à  la  bissectrice 
contenant  le  point  0.  (Voy.  Atlas,  /!^.  12.) 

13.  Première  mélhode*  —  Faisons  choix  d'une  unité  de  longueur 
quelconque  mn\  menons  une  ligne  AE  faisant  avec  ÂB  un  angle 
quelconque;  portons  sur  AE  des  longueurs  AC,  CD,  DE  égales  à 

3  1 

201»,  7  m»  et  ^inii;  puis,  par  les  points  C,  D,  menons  des  paral- 

4  z 

lèles  à  EB.  Les  segments  AL,  LK,  KB  répondront  à  la  question. 

Deuxième  méthode.  —  Les  trois  nombres  donnés,  réduits  au 
môme  dénominateur,  valent 

8      3      2 
4'     4'     4' 

Divisons  AB  en  84-3 -j-^  ou  13  parties  égales,  et  prenons 
successivement  8,  3,  2  de  ces  parties ,  nous  aurons  encore  les 
segments  demandés,  car  des  fractions  qui  ont  môme  dénomina- 
teur ont  entre  elles  les  mômes  rapports  que  leurs  numérateurs. 
(Voy.  Atlas,  fig.  13.) 

14.  Proposons-nous  de  construire  x  =  ^mn. 

Premier  procédé.  —  Soient  m,  n  les  deux  lignes  données;  sur 
une  droite  indéGnie,  on  porte  à  la  suite  Tune  de  l'autre  les  deux 
longueurs  données  AB  =  m,  BC  =  n  ;  ^ur  la  somme  AC  comme 
diamètre,  on  décrit  une  circonférence.  Au  point  B,  on  élève  une 
perpendiculaire  BE,  et  cette  droite  est  la  moyenne  demandée.  On 
justifie  la  construction  en  observant  que  BE  est  une  ordonnée  au 
diamètre,  et  que  l'on  a  (BE)'  =  ABXBG. 
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Deuxième  procédé.  —  Sur  une  droite  indéfinie,  on  porte  la  plus 
grande  des  deux  longueurs  données  AB=  m  ;  sur  cette  droite,  de 
B  vers  A,  on  prend  BD  =  n  ;  sur  la  première  AB,  comme  diamètre, 
on  décrit  une  circonférence  ;  au  point  D  on  élève  une  perpendi- 
culaire DF,  on  joint  FB,  et  cette  corde  est  la  moyenne  demandée. 
On  justifie  la  construction  en  observant  que  Ton  a 

(BF)^  =  ABXBD. 

Tromème  procédé.  —  Prenons  AB=  m,  BD=  n;  sur  la  diffé- 
rence AD  de  ces  deux  longueurs,  on  décrit  une  demi- circonfé- 
rence, ou,  par  les  points  A  et  D,  on  fait  passer  un  arc  quelconque, 
et  par  le  point  B  on  mène  la  tangente  BG  à  cet  arc.  En  efiet, 

(BG)'  =  ABXBD. 

(Voy.  Atlas,  fig.  14.) 

15  AB=:0™,25, 

AC^O'-^ia, 

BD  =  0"\07, 

AO=:a;, 

BO  =  0'»,25  -  X, 

\C 
AC  =  AO  tanga,     tanga  =  —  ' , 


BD 
BD  =  BO  tanga,     tang  »  =  ^7;  ' 


AO 

BD 
BÔ 


d-où 


AC      BD 

A<  J      BO  ' 

ou 

0'M3          0'",07 

X         0°',:2o  -  X 

d'où  l'on  tire 

AO  =  0M6!25,     (S.) 
BO  =  0'°,087o.     (S) 

(Vvtj,  Atl\s,  fifj.  15.) 


CHAPITRE    II. 


PROBLÈMES  son  LES  TRIANGLES. 


lo  DÉMONSTRATIONS  DE  PROPRIÉTÉS  OU  CONSTRUCTIONS 

GÉOMÉTRIQUES. 

16.  Soit  0'  le  point  de  rencontre  de  A  a  et  B  6.  Soit  0  le  point 
de  rencontre  de  B 6  et  Ce. 
Nous  aurons  d'une  part 

AB  _  O'B 
a6""0'ft' 


d'autre  part 
et  parce  que 
il  suit 
où 

donc 


BC_OB 

AB^BC 

ab       bc' 

PB  _  O^B 
06""  0'6' 

OB-Ofe_0'B  — OVi^ 
06       "~       O'b       ' 

OB  — 06  =  Bfc  =  0B  — O'ô; 

06  =  0'6, 


c'est-à-dire  que  les  points  0  et  0'  se  confondent;  ce  qu'il  fallait 
démontrer.  (Vby.  Atlas,  fig.  16.) 
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17.  Soit  0  le  point  de  rencontre  des  lignes  NO,  PO.  Le  point 
0)  comme  appartenant  à  NO,  sera  à  égale  distance  de  A  et  C, 
comme  appartenant  à  PO,  à  égale  distance  de  Â  et  B  ;  donc  0  est 
à  la  môme  distance  de  G  et  B  ;  donc  il  est  sur  la  perpendiculaire 
élevée  au  milieu  de  BG;  ce  qu'il  faut  démontrer.  (Voy.  Atlas, 
/î^.  17.) 

18.  Soit  I  le  point  de  rencontre  des  bissectrices  des  angles 
B  et  G.  Le  point  I,  appartenant  à  la  bissectrice  de  Tangle  G,  est 
à  égale  dislance  des  côtés  BG  et  GA.  Le  point  I,  appartenant  à  la 
bissectrice  de  Tangle  B,  est  à  égale  distance  de  BG  et  BA.  Donc  I 
est  à  égale  distance  des  côtés  BA  et  GÂ,  c'est-à-dire  qu'il  appar- 
tient à  la  bissectrice  de  l'angle  A;  ce  qu'il  faut  démontrer. 
(Voy,  Atlas,  fig.  18.) 

19.  Je  mène  par  les  différents  sommets  des  parallèles  aux 
côtés  opposés,  et  je  détermine  ainsi  le  triangle  A'B'G'. 

Les  figures  G'BGÂ,  ABGB'sont  des  parallélogrammes;  donc 

G'A  =  BG  =  AB'. 

Donc  A  est  le  milieu  de  G'B'.  On  verrait  de  même  que  les 
points  G  etB  sont  les  milieux  de  A'B'  et  A'G';  donc  les  hauteurs 
de  ABG  sont  les  perpendiculaires  élevées  au  milieu  des  côtés  de 
A'B'G',  et  Ton  sait  que  de  telles  droites  se  coupent  au  même  point. 
{Voy,  Atlas,  fig.  19.) 

20.  Gonsidérons  les  médianes  MA,  NB,  qui  se  coupent  en  I, 
joignons  MN  :  cette  ligne  sera  parallèle  à  AB  ;  donc  les  triangles 
ABI,  IMN  sont  semblables,  et 

MN_1N_1M, 

AB""1B~IA^ 
mais 

MN  =  \ AB : 

dODC 
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c*e8l-à-dire  que  deux  médianes  se  coupent  en  un  point  situé  au 
tiers  de  leur  longueur  à  partir  de  la  base  ;  la  troisième  médinne 
passe  donc  par  le  môme  point.  (  Voy.  Atlas,  /f^.  20.) 

21.  Par  le  point  E,  menons  EF  parallèle  à  AM;  si  Ton  consi- 
dère le  triangle  BEF,  la  droite  IM  menée  par  le  milieu  de  BE  pa- 
rallèlement à  EP  divise  BF  en  deux  parties  égales  :  donc 

BM  =  MP; 

par  la  môme  raison,  dans  AMG,  EF  divise  MC  en  deux  parties 

égales  :  donc 

MF  =  FC, 
c*est-à-dire  que 

BM  =  gBC. 

(Voy.  Atlas,  fig.  21  «) 

22.  Le  point  I  est  également  distant  de  BN  et  AB,  puisqu'il  est 
sur  la  bissectrice  de  ABN  ;  de  môme  1  est  à  égale  distance  de 
AM  et  AB  :  donc  il  est  également  distant  de  CA  et  CB  ;  mais  le 
centre  0  du  cercle  inscrit  au  triangle  est  aussi  également  dis- 
tant de  GA  et  CB  :  donc  01  est  la  bissectrice  de  Tangle  C  et  passe 
par  ce  point.  (  Voy,  Atlas,  fig.  22.  ) 

23.  Soient  le  triangle  ABC  et  ses  trois  hauteurs  AD,  BE,  CF;  je 
vais  prouver  que  GF  est  la  bissectrice  de  Tangle  DFE  ;  on  prou- 
verait de  môme  que  BE  et  AD  sont  les  bissectrices  de  FED  et 
FDE; 

En  effet  le  quadrilatère  BFEC  est  inscriptible,  puisque  les 
angles  en  F  et  E  sont  droits  ;  donc  BFE  est  le  supplément  de  Ç; 
mais  BFE  est  aussi  le  supplément  de  AFE  :  donc 

AFE  =  C. 

On  verrait  de  môme  que 

BFD  =  C. 

(  Voy.  Atlas,  fig.  23.  ) 

24.  Conservons  les  notations  du  problème  précédent;  soit  de 
plus  H  le  milieu  d'un  des  côtés;  je  vais  prouver  que  le  quadrila- 
tère FEHD  est  inscriptible. 

Le  cercle  décrit  sur  AC  comme  diamètre  passe  par  les  points 

1. 
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F  et  D,  puisque  les  angles  AFG,  ÀDC  sont  droits;  mais  H  est  le 
centre  de  ce  cercle  :  donc  HD  est  un  rayon  et  HD  =  HC.  Le 
triangle  DHC  étant  isoscèle,  les  angles  HDC,  iiCD  sont  égaux. 
L'angle  EHD  extérieur  au  triangle  HDC  vaut  donc!2HCD.  Mais 
EFD  vaut  2dr  —  lc;  donc  EFD  est  le  supplément  de  EHD,  et  le 
quadrilatère  EFDH  est  inscriptible.  (  Voy.  Atlas,  fig.  24.) 

25.  Soit  AD  la  bissectrice  de  l'angle  A,  il  faut  prouver  que 

abxac  =  âd'+bdxdc. 

Menons  le  cercle  circonscrit  au  triangle.  Prolongeons  AD  jus- 
qu'à sa  rencontre  en  Enjoignons  EC.  Les  triangles  BAD,  EAC. 

semblables,  donnent 

AB_Ap^ 

AE~  AC* 
ABXAC  =  AEXAD  =  (AD-fDE)AD  =  ÂD'  +  EDXDA. 

Or,  d'après  un  théorème  connu 

BDXDC  =  ADXDE; 
on  a  donc  

ABXAG  =  AD'-f  BDXDC.  c.  q.  f.  d. 

(Voy.  Atlas,  fig.  23.) 

26.  Soit  AD  la  hauteur  du  triangle  BAC,  Ole  centre  du  cercle 
circonscrit,  il  faut  prouver  que 

ABXAG  =  ADXLC. 

Joignons  AL;  les  triangles  ABD,  ALG  sont  semblables,  car  ils  ont 
les  angles  BDA  et  LAG  droits,  et  les  angles  ABD,  ALG  ^ux 
comme  ayant  môme  mesure;  on  en  tire 

LC_AG 

AB~AD' 
ou 

AB  X  AG  =  AD  X  LG.  c.  o.  r.  d. 

(Voy,  Atlas, /ï^.  26.) 

26  hi:s.  Soit  le  triangle  ABG,  et  MD,  ME  les  perpendiculaires 
menées  du  point  M  aux  deux  côtés  égaux  ;  je  dis  que 

MD+ME  =  consr.  ; 
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abaissons  GG  perpendiculaire  à  AB,  menons  par  le  point  M  une 
ligne  MI  parallèle  à  AB  :  les  droites  MD  et  GI  sont  égales  (paral- 
lèles comprises  entre  parallèles);  mais  les  triangles  MIC,  CEM 
sont  égaux»  car  ils  sont  rectangles,  ont  l'hypoténuse  commune, 

et  1mC=Ëc3,  puisque iMtr  est  égal  à  B.  Donc 

MD  +  ME=:CG 

droite  constante.  (Voy.  Atlas,  fig.  26  bis.) 

27.  Dans  le  triangle  équilatéral  ABC  menons  MD,  ME,  MF 
perpendiculaires  aux  trois  côtés  ;  menons  une  constante  CG  per- 
pendiculaire à  AB;  menons  KH  parallèle  à  AB;  menons  KL  per- 
pendiculaire à  BC.  Nous  avons 

(i)  MD  =  GI 

et 

(2)  ME  +  MF  =  KL, 

d'après  le  problème  26  frit;  mais  KL  =  CI,  le  triangle  CKH  étant 

équilatéral.  Ajoutant  (i)  el  (2)  et  substituant  CI  à  KL,  nous 

avons 

MD  +  ME  +  MF  =  GI  +  Cl  =  con8t.CG.        c.  g.  k.  d. 

(Voy.  Atlas,  fig,  27.) 

28.  Puisque  A  et  D  sont  supplémentaires,  si  j'applique  DF  sur 
AB,  le  point  D  en  A,  le  côté  DE  s*appliquera  sur  le  prolonge- 
ment de  AC. 

Soit  donc  AEF  le  triangle  DEF  ainsi  transporté.  Joignons  BE. 
Les  triangles  ABC,  AEB,  ayant  même  hauteur, 

ABC_CA 

AliE""AE' 
ou 

ABC  __  AG 

ABE^DE' 
Les  triangles  BAE,  FAE,  ayant  aussi  même  hauteur, 

BAEB^ 

FAE  ""FA' 
ou 

BAE_BA 

DEF'~FD' 


-Multiplions  les  deu\  l'-^alilfi', 


(  Voij.  AtlVs,  fifj.  28.) 
.  Soient  le  Irianple  ADC ,  0,  0'  Itts  ciTtres  du  cercle  inscrit 
*rcles  i'\inscrits  (on  sait  qu'on  appelle  ainai  les 
cercles  Uingenls  à  l'un  îles  cùtés  et  aux  [iroionRemenls  des  deus 
autres).  Soiento,i,r  les  cutis  otS  la  surface,  qu'on  sait  espriraer 
en  fonction  des  cùlés,  r  et  r,  les  rayons  des  cercles  considérés. 

ABC  =  OAB  +  OBC  +  OAC; 
majs  cliai-im  ries  petits  trianfiles  a  pour  base  l'un  des  côtés,  pou. 
liauleur  f,;  donc 

■^^^l^  +  t  +  r). 


Le  triangle  .UlC  peut  ('■ire  considéré 
(li'JtA+(rt:A)etli'IK:. 

C<is  triangles  ont  pour  h.iiileiir  r' ,■[ 
donc 

«_1,-.    ,   I,. 


Or.  lrouvoraitdem,ime,,.na|,pelantr.lrj,.sr;,jonidesdeu. 
lulres  cercles, 


in,v   Arn>,/ïr,,  ■ 
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30.  Soit  0  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC;  m,  n»  9 les 
longueurs  des  perpendiculaires  OD,  OE,  OF  abaissées  sur  tes 
côtés  a,  6,  e  ;  r  et  R  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au 
triangle. 

Joignons  OÂ,  OB,  OC  :  ces  lignes  sont  égalfs  à  R.  Je  joins 
encore  DE,  DP,  FE;  on  aura 

DE  =  îf. 

EF  =  la. 

Gela  posé,  dans  les  quadrilatères  inscriptibles 

OECD,  OEAF,  OFBD, 

le  rectangle  des  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  rectangles  des 
côtés  opposés  ;  on  aura  donc 

i  1  i 

g6R  =  |Cm4-^aç, 


ou 


On  a  de  plus 


6R  =  cfii4-a9t 
cR  =  am  -|-  6fii, 
aR  =  69  -|-  ne. 


2  S  =  ma  -{-nb  -^  qc, 

m 

Ajoutons  ces  quatre  égalités,  et  appelons  Ip  le  périmètre  du 
triangle  donné;  nous  aurons 

2|>R  +  2S  =  2pm-|-2pii+2pv» 

S 
R-|--  =  m  +  n  +  ç, 

S 

R  4-  r  =  I»  -f-  n  +  ç.  c,  Q.  K.  D. 

{Voy.  Atlas,  fig.  30,) 


Or 


donc 
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31.  Soit  lé  triangle  ABC.  L'angle  B,  étant  droit,  est  inscriptible 
dans  une  demi-circonférence  ;  donc  AC  est  un  diamètre  du  cercle 
circonscrit. 

Soit  maintenant  0  le  centre  du  cercle  inscrit  ;  appelons  r  le 
rayon  de  ce  cercle  :  nous  aurons 

(1)  r  =  O0  =  RB  =  AB  -  AR  =  c  — AR, 

(2)  r  =  OR  =  BQ  =  BG  —  QC  =  6  -  QC. 

Mais 

AR  =  AP,   CQ  =  CP; 

donc,  faisant  la  somme  de  (1  )  et  (2), 

2r  =  c  +  ft  — a. 

32.  Soient  le  triangle  ABC,  la  perpendiculaire  AI,  0,0'  les 
centres  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles  partiels,  P,  F'  les 
points  de  contact  de  ces  cercles. 

On  sait  que  

Bl      AB' 

Mais  les  triangles  semblables  AOB,  AO'C  donnent 

AB_  OP  . 
AC  ~  0'  P'  ' 
donc 

TiôF       Bl 

-r=:.T-.=r-^.  C.   Q.    F.   D. 

{Voy,  Atlas,  fig,  32.) 

33.  Soient  le  triangle  ABC  rectangle  en  A',  0  le  cercle  in- 
scrit, I,  H,  K  les  points  de  contact,  et  R  le  rayon  de  ce  cercle. 

La  figure  AKOH  est  un  carré  qui  a  R  pour  côté.  Or  la  surfaa^ 
du  triangle  est  égale,  d'une  part,  à 

^ABXAC; 

de  l'autre,  en  la  considérant  comme  somme  des  triangles  AOB 
AOC,  BOC,  sa  surface  est 

iH(AB  +  AC  +  BC). 
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ABXAC  =  R(AB4-AC  +  BC); 

AB==B!  +  R. 
AC  =  CI+R, 


Ainsi 
mais 

et 

BC  =  AB  +  BC  — 2R; 

Tégalitô  devient  alors 

(BI  +  R)  (CI  +  R)  =  R  (2BC  +  2R), 
BI.a  =  RXBC^-R^ 

Or  le  deuxième  membre  représente  la  surface  da  triangle  ;  on 

a  donc 

BI.a=:S. 

(  Fby.  Atlas,  fig,  33.  ) 
34.  Appelons  o,  6,  c  les  trois  côtés,  nous  aurons 

(2)  .    6c  =  2S, 

(3)  a'  =  b'  +  c\ 

Multiplions  l'équation  (2)  par  2  et  ajoutons  à  (3)  ensuite,  nous 
aurons 

(P_fl)»  =  a'  +  4S. 
d*où  l'on  tire 

fl  =  r    —  —— • 
2P 

Comme  a  doit  être  positif,  on  voit  d'abord  qu'il  faut  que 

P'>4S. 
Nous  connaissons 

pî     I     IC 

6c  =  2S    et    6-fc  =  P  — e=î-^^; 

il  faut  que  les  valeurs  de  6  et  e  soient  réelles,  c'est-à-dire  que 

,,_P^  +  -^S  +  /(F  +  4'S)'  — 32SP* 
^ 4P  ' 

_P'  +  4S  — v/(P'  +  4S)^~32SP^ 
c ^p 

Deuxième  condiUon  ;  (P*^-  4 S)»  —  32  SP'  >  0. 
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35.  Soit  M  le  milieu  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
ÂBC;  menons  MP  perpendiculaire  sur  AB  el  joignons  MA.  Le 
point  P  sera  le  milieu  de  AB  à  cause  du  parallélisme  des  lignes 
MP  et  AC.  Par  suite,  MA  =  MB  comme  obliques  également  éloi- 
gnées du  pied  de  la  perpendiculaire  MP.  i  Voy.  Atlas,  fig,  35.) 

36.  Généralisons  Pénoncé  :  Si  deux  polygones  semblables  ont 
leurs  côtés  parallèles,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  homo- 
logues se  croisent  en  un  môme  point  :  ce  point  est  le  centre  de 
similitude  des  deux  polygones. 

Soient  les  deux  polygones  ABCDE,  A'B'C'D'E',  qui  remplissent 
les  conditions  de  l'énoncé.  Joignons  A  A'  et  BB';  soit  S  le  point  de 
rencontre  de  ces  deux  droites;  les  deux  triangles  SAB,  SA'B' 
seront  semblables  comme  équiangles,  puisque  AB  et  A'B'  sont 
parallèles,  et  l'on  aura 

AS  _BS_  AB 
A'S~B'S~A'b' 

Joignons  SC  et  SC  et  comparons  les  triasgles  BSC,  BSC  . 
L'angle  en  B  sera  égal  à  l'angle  en  B',  à  cause  des  parallèles  BC, 
B'C\  On  aura  d'ailleurs 

AB        BS 


—  • 


A'B'      B'S 
Par  suite  de  la  similitude  des  polygones,  on  aura  aussi 

BC  _   BS 

h'C  ~  BS" 

et  les  deux  triangles  BSC,  B'SC  seront  semblables,  comme  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels.  Ils  seront  donc 
équiangles,  et  les  rayons  SG  et  SC  ne  formeront  qu'une  seule  et 
même  ligne  droite.  On  prouverait  de  même  que  DD'  et  EE'  pas- 
sent par  le  point  S.  (  Voy,  Atlas,  fig.  36.  ) 

37.  Appelons  j*,  //,  z  les  trois  côtés  du  trian.ç^le;  nous  aurons 

//  z 


GfiOHÉTllIB.  17 

Ea  d^gnant  par  9  ce  rapport  constant,  on  en  dédoit 

» 

xz=abq,  *'=ra'6'j', 

«'-6' 


9~ 


,     fa'  -  t'y  , 

Or,  il  est  facile  de  vérifier  Pidentité  suivante  : 

.•(=^T=[C-^)' +•■"]'•• 

car  on  a,  en  effectuant, 

Donc  le  carré  du  plus  grand  côté  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  deux  antres;  je  dis  qu'il  résulte  de  là  que  le  triangle  est  rec- 
tangle. En  effet,  soit  ABC  le  triangle  donné,  dans  lequel  on  a 

BC'=ÂB*+AC'. 

Menons  CD  perpendiculaire  sur  AC;  prenons  CD  égal  êi  AB; 
nom  aurons,  le  triangle  ACD, étant  rectangle,' 

âd'=âc'+cî)', 

ou  bien 

AD'=ÂC'  +  AB'; 
donc 

AD  =  BC. 

Par  suite,  les  deux  triangles  ABC ,  ADC  sont  égaux  comme 
ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Or  Tangle  ACD  est 
droit  :  donc  Tangle  BAC  Test  aussi  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
{Voy.  Atlas, /E^.  37.) 

38.  Le  triangle  ADE  sera  semblable  au  triangle  ABC.  Deux 
triangles  semblables  sont  entre  eux  comme  leâ  carrés  des  côtés 
homologues.  Si  donc  je  désigne  AE  par  z  et  AC  par  b,  j'aurai 

ADE_i_£ 
ABC'^a'^  V' 
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Pour  construire  x,  je  décris  sur  AC  comme  diamètre  une 
circonférence  ;  je  divise  AC  en  trois  parties  égales,  et  par  le  pre- 
mier point  de  division  je  mène  KM  perpendiculaire  sur  AC.  On 
aura,  d'après  un  théorème  connu,  en  joignant  AM, 

AW      AK  AM'       1 

Âï?-Âc  "^^  -w=r 

Donc  AM  =  x,  et  il  suffira  de  rabattre  par  un  arc  de  cercle  le 
point  M  en  E,  puis  de  mener  la  parallèle  EF.  (Voy,  Atl-Vs,  fig.  38. ) 

39.  xei  y  étant  les  deux  côtés  cherchés,  on  a 

et 

xy  =:  ah. 
On  en  déduit 

(x  +  yy  =  a''{-^ah    et    x +y--=x/a^ -{-'iah 
(x  — y)-  =  a-  —  tah    et    x  —  y  =  v/a*  —  2a^, 

x  =  i  [v/a(a  +  î2A)  +  ^a{a-^h)  ] 

y  =  5 Wa^a  +  2h)  -  v^a(a-2M]. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  les  quantités 
sous  les  radicaux  soient  positives.  La  première  l'est  toujours, 
puisque  aelh  sont  des  longueurs,  et,  pour  que  la  seconde  le  soit, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

a>  2fc. 


et 
d'où 

et 


a 


(Juand  h=  --,  on  a 

Le  triangle  rectangle  est  alors  isoscèle  ;  c'est  un  demi-carrv 
dont  la  diagonale  est  a  et  le  côté  -^* 

40.  Soit  X  la  distance  AM  à  laquelle  on  doit  mener  la  parallèle 
DE  et  A  la  hauteur  AK. 
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Les  deux  triangles  ADE,  ABC  sont  semblables,  et  leurs  aires 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  dimensions  homologues. 
On  a  donc 

surf.ADE      z^ 


• 


maia 


donc 


doù 


hurf.  ABC      k"  * 

surf.ADE      1. 

surf.  ABC  ^  t  • 


X'        \ 


rr  • 


h'  t 


v/2        "^ 


c'est-à-dire  que  AM  est  la  demi-diagonale  du  carré  construit^  la 
hauteur  AK.  (  Voy.  Atlas,  fig.  40.) 

41.  Soit  a>  6,  OM  =  x,  LR  =  2fi  o"  ^ 

6urf.CDEK  =  ^*X*, 

8urf.LERK  =  ii^Xx, 
et  par  suite,  d'après  Ténoncé, 

(*)  («+y)x  =  4^Xft. 

Mais  les  triangles  semblables  DNR,  DGK,  que  Ton  obtient  en 
menant  DG  parallèle  à  CE,  donnent 

DO_NR  A-x     y~6 

d'où 

î,= — j — i 

reportant  cette  valeur  de  \j  dans  l'équation  (1), 

r        a*  — (a-Alxl         (a-f  6)fc 
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et,  après  réduclion  au  même  dénominateur  h  el  suppression  de 
ce  dénominateur, 

éahx  —  ^ia-'b)x'  =  {a  +  h)h\ 
d'où 

2  (a  _  h)  x'  —  Aahx  4-  (a  +  6)  A'  =  0. 

On  voit,  à  rinspection  de  l'équation,  que  la  somme  des  racines 
est  positive  ainsi  que  leur  produit;  elles  sont  donc  toutes  deux 
positives  ;  mais  on  rejettera  la  valeur  de  x  supérieure  à  h  commn 
ne  convenant  pas  à  la  question. 

Résolvant,  il  vient 

4  ah  ±  v/lOa'/t'— iV2(a  — />)ia  +  />  h' 

X  —  — — — —— —  ■■  • 

Effectuant  et  réduisant  sous  le  radical, 


iahrt^'i^n'h'A-HPh' 
X  = '— --' , 

i{a  —  h , 
et,  si  l'on  fait  sortir  i/i^  du  radical,  il  vient,  après  simplification, 


.1-  =  h  X 


Discussion,  Pour  choisir  entre  les  doux  signes  placés  devant  le 
radical,  on  remarquera  qu*on  peut  écrire 


_     r      ^2a         ^yAj  (g- +  //)]. 


^In 


la  première  fraction  - — - — j-  étant  plus  grande  que  1,  si  Ton 

prenait  le  signe  -[-»  ^^  est  évi  lent  qu'on  aurait  x  >  A,  valeur  qui 
ne  convient  pas  à  la  question;  d'autre  part,  il  faut  que  le  radi- 
cal précédé  du  sii^^ne  —  donne,  entre  crochets,  une  différenct? 
moindre  que  I.  Or,  en  résolvant  l'inégalité 


a  — h       "li^a  —  by 
on  trouve  6  <  a,  condition  que  nous  avons  posée  au  début.  Don» 
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la  seule  valeur  qui  convienne  est  donn«.^  par  la  valear 

{Voy,  Atlas,  A^.  41.) 
42.  On  a  les  équations 

(2)  x>  +  y'==d'. 
Élevant  au  carré  Téquation  (1),  il  vient 

et,  si  Ton  en  retranche  l'équation  (â), 

(3)  2xy  =  p*  — cf. 
Soustrayant  de  l'équation  (2),  on  a 

«»-2xy  +  y»  =  2(f-p\ 
d'où 

(4)  (x«y)=±v/2d5TI7. 

La  somme  et  la  différence  des  inconnues  étant  données  en  (i) 
et  (4),  on  en  déduit,  par  voie  d'addition  et  de  soustraction, 

X— 2 7     »  — 2 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  :  1*  que  les  racines 
soient  réelles  ;  2»  qu'elles  soient  toutes  deux  positives. 

i*  La  première  condition  est  réalisée  quand  on  a  2  cT^p'.  Si 
2d*  =r  p%  le  radical  s'annule,  x  =  y,  et  la  figure  devient  un 
carré. 

2^  Pour  que  les  racines  soient  toutes  deux  positives,  leur 
somme  Tétant  déjà  (i  ),  il  faut  et  il  suffit  que  leur  produit  le  soit 
aussi.  Or  on  a 

(3)  2xy  =  p»-(P; 

il  faut  donc  que  l'on  ait 

(p-|-d)(p_d;>0    ou    p>d. 
Mais  on  a  déjà  trouvé . 

p'<2d'    ou    p<rfv/î- 


^2  GÉOMÉTRIE. 

Donc  les  coDcliiions  de  possibilité  du  problème  sont  données  par 
les  inégalités 

{  Voy.  Atlas,  fig.  42.) 

43.  OC^"OD=rOAXOn. 

Soit 

OC  =  n,     0D  =  /),     a_6rT=|,8t,     a// =  2,52; 

/>'  pl,84//  — 2,52  =  0,     6  =  —  0,92  ±  vA),»4Gi  +  2,52. 

CD  =  3^6094.    (S.) 

(Toy.  Atlas,  fig,  43.) 


S»  CONSTRUCTION   DES  TRIANGLES  I)*APR£s  DES 
CONDITIONS  DONNÉES. 


àA.  Soit  M,  N,  P  les  pieds  dos  trois  hanteurs.  Construisons 
les  bissectrices  du  triangle  MNP;  soient  MA,  NB,  PC. 

En  M,  N,  P  élevons  des  perpendiculaires  à  ces  bissectrices; 
nous  savons  que  nous  aurons  le  triangle  demandé.  (Voy,  Atlas, 
fig.  U.) 

45.  Soient  donnés  AB,  Tangle  C  et  la  somme  AC  -{-  CB.  Suppo- 
sons le  problème  résolu.  Prolongeons  BG  deCA'  =  CA  et  joignons 
A  A'.  Le  triangle  ACA'  sera  isoscèle,  A  =  A';  mais  l'angle  BCA, 
étant  extérieur  au  triangle  ACA',  vaut  A  +  A',  c'est-à-dire  2A'; 

donc  A':=  -• 
2 

Pour  résoudre  le  problème,  sur  BA  on  décrira  un  segment 

Q 

capable  de  -,  puis  on  inscrira  dans  ce  segment  une  corde 

BA'=BC  +  CA. 
On  joindra  AA',  ot  en  A  on  fera 


A'Ac  =  -;. 


{Voy.  Atlw,  fig.  45 J 


GÉOHÉTRIB.  23 

46.  Données  : 

AB,  C,  AC  — (B. 

Supposons  le  problème  résolu  ;  prenons 

CI  =  CB; 

joignons  IB,  et  abaissons  CK  perpendiculaire  à  IB.  Le  triangle  CIB 
est  isoscële  :  donc 

L'angle  AIB,  extérieur  au  triangle  CIR,  est  égal  à 

z 
D'aillears 

IA  =  AC-CB. 

Donc,  pour  résoudre  le  problème,  on  décrira  on  segment 

capable  de  Tangle  i<^'  -{-  s  *  ^^  inscrira  en  AI  une  corde  égale  à 

z 

AC— CB;  on  joindra  IB,  on  élèvera  au  milieu  K  une  perpendicu- 
laire jusqu'à  la  rencontre  de  AI  prolongé,  ce  qui  donnera  C. 
iVoy.  Atlas,  fig.  46,) 

47.  Données:  ^    ^    ^_^ 

Le  point  0  est  le  point  de  rencontre  des  bissectrices  des  angles 
Bet  C. 

Dans  le  triangle  BOC  on  connaît  donc  la  base  BC.  la  différence 
des  deux  autres  côtés  BO  —  OC,  et  l'angle  opposé  à  la  base,  car 

B0C=2dr  — (OBC  +  OCB)  =r  2dr  —  1  (B +  C) 

Ur  idr 

=  2dr  — 1    =B0C  =  i«tr4-l    • 

Z  2 

On  construira  donc  le  triangle  BOC.  (ProhUme  HT.) 
Puis,  doublant  les  angles  OBC,  OCB,  on  obtiendra  le  triangle 
cherché.  (Voy.  Atlas,  fig.  47.) 

48.  Données  : 

AB,     AB  +  CB,    CBA  — CAB=rl). 


Supposons  le  problème  résolu;  prolongeons  AU  de  CB'  =  CB. 
Lb  Irianjile  CBB'  est  isoscéle;  donc 

C!!'B  =  r.BU'. 
M;.is  nous  avons 

Il  — A  =  l), 
d'où,  par  addjlion, 

■^It-j-C^i'ir  pi', 

Uempldijnn-  -'  jur  CCI)',  qui  lui  o>l  t^ijal,  L'I  nous  avons 

ABB'=  H'-+^- 

On  peut  donc  construire  l'angle  ABB'  :  du  point  A  avec  AC  -|-CB 
pour  rayon,  on  décrira  un  arc  de  etrclu  qui  donnera  le  point  B'; 
il  sullîra  alors  de  [airu 

CBB'  =  t:B'fl, 
<^l  Ion  aura  C.  {Voy.  Athb,  /iy.  i8.) 

49.  DonnC-us; 

AU,  n,  AB  +  AC  +  BC. 

On  rpra  Un  angle  fgal  à  l'angle  B.  Parallélpmenl  a  DC,  el  à  une 
diistanw  li-giilc  il  AH,  on  nn'^ncra  une  parallèle  MN,  qui  délermi- 
nrra  k-j^uinl  A'. 

Si  iiuiiiLcOMiil  tious  i.orluiisHA'i''gal  au  p^Timètrc  moins  BA. 
-■t  si  niius>ii|i(iù-Mn5P0nriu  li- point  C.on  voit  que  ACA' est  isos- 
.■(■Ir,  ,l,.ru'  (.1  iMT|n^ndii.nilairu  a  AA' passiî  au  milieu  do  cette 
ilriiiiM.  l'i.iir  .11  lu-uT  le  |irnlLjli''nK\  ayant  construit  BA,  il  suffira 
.IniiL'  .te  jiM/nlrr  A\'el  d',''l|.\er  nii  milieu  de  AA' une  perpeniii- 
cida(rc;on,mr„  k.|,uii,l(:.  ,  Im,.  Atlas,  A^.  i'.l.] 

50.  Ilonni'c'i  ; 

m:,  AU,  AUX  AC. 

Supposons  h-  problème  résolu  :  soil  0  le  centro  du  cerele 
eirnmsiril  im  lri;in^'lo,  dont  j'appellerai  rf  le  diamètre.  On  sait 
■  pie 

AB  >:  \i\  =  ,t^  Ail 
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On  peut  donc  construire  d,  et  par  suite  le  cercle  0.  On  y  in- 
scrira une  corde  égale  à  BC,  puis  on  mènera  à  BC  une  parallèle,  à 
une  distance  égale  à  la  hauteur  donnée,  ce  qui  déterminera  A.  On 
voit  qu'il  Y  a  deux  solutions,  une  seule  ou  point,  selon  que  cette 
parallèle  coupe  le  cercle,  lui  est  tangente,  ou  ne  le  coupe  pas. 
(  Voj/.  Atlas,  /^.  50.) 

Si.  Données  : 

BC,  A,  OP, 

rayon  de  cercle  inscrit. 

Pour  résoudre  le  problème,  faisant  un  angle  égal  à  A,  on  in- 
scrira dans  cet  angle  une  circonférence  ayant  OP  pour  rayon,  puis 
on  mènera  à  cette  circonférence  une  tangente  telle  que  sa  partie 
comprise  entre  les  côtés  de  Tangle  soit  égale  à  BC. 

Pour  mener  une  tangente  satisfaisant  à  ces  conditions,  voy. 
Atlas,  fig.  5i. 

52.  Données  : 

BC,AB  +  AC    et    OD, 

rayon  du  cercle  inscrit. 

Supposons  le  problème  résolu  :  soient  D,  E,  F  les  points  de 
contact  du  cercle  inscrit. 

Si  de  BA  4- AC  on  retranche  BC,  il  restera  évidemment 

AD+AF, 
c'est-à-dire 

2  AD. 

On  peut  donc  construire  AD. 

Pour  résoudre  le  problème,  il  sufGra  donc  de  construire  un 
cercle  avec  OD  pour  rayon,  de  lui  mener  une  tangente  égale  à 
DA,  puis  de  A  l'autre  tangente  AF;  on  revient  alors  à  inscrire 
dans  Tangle  DAF  une  tangente  à  la  circonférence  0,  de  longueur 
donnée.  [Voy.  Atlas,  fig.  52.) 

53.  Données: 

A,  B,  C,  AM. 

Sur  AM  on  décrira  tienx  segments  capables  des  angles  B  et  C, 
puis  par  Fun  des  points  A  ou  M  on  mènera  aux  circonférences 
capables  de  B  et  C  une  corde  commune  ayant  son  milieu  en  M. 
(Vo]^.  Atlas,  fig.  53.) 
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54.  Données  : 

AM,  AB,  AG. 

Supposons  )e  problème  résolu  :  soit  ABC  le  triangle.  Le  liea 
des  sommets  G  des  triangles  ayant  AB  pour  base  et  AM  pour 
médiane  est  une  circonférence  ayant* son  centre  en  D,  tel  que 
AD  =  AB,  et  dont  le  ravon  DC  =  2  AM. 

Le  sommet  G  doit  d'ailleurs  se  trouver  sur  un  cercle  décrit  du 
point  A  comme  centre  avec  AC  pour  rayon  ;  on  Tobticndra  donc 
à  l'intersection  de  ces  deux  cercles.  (Voy,  Atlas,  fig.  5i.) 

55.  Données: 

AD,  BE,  CF. 


Oo  sait  que 


et 


ID  =  iAD, 
IC=:?CF 

ib  =  |be. 


Dans  un  triangle  BIC,  on  connaît  donc  deux  côtés  et  la  mé- 
diane comprise;  on  peut  donc  le  construire. 

Ayant  ce  triangle,  on  prolongera  BI  et  GI  chacune  de  la  moitié 
de  leur  longueur,  et  l'on  joindra  B  et  G  aux  points  correspon- 
dants, ce  qui  déterminera  A.  (Voy.  Atlas,  fig.  55.) 

56.  Soient  AB  donné,  AC  -j-  BC,  et  de  plus  la  ligne  MN  sur 
laquelle  doit  se  trouver  le  sommet. 

De  B  abaissons  une  perpendiculaire  BI  à  MN  et  prolongeons-la. 
De  A  comme  centre  avec  AC  -|-  CB,  décrivons  un  cercle  qui 
coupe  BB'  en  B'.  Joignons  AB'  qui  coupe  MN  en  G,  ABC  sera  le 
triangle  cherché,  car  CB'  =  CB.  (Voy.  Atlas,  fig,  56.) 

57.  Soient  x,  x  -|-  I ,  x  —  \   les  trois  côtés  demandés  ;  nous 

aurons 

ix+\Y  =  x'  +  {x-\)\ 

x'=  4.r, 

X:=  i. 

Les  trois  côtés  sont  donc  3,  i,  5.  (S.) 
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58.  Soient  (x  —  25],  jr  et  (x  -|-  ^)  les  trois  càiéè  ;  nous  aurons 

(x  +  2:ir  =  x»  +  (x-25A 
x  =  100. 

Le«  trois  côtés  sont  donc  75, 100  et  i25.  (S.) 

59.  La  surface  du  triangle  est  égale  à  la  moitié  de  son  péri- 
mètre multipliée  par  le  rayon  du  cercle  inscrit;  elle  est  aussi 
égale  à  la  moitié  du  produit  de  l'angle  droit  ;  on  a  donc 

R  (l+2  +  v/3)  =  2, 

ï^=3T;^  =  '-^  =  0-,382.    (S.) 

(  Vay.  Atlas,  fig.  59. } 

60.  Soient  x  et  y  les  cétés  de  Tangle  droit,  z  l'hypoténuse; 
nous  aurons  les  trois  équations 

(1)  x  +  y+:  =  132, 

(2)  x'  +  y^  +  v  =  6050, 

(3)  x'  +  r  =  »\ 

Goaibioant  (2)  et  (3),  on  trouve 

d'où 

5  =  55. 

Substituant  dans  (i  )  et  (3), 

(4)  x+y=77, 

(5)  x»  +  y'  =  3025. 

Elevant  (4)  au  carré  et  en  retranchant  (5),  on  a 

xy  =  li52, 

d'où  l'on  conclut  que  x  et  y  sont  les  racines  de  l'équation 

X'— 77X+145:î  =  0, 

x  =  33,  (S.) 
y  =  44.  (S.) 
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ne  =  ï'F+T=". 
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62.  Pnipo.-oiis-noiis  d'aliord  lie  rii^lerminer  l'tiii  des  cdlésda 
irJiiiiylL'  il  toiisiriiirt,  Suicnt  "  ce  c<ilé  et  A  son  homologue  dans 
lu  Iriangle  AHC.  Nous  avons 

a'_lr.inconnu_  m  '}L  ^"l 

A'         ïr.Aiil.:         n'  A' ~  n  ' 

Pour  ccnslruirc  a,  jn  prends  sur  In  li(;ne  intiéfinia  AB  une  lon- 
gueur AC=  m  CL  iino  loneueur  r:B=:  «.  Sur  AB  comme  diamètre 
je  (l&Tis  une  dcin'-rir.'-nf.Ti ■■!'■-,  l'i  au  point  C  j'élève  sur  le 
diamètre  la  por|..  I  :  .  i  ih  Hu  i„.int  D  jo  mono  les  cotdeg 
DBel  DA;  sur  1.^  (r         ..  ,.  ],  HE -A,  et  par  le  point  E 

jemone  EK  panilli  ■.-.:  i;\.  !■■   -  .;.ii' l>K  sera  le  côté  cherché. 

En  ein.l,  à  ciiust  .K>>  |.;iralldi'^  BA,  EF,  on  a 


Mais,  dans,  le  Iriangly  rectangle  AI)B,  on  a  a 
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DF  est  donc  le  côté  du  triangle  cherché  homologue  au  côté  À  du 
triangle  AfiC.  La  question  revient  alors  à  ce  problème  résolu 
dans  le  cours  :  Sur  une  longueur  donnée,  construire  un  triangle 
semblable  à  un  triangle  donné.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 
(Vby.ÂTLAS, /ISf.  62.) 

63.  Soit  D  le  point  cherché;  par  hypothèse,  la  ligne  DB  est 
bissectrice  de  l'angle  D,  et  Ton  doit  avoir 

AB      AD  z       h 

(*>  BC  =  DC'     ^"     DC=c- 

D'ailleurs  le  triangle  ADG,  rectangle  en  A,  donne 

DC'  =  AD*+ÂC\ 

(2)  DC  =x'  +  (b  +  c)\ 

En  élevant  Téqualion  (1  )  au  carré,  il  vient 

DC'~?' 
remplaçant  DC'  par  sa  valeur  tirée  de  (2),  on  a 

x'  .  6» 


On  en  déduit 

ou 

d'où 


,       .  M6  +  C) 


On  voit  qu'il  y  a  de  chaque  côté  du  pied  A  de  la  colonne 
deux  points  définis  par  la  formule  précédente,  et  tels  que  de  ces 
deux  points  la  colonne  et  le  mât  sont  vus  sous  le  môme  angle. 

De  plus,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  l'on  ait 
c  >  6,  c'est*à-dire  que  la  hauteur  du  mât  soit  supérieure  à  celle 
de  la  colonne.  (Vby.  Atlas,  fig,  63.) 

64.  Désignons  par  x  la  bissectrice  de  l'angle  A  et  par  m,  fi  les 
segments  CD,  DB. 

2. 
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Solali-M  géométrique.  V.a  vertu  d'un  Ihéorème  du  3'  livre  de 
Géométrie  (proposilio.i  KXXV,  Blandiel),  on  a 
(I)  bc^7n.,  +  x'; 

mais 

d'où,  par  la  compositioo  des  rapporls, 


substiluanl  dans  (I),  il  vient 


(*  +  0 


^b  +  c 
+  ''. 


on  tire  de  là 

,  _  bc[lb  +  c)'--a-]  _  bc{bJrc  +  a){b  +  c-~a) 
^-         ,6  +  0'         -  ^b  +  c)' 

cl,  en  di^signanl  |iar  'ip  le  i>érimèlrc  du  triangle, 


d'où  e 


ii  +  cr 


On  a  de  môme,  pour  les  bissectrices  yclz  des  angles  B  el  C, 


y=         ,.4,, ^''S-)     ■■ 

^•(S. 

aâ=-^  "' 

sjnlt^"^' 
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Remplaçant  m,  fi  par  les  valeurs  trouvées  précédemment  et  1^ 
lignes  trigonométriques  en  fonction  des  côtés,  on  obtient,  tontes 
réductions  faites,  la  môme  formule  que  plus  haut.  (  Voy,  Atlas, 

65.  Bien  que  le  problème  se  trouve  résolu  dans  tous  les  traités 
de  Géométrie,  il  peut  être  utile  de  faire  les  remarques  sui- 
vantes : 

On  est  conduit  aux  deux  équations 

xy=K\ 

Si  Ton  prend  —  y  pour  nouvelle  inconnue,  ces  équations  de- 
viennent 

^-i-(  — 2/)  =  ^. 

Les  quantités  x  et  — y  sont  donc  les  racines  de  Téquation 

*»-rf«  — K»  =  0. 
c'est-à-dire 


=l*v^- 


Ces  racines  sont  réelles.  En  outre,  par  la  nature  de  la  question, 
X  et  y  doivent  être  positives.  On  changera  donc  le  signe  de  la 
racine  x  négative,  et  Ton  aura 

La  construction  de  ces  valeurs  se  présente  tout  naturellement. 
A  Textrémité  B  de  AB  =  K,  on  élèvera  la  perpendiculaire 

BO  =  5;alors 


AO 


=\/!+^ 


Reste  à  augmenter  AO  de  OD  =  5 ,  pour  avoir  jc  ,  et  à  dimi- 
nuer AO  de  OC  =  X,  pour  avoir  y  ;  on  eét  ainsi  conduit  à  décrire 
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la.  circonférence  CBD.  On  retrouve  donc  la  construction  donnée 
en  Géométrie  élémentaire.  [Voy.  Atlas,  fig.  65.) 

66.  Posons  MN  =  X  et  M'N'  =  y;  on  aura 

(1)  y  — x  =  d, 

(2)  ^XKL=:m'. 

Les  triangles  semblables  AMN,  AM'N',  ABC  donnent 

AK        AL      AD 


ou  bien 


d'où  l'on  tire 


ou  bien 


et  enGn 


MN"~M'N'"~BC" 

AK_AL_A, 
X  "^  y  "«• 

AL  — AK 
y  — X 

KL_h 

KL  =  ^i. 
a 


L'équation  (2)  devient  donc 

On  déduit  des  équations  (1)  et  (3) 

_  am^      d    \ 

^^       -    /  Conditions  de  possibilité  m'  <  -3-,  rf  <  a. 

_  am^      d    \  [^  construction  s  achève  alors  facilement. 
dh       ^     ] 

(Voy.  Atlas,  fig.  66.) 

67.  Les  deux  triangles  ADE  et  ABC  seront  semblables  et  par 
suite  pro|)ortionnels  aux  carrés  de  leurs  côtés  homologues;  nous 
aurons  donc 

Â£^AI)E_i 

ÂÏ?^ABC-3' 
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La  constniclion  de  AB  revient  a  déterminer  un  carré  qui  soit  à 

un  carré  donné  ÂC  comme  1  est  à  3.  Pour  cela,  je  décris  sur 
AC  comme  diamètre  une  circonférence  ;  je  prends 

AM  =^  AC. 

An  point  M  j'élève  une  perpendiculaire  sur  AC;  elle  rencon- 
trera la  circonférence  en  K  ;  si  je  joins  AK  et  KC,  le  triangle  AKC 
sera  rectangle  et  donnera 

AK>_AM_i 
ÂC'"AC-3" 

AK  sera  donc  la  longueur  cherchée,  et  il  suffira  de  décrire  du 
point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  AK,  Tare  de  cercle  KE» 
puis  de  mener  ED  parallèle  à  BC.  (Vby.  Atlas,  fig.  67.) 
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6S.  Soit  ABC  un  triangle  rectangle,  AP  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  sur  l'hypoténuse.  On  aura 

AB'  =  BPXBC  =  BP(BP  +  PC)  =  2,88  (2,88  +  5,12), 

ÂC' =  PC  X  BC  =  PC  (BP  +  PC)  =  5,12  (  2,88  +  5,12), 

AB  =  4-,8,  (S.) 
AC  =  6-,4.(S.) 

{Voy.  Atlas,  fig.  68.  ) 

69.  Le  triangle  étant  rectangle,  on  a 


>.^^o_AD_v/BDXDC:_|/DC 
^*^"BD"'        BD       ""BD"' 

B  =  49«18'4(K,5,(S.) 
(90-  — B)=C=40«4ri9%5.  (S.) 

(Voy,  Atlab, fig.  69.) 


qui  donne 
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70.  Soient  a;  el  y  les  côtés  cherchés,  on  aura  (S  surface,  a  hy- 
poténuse) 

xj/  =  2S, 
ou 

x'  +  y^  =  a\ 
Alors  x^  et  y^  sont  les  racines  de  l'équation  du  deuxième  degré 

x'  =  i936, 

y'  =  1089. 
d'où 

x  =  44r,[S.) 

y  =  33".  (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  70.  ) 

71.  Soient  x  et  y  les  côtés  du  triangle;  nous  aurons 

(1)  xy=2Xi2,65  =  25,30, 

(2)  x'  — y»  =  17.35. 

Élevant  (1)  au  carré  et  y  substituant  la  valeur  de  x'  tirée  de  (2)^ 

on  a 

^•-j-17,35y'  — lC0,0i25  =  0, 

équation  bicarrée  dont  on  prendra  seulement  la  racine  positive, 
puisque  y  doit  èlre  réel  : 

y'  =  6,6P377, 
d'où 

y  =  2,581427,    (S.) 

x  =  4,90038.      (S.) 

[Voy,  Atlas, /îy.  71.) 

72.  Soient  x  et  y  les  côtés  cherchés;  on  aura 

(1)  x'  +  y'  =  (32,526)S 

(2)  î=  2,317. 
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Élevant  (2)  au  carré,  puis  ajoutant  Tunité  aux  deux  membres, 

on  obtient 

32^526_Jj 

^      /l4-2,3ir 

x  =  2,317y  =  29-,863.  (S.) 

(Voy.  Atlas,  fig,  72.) 

73.  Appelons  x  le  deuxième  côté  de  l'angle  droit,  y  Thypoté- 
nuse  ;  nous  aurons 

(2T7  +  x^  =  .y\ 
x  +  y=  i2, 
d^où  nous  déduisons 

.T=13mJ3,      (S.) 

»/  =  2fi-,2?5.    (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  7J.) 

74.  Les  trois  triangles  partiels  ayant  mêmes  hauteurs  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases  AM,  MN,  NB. 

Il  sufQra  donc,  pour  résoudre  le  problème,  de  partager  AB  en 
trois  parties  proportionnelles  aux  nombres  i,  2,  3  (S.),  ce  qu*on 
sait  faire.  (Voy.  Atlas,  fig.  74.) 

75.  Si  nous  supposons  le  problème  résolu,  les  surfaces  des 
triangles  semblables  étant  entre  elles  comme  les  carrés  des  côtés 
homologues,  on  a 

Âb'      3 


d'où 

AD  =  ^^. 

Pour  construire  cette. valeur,  sur  AB  décrivons  une  demi-cir- 
conférence. 

Au  point  G,  pris  au  tiers  de  AB,  élevons  GF  perpendiculaire 
à  cette  droite,  et  rabattons  AF  en  AD.  ^ 

En  effet,  dans  le  triangle  rectangle  FAB,  on  a 

FA'  =:  AD»  =  AB  X  AG  =  i  AB^ 

(  Voy.  Atlas,  fig.  7f?  ) 


f 
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surf.ADE  _ 
surr.  UEBC  ~ 


surf.ADE  _     M 

siirl.AlMi:-t-!iiirr.I)lil«;~M-l-N' 
ou  bien  encore 

ADE  _      M 
AU(.:  ~  m+n' 
Les  deuï  triangles  AUC,  AllE  élanl  semblables,  leurs  surfaces 
sont  proporlionDelles  aun  carrêi  deâ  calés,  homologues 

Â\y  _    M 

ÂB'  ^  M  +  N  ' 


Pour  construire  AD,  élevons  au  point  A  une  perpendiculaire 
à  AB,  et  prenons  AN^M  +  N. 

Joignons  BN  ;  en  B  élevons  à  BN  uno  perpendiculaire  jusqu'à 
la  rencontre  en  P  de  AN  prolongée  ;  nous  aurons 

AP-^^- 

Prenons  AM  ^M,  et  sur  PM  décrivons  une  d e mi-ci rconté- 
renee  ;  le  point  uii  elle  coupera  Alt  sera  le  point  D,  car  le  trian- 
gle PDil,  rectangle  en  D,  donne 


ad' 

=  PAX  AM 

=  p.\  y 

M, 

Âû' 

M    ^' 
M  +  N 

(Toy. 

Atl^s, 

Pu- 

76.) 

77. 

Il  est  facile  de  - 

.oir.  dapros 

les  liunni 

■os,  qui 

jl'ai 

ngleC 

aigu; 

on  a  doni 

AB'  = 

=  Ar.'-|-BC'- 

-2ilC:< 

:cD, 

CD^ 

_  AC  -\-  liC  - 

-,\fl-_ 
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Substituant  aux  lignes  leurs  valeurs  numériques, 

CD  =  443",232.    (S) 
BC  -  CD  =  DB  =  246",2iO.    (S.) 

(Vby.  Atlas,  /îy.  77.) 

78.  Soit  M  le  point  cherché.  Les  triangles  UÂB,  MBC  étant 
équivalents,  si  MI,  MH  sont  des  perpendiculaires  abaissées  sur 
les  côtés,  nous  aurons 

MIXAB  =  MHXBC, 

m  __BC 

mh~âb' 

La  ligne  BM  est  donc  le  lieu  des  points  dont  les  distances  BA 

BC 
et  BÇ  sont  dans  un  rapport  donné  gr  ;  de  môme  MO  est  le  lien 

des  points  dont  les  distances  aux  côtés  aboutissant  en  C  sont 

dans  le  rapport  ~x,  • 

Le  point  M  sera  Tinterseclion  de  ces  deux  lieux. 

{ Voy.  Atlas,  fig.  78.) 

79.  Supposons  le  problème  résolu.  Menons  MH  égale  et  paral- 
lèle à  AN.  La  figure  AHMN  sera  un  parallélogramme.  Si  de  plus 
on  joint  BH,  le  triangle  BMH  sera  isoscèle.  BH  est  donc  perpen- 
diculaire à  la  bissectrice  de  Tangle  HMB,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  la  bissectrice  de  Tangle  RAB. 

Par  conséquent,  pour  avoir  le  point  M,  on  mènera  la  bissec^ 
trice  AI  de  Tangle  RAB,  on  mènera  BQ  perpendiculaire  à  cette 
droite.  Par  le  point  A  on  mènera  une  parallèle  à  BC,  et  au 
point  H  où  cette  dernière  ligne  coupe  BI  on  mènera  une  parai* 
lèle  à  AC 

Son  intersection  avec  AB  déterminera  le  point  M.  (Voy.  Atlas, 
fig.  79.) 

80.  Soient  p  et  p'  les  points  où  la  hauteur  rencontre  les  paral- 
lèles HN  et  M'N'.  Posons 

Af/  — X, 
L.  —  Btcueil,  M,  i.  3 
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Nous  trouvons 

MN=a|, 

M'N'  =  a~. 


On  a  les  équations 
ou 


MN  — M'N'  =  rf, 


rx'i 


MN  +  M'N 


j  (y  —  X)  :=  m\ 


ou 


d'où  l'on  tire 


2m' 

m'  ,   dh 
^^l  +  ^a' 

__m^       dh 
^~  d^±a^ 

Si  l'on  trouve  pour  x  une  valeur  négative,  c'est-à-dire  si 

l'on  a 

m"    .  h 

on  l'interprétera  en  portant  la  valeur  de  x  au-dessus  du  point  A. 
On  peut  donc  dire  que  le  problème  est  toujours  possible,  pourvu 
qu'on  puisse  également  porter  les  distances  x  et  y  au-dessous  do 
la  base,  si  elles  sont  plus  grandes  que  h,  (  Foy.  Atlas,  fig.  80.) 

81.  Soient  x  et  y  les  segments  de  la  base  : 
1'  Supposons  qu'on  veuille  que  la  somme  des  triangles  par* 
tiels  soit  à  xy  dans  le  rapport  K.  Nous  aurons 

ou  bien 

-'-  =  K. 

xy 
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d'où  Ton  tire 


=>-s/^l 


Pour  que  les  valeurs  de  x  et  y  soient  réelles*  il  faut  que  K  soit 
plus  grand  que  l'unité.  Pour  K  =  1 ,  cas  limite,  on  a  x  =  y  et  les 
deux  petits  triangles  sont  équivalents. 

2**  Supposons  que  Ton  veuille  que  la  différence  des  triangles 

partiels  soit  à  xy  dans  le  rapport  h. 

Nous  aurons 

AMC  —  AMB      . 

BM.  JtfC     ~    ' 
ou 

xy 

x  +  y  =  2; 
on  tire  de  ces  équations 

1 

Ici  le  problème  est  toujours  possible.  (  Voy,  Atlas,  fig.  81.) 

82.  Nous  aurons  Téquation  (en  appelant  h  la  hauteur) 

riyX64rX*'  =  8r>3,45X2X4727,5X2. 

h=  ^  v'd^a^iKX  4727.5  ==  12-,418. 

{Voy.  Atlas,  fig.  82.) 

83.  Le  rayon  du  cercle  inscrit  est 

OP==BPtangOBP  =  |atang|B. 
OP  =  388",610. 

{Voy,  Atlas,  fig.  83.) 
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84.  Désignons  ipav  p  le  demi-périmètre  du  triangle  qui  est 
égal  à  716,  nous  aurons 

AF  ^-  AE  =  />  —  BC  =  206, 
FB=-:BD=p-AC  =  202, 
DC=CE=j»  — AB=304. 

{Voy,  Atlas,  fig.  84.) 

85.  Appelons  a  le  côté  du  triangle,  H  sa  hauteur,  R  et  R'  les 
rayons  des  cercles  inscrits  et  circonscrits  ;  nous  aurons 


Or 

on  a  donc 


R  =  ^  =  0™,86602 , 
o 

R'='*-1-:^=1V3203. 

86.  La  surface  du  cercle  est  tcR^  celle  du  triangle 

S  =  i  BC  X  AD. 
Mais 

BC  ^  R  v/3, 

AD  ^  ;;  R  ; 

donc 

s  =  ;r'v/S. 

Le  rapport  cherché  r  est  donc 

,:^l]LLi!^-2A-?^  0,41349. 

(Voj/.  Atlas,  ^q,  86.) 

87.  Soit  R  le  rayon  du  cercle,  sa  surface  est  icR'  ;  celle  du 
triangle  équilatéral  inscrit  est 

^RS'â; 
la  différence 
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représente  trois  fois  la  surface  du  segment  cherché  :  on  a  donc, 
en  remplaçant  R  par  sa  valeur. 


=  y  U  -  j  V^  j  -r  39niq,3077. 


88.  Soit  a  le  côté  du  triangle.  II  faut  évaluer  OM  =  R  et 
ON  =  R'.  Menons  les  cercles  inscrits  et  circonscrit  au  triangle* 

et 

01=    "' 


Maintenant 

r'=om=oa-am.:4.-^  =  !l(^:^\ 

R  =  0N  =  0A  +  AM  =  4  +  ^=ii?+^\ 


2v^  2v/5' 

On  voit  done  que  \/mC'  est  égal  au  rayon  du  cercle  inscrit  au 
triangle. 
Dans  le  cas  où  a  =  2,  on  a 

R  =  ^^±=^  =  2,1547,    (S.) 

R'=ilzil^^=0J547.    (S.) 

(Voy,  Atlas,  fig.  88.) 

89.  En  désignant  la  surface  du  triangle  par  S,  et  par  x  la  hau- 
teur inconnue,  on  a 

a  ^S 

-  =:  s,    a  ou    x=  —  ; 
X  a 
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or  on  a 

s  =  v/p(p  — a)(/?  — 6)(p  — c)  =  v^ïÔÔGSTÔi  =  6400,679, 
d'où 

90.  Soient  x  et  y  les  côtés  de  Tangle  droit,  on  aura 

Retranchant  la  première  équation  du  carré  de  la  seconde,  ii 

vient 

2x^  =  0,96,    d'où    xy=:0,48. 

On  se  trouve  donc  ramené  à  calculer  deux  nombres  x  cl  2^1  con- 
naissant leur  somme  1,4  et  leur  produit  0,48.  Ces  nombres  sont 
les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

2^  — l,4z  +  0,48  =  0. 

Les  nombres  cherchés  sont  donc  0,6  et  0,8.    (S.) 

91.  Désignons  respectivement  AD,  BC,  EF,  HI,  IB  par  a,  bt 
Zt  Xf  y. 

Soient  5,  s\  s'  les  surfaces  ADFE,  EFBC,  BCG,  et  m,  n,  p  les 
nombres  avec  lesquels  ces  surfaces  sont  proportionnelles. 

Les  surfaces  semblables  sont  en  raison  directe  des  carrés  des 
dimensions  homologues. 

On  a  donc 

d*où,  par  la  composition  des  rapports, 

s       _      s' 
a'  —  z'~z'  —  b'' 
mais,  d'après  l'énoncé 


m       «  ' 


de  CCS  deux  relations  on  tire 

a' —  a'       z-  —  />'  ,,  ,       ,      a'fi  +  //'m 

—  ■ )     d  ou     i'  = -. 

m               n  m-f-H 
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D'autre  part,  dans  les  triangles  BBT,  BÂL,  on  a 

ET      BI^ 

AL~BH' 
ou 

*'"^__    y 

0  —  6      x  +  w' 
d'où 

ayjj-bx  _  ay  +  bx 

x+2^   -       h       » 
remplaçant  s  par  sa  yaleur,  il  vient 


d'où 


Ainsi 


V      A       j  -     m  +  fi 

ay4'bx  =  hk/ -. • 

*  '  V     m  +  fi 

ay+bx  —  hx^/ -. — 


m 


y  +  x  =  h. 
Résolvant  par  rapport  à  x  et  y,  on  a 


x^^ V     ■"+»»    /,    (S.) 


'  ^;  ■!    ■       ■  ■  • 


(S.) 


a  —  b 

(Vay.  Atlas, /l^.  91.) 

92.  Soient  c  et  6  les  deux  côtés  de  l'angle  droit,  x  et  y  les 
deux  s^ments  déterminés  par  la  bissectrice  sur  l'hypoténuse. 
Ces  deux  segments  étant,  d'après  un  théorème  connu,  propor- 
tionnels aux  côtés  adjacents,  on  a  la  relation 

X      c        ,.  .  X  c 

y      b^  x+y      c  +  b 


-11 
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el  en 

(^'lovant 

au 

arré 

Or 

•'+!/'■       <l.  +  ,r- 

dcuic 

'r-^<jy  =  BC.'-lr  +  c 

d'où 

îr=7',»--Fïr=' 

Jp  mflnio 

'=ï+7l'»+''i 

"-  iT^i'T^'- 

77Tin      1  '.aT:.^+:l.l-J8\ 

et,  Pn  faisanl  les  calculs  ini|i(|ués, 

1   '  =  i,ïl7,     ,S.) 

'  '/  =  :t,ii:i!i.   {S.  ) 

.  I '"/.  Ati.»!,  ft,.  3J.) 

«I  "c,™"!''"'""  '^  '"  '""'"■  "°  "'"'"  "  '  ™  "•"'-1X1- 


DaDS  l'eiemple  proposé,  on  a 


;>  =  333".53. 

p-o=   18-.05. 

p-S  =  lS5-,», 

).-c  =  l9r.ffi, 

(i^3!5-,48. 

Oq  aura  donc 

I.S!  =  0 

-l<ig«=5 

I  +^logp=l,œi567* 

1  +^loe(p-  <■'=  1.1396965 
logAD=  1,8803698 
AD  =  75-,9ai.     (S.) 

(  Vojf.  Atl.s,  fis.  93,  ) 


94.  Soit 

BD  =  2,88     et      DC  =  5,l:i, 

BC  =  BD4-DC=8". 

Soienl  7  el  y  les  cdtés  de  l'angle  droit  ;  on  aura 


X8  =  *°.800.     (S.) 
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Oo  aura  aussi 

6i~    8    ' 
d'où 

y  =  v/o,i2X8  =  6V10.    (S.) 

95.  La  longueur  de  la  circonférence  est  représentée  par 

27iR  =  27cX2"  =  47r. 

Cette  longueur  étant  celle  d!un  arc  de  360*",  tout  le  problème 
revient  à  résoudre  la  règle  de  trois  suivante  :  La  longueur  4ir  cor- 
respond à  360";  à  combien  de  degrés  x  correspondent  ^ 3»? 


x  = 


360  X  3         270° 


4t:     "~  3,14159' 
x  =  85<»56'37'',47.     (S.) 


96.  10  Surf. trapèze  ABCD  =  (AB  +  CD)XCO^ 


CQ  =  s/cÂ'  —  (  AP  —  CO)^  =  40™. 

Surf,  du  trapèze  =  28  *«•; 

2*'  ^  — :^ 

S()"~CD' 

SP  —  SQ  _  AB  —  CD 
SP      ~"       AB      ' 

SP  =  i?XiO. 
b 

Surf,  triangle  ASB  =  33  "«.  33  cenii.re.,3333.    (S.  ) 

(  Voy,  Atlas,  fig,  96.  ) 


CHAPITRE    IIL 


PROBLÊMES  SUR  LES  QUADRILATÈRES. 


1*  BÉHOHSTRAnOHS  DE  PROPRIÉTfiS  OU  G0HSTRUGTI0H8 

GËOlfRTRIQUES. 


97.  Soit  S  la  surface  du  carré  dont  le  côté  est  ÂB,  S'  celle  du 
carré  dont  le  côté  est  BC.  Nous  aurons 


S      AB*       AB'       1 


(S.) 


S'      CB^      2Âb'"~2 

(Voy,  Atlas,  fig.  97.) 

98.  Soient  ABCD  le  carré,  A'B'C'D'  la  figure  obtenue  par  la 
construction  indiquée.  Tous  les  triangles  rectangles  D'A  A',  A'  B  B' , 
B'CC,  CDD'  sont  égaux  entre  eux,  comme  ayant  les  côtés  de 
Tangle  droit  égaux  ;  donc 

A'B'=B'C'=C'D'  =  D'A'. 

De  l'égalité  des  triangles  nommés,  il  résulte  que  les  angles 
BA'B'  et  CB'C  sont  égaux,  par  suite  que  les  angles  BB'A'  et 
CB'C  sont  supplémentaires;  donc  Tangle  A'B'C  est  droit.  Ainsi 
la  figure  A'B'G'D'  a  ses  côtés  égaux  et  ses  angles  droits;  c'est 
donc  un  carré.  [Voy.  Atlas,  fig,  98.) 

99.  Soit  ABCD  le  trapèze;  soient  E  et  G  les  milieux  des  côtés 
parallèles.  Supposons  que  GA.et  DB  ne  se  coupent  pas  sur  E6  ; 
soient  H  et  U'  les  deux  points  d'intersection. 
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A  cause 

des 

triangles 

semblables,  nous  aurons  les  égalités  de 

rapports 
et 

AE      EH 
CG      GH' 

EB      EH' 

Mais 

GD      GH' 
AE      EB . 

donc  aussi 

CG      GD' 

EH      EH' 

GH      GH'  ■ 

ou  encore 

GH 

EH      GH'      EH' 

£11  EH' 

Mais,  comme  GH  —  EH  =  GE  =  GH'  —  EH' , 

EH  =-  EH' , 

c'est-à-dire  que  les  points  H  et  H'  se  confondent.  (  Voy.  Atlas. 
fig.  99.) 

100.  Les  triangles  semblables  AFE,  DFC  donnent 

AFFE 
FG  ""  FD  ' 

D'autre  part,  les  triangles  AFD.  CFG,  aussi  semblables,  donnent 

AF_Fn 
FC~FG' 

FE      FD 
ou,  à  cause  du  rapport  commun  £^7^  =  ^7-0 

ru       ru 

FD'  =  FE  X  FG. 

(Voy,  Atlas,  fig,  100.) 

101.  Soit  le  quadrilatère  ABCD,  soient  M,  N,  P,  Q  les  milieux 
de  ses  côtés.  Tirons  DE.  Dans  le  triangle  ADB,  MN  joint  les  mi- 
lieux des  côtés  AB,  AD;  donc  elle  est  parallèle  à  BD  et  en  vaut 
la  moitié. 

De  môme,  dans  CBD,  PN  est  parallèle  à  DB  et  en  vaut  la  moi- 
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iié;  donc  QM  et  PN  sont  égaux  et  parallèles,  donc  MNPQ  est  nn 
parallélogramme.  (  Voy,  Atlas,  fig.  101.) 

102.  Soient  le  quadrilatère  ÂBCD,  la  médiane  MN  et  son  mi- 
lieu 0;  soit  xy  Taxe.  Menons  les  perpendiculaires  à  Taxe  par  les 
différente  pointe  A,  B»  G,  D,  M,  N,  0. 

Dans  le  trapèze  MmN»,  Oo  qui  joint  les  milieux  des  cAtés  non 
parallèles  est  égale  à  la  demi-somme  des  bases 

^        Mm  +  Nn 

mais,  dans  les  trapèzes  AaDd,  BbCc,  pour  les  mêmes  raisons, 
M  m  et  Nn  sont  égales  à  la  demi-somme  des  bases 

A«  +  Dd 
Mm- 2 — ' 

B6  +  Cc 

donc 

Aa  +  hb  +  Cc  +  Dd 
00  =  --^ T 

Si  nous  considérons  la  médiane  FQ,  son  milieu  doit  être  en- 
core à  la  distence  Oo  de  Taxe,  pour  les  mêmes  motifs;  donc  ce 
milieu  est  l'intersection  de  MN  et  PQ,  dont  le  point  dMntersec- 
tion  de  MN  et  PQ  est  le  milieu  de  chacune  d'elles.  (  Voy,  Ahas, 
fig.  102.) 

103.  Dans  les  triangles  semblables  CPM,  GBA,  on  a 

MP      MC 
AB  ""  AC  ' 

Dans  les  triangles  AMQ,  ACD,  on  a  de  même 

MQ_MA 
CD  ""  AC  ■ 

Ajoutons  membre  à  membre  : 

MP      MQ_MC  +  MA^AC_ 
AB  +  CD~       AC       ~"AC 

(  Voy,  Atlas,  fig.  103.  ) 
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104;  Soit  le  quadrilatère  ADCD.  Faisons  l'angle  ÂBK  =  CBD. 
Les  triangles  ÂBK,  BDC  seront  semblables  et  donneront 

4R      AK 

jj^  =  j~,     ou     ABXCD  =  BDXAK. 

Les  triangles  BKG  et  ABD,  aussi  semblables,  donneront  de 
môme 

KU'^SC'      ou     ADXBG  =  BDXKC. 

Faisons  la  somme  de  ces  égalités  : 

AB  X  CD  +  AD  X  BC  =^BD  (AK  +  KG)  =  BD  X  AC. 

(Voy.  ATL.is, /5^.  104.) 

105.  Soit  le  quadrilatère  inscriptible  ABGD  ;  les  bissectrices 
El,  FI  font  un  angle  droit.  Pour  le  prouver,  joignons  EF.  Dans 
le  triangle  EIF,  Tangle  EIF  a  pour  mesure  une  demi-circonfé- 
rence, moins  (IFE  +  FEI);  or 

IFE  =  IFB  +  CFE, 

FEI  =  lED  -f  GEF  =  lEA  +  CEF  ; 
donc 

I  ^  !  circonf.  -  [(CFE  +  GEF)  +  (IFB  +  IEA)]. 

Dans  le  triangle  FCE,  (CFE  +  GEF)  est  le  supplément  de 
l'angle  G,  lequel  appartient  au  quadrilatère  et  est  supplémentaire 
de  son  opposé  A;  donc  GFE  +  GEF  =  A,  et  par  suite  cette 
somme,  a  pour  mesure  y(GD  -{-BG), 

CFE  +  GEF=h'CD  +  GB); 

d*ailleurs 

IFB+IEA  =  i(AFB+AED); 

mais 

AlB=i(AB  — GD), 

AED=:i(AD  — BG); 
donc 

IFB  +  IEA=  |(  AB  +  AD  — DG  —  CB)  ; 
donc 

I  =  {  circonf. —.;  (CD  +  GB) +;  (AB  +  AD —  DC— GB), 

I  =  {circonf.  —  {(AB+AD  +  DG  +  CB), 

I  =  J  circonf.  —  J  circonf.  =  -^  circonf.  ; 

donc  l'angle  I  est  droit.  (Voy,  Atlas,  fig.  105.) 
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106.  Soit  ÂB  =  a  la  plus  grande  des  deux  bases  parallèles  du 
trapèze  considéré.  Menons  par  le  sommet  D  une  parallèle  DD'  au 
côté  BC,  par  le  sommet  G  une  perpendiculaire  CG'  commune  aux 
bases  parallèles,  et  posons 

AB  =  a,    CD  =  (»,    CC'  =  A,    CC*=:x. 

Proposons-nous  généralement  de  diviser  la  surface  ABGD  en 
deux  parties  dont  le  rapport  soit  celui  ûepkq,  nous  aurons 

surf.  PQCD  _     p 
burf.ABCD~";i-|-9' 

(i)  i(6  +  PQ)x_     p 

Les  triangles  semblables  DD'A,  DP'P  donnent 
PP'      X  VQ  —  b       X 


r.  =  T     ou 


—  • 


AD'      h  a—b         /» 

Tirant  de  là  PQ  et  le  substituant  dans  Téquation  (1),  il  vient 

(a  — 6)x'+26Aa; Ç— (a  +  6)A*  =  0, 

d'où  '  +  ' 

a  — 6       \\a-bj^(p  +  q){a'^b) 

Pour  construire  la  longueur  x,  il  faudra  savoir  construire  le 
radical.  Or  ce  radical  représente  Thypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  dont  les  côtés  de  Tangle  droit  seraient  respectivement 


bh  .     /     p(a-hb) 

ï=6     ^^     ^\(p  +  q)ia-b)' 

On  prendra  une  ligne  contenant  p  des  unités  de  longueur  ren- 
fermées dans  a,  et  Ton  construira  une  moyenne  proportionnelle  a 
entre  p  eia-^b.On  construira  de  même  une  moyenne  propor- 
tionnelle p  entra  p  -)-  ç  et  a — 6.  Le  dernier  radical  deviendra 

ha 
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La  quantité  y  est  donc  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lignes  ^,  ^,  a;  de  môme 

7:=  0 

a  — b 

est  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  a  —  6,  6,  h. 
On  aura  donc,  en  posant  v^ô^  -[-  ^^  =  e , 

x  =  —  Ô  dz  6. 

La  solution  x  =  — 8-|-2  (qui  est  évidemment  positive,  puis- 
que e  est  supérieur  à  S,  à  cause  de  Thypoténuse  a  >  6)  convient 
à  l'énoncé.  La  solution  x  =  — 5  — e  conviendrait  au  cas  où  Ton 
supposerait  la  parallèle  PQ  sortant  du  trapèze. 

Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  p  =  2,  9  =  3.  (  Voy, 
Atlas,  fig.  106.) 

107.  Menons  la  parallèle  CA'  à  Tun  des  côtés  non  parallèles  da 
trapèze.  A  cause  des  divers  parallélogrammes  de  la  figure,  le 
côté  CA'  se  trouve  divisé  en  Ë'  dans  le  rapport  de  S  à  3.  Par 
suite,  la  ligne  £E\  qui  divise  les  deux  côtés  GA,  CA'  du  triangle 
ACA'  en  parties  proportionnelles,  est  parallèle  au  troisième  côté, 
et  Ton  a 

kh;  _  cf:  _    :^    _  3 

AA'~CA~~2  r3~D' 
donc 

EF  =  tE'  +  CD  =  ^  (38r>(r  -  124:i" )  +  124?)»»  =  2808». 

(  Voy.  Atlxs,  fig.  i07.) 


2o  CONSTRUCTIONS  DE  QUADRILATÈRES  D'APRÈS  DES 

CONDITIONS  DONNÉES. 


108.  Soit  AE  la  longueur  donni^e.  Supposons  le  problème  ré- 
solu ;  soit  ABCD  le  carré  cherché  : 

AK  =  AB  +  BD; 

donc 

Bn  =  BE. 
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Si  donc  on  joinl  DE,  on  aura  en  DBE  un  triangle  isoscèle.  Or 

l'angln  DBA,  extérieur  à  ce  triangle^  est  double  de  chacun  des 

angles  en  D  et  E  ;  mais 

DBA  =  45»; 

donc  les  angles  en  D  et  E  du  triangle  DBE  sont  moitié  de  45"*. 

Pour  avoir  le  côté  du  carré,  il  sufOra  donc  de  faire  en  E  un 
angle  égal  à  |  de  45*^,  et  d'élever  en  A  une  perpendiculaire  à  AE  ; 
on  aura  en  AD  le  côté  du  carré.  (  Voy.  Atlas,  fig,  108.  ) 

109.  Soient  A,  B,  G,  D  les  points  donnés.  Supposons  le  pro- 
blème résolu. 

Soit  EFGH  le  carré  cherché. 

Élevons  BK,  CI  perpendiculaires  à  XY  ;  abaissons  de  plus  BM 
perpendiculaire  à  AH  et  CL  perpendiculaire  à  DH.  Les  lignes 
BM,  CL  sont  égales  entre  elles  comme  étant  égales  au  côté  du 
carré. 

Les  triangles  BMK  et  CLD  sont  égaux,  car  ils  ont 

CL  =  BM, 

et  les  angles  en  R  et  en  D  égaux  comme  ayant  les  côtés  perpen- 
diculaires; donc 

BK  =  CD. 

Pour  résoudre  le  problème,  il  suffira  donc,  d'élever  en  B  une 
perpendiculaire  à  AB  égale  à  CD,  de  joindre  AK,  de  mener  en 
B  une  parallèle  à  AK,  et  d'abaisser  de  C  et  D  des  perpendicu- 
laires sur  ces  deux  droites.  (  Voy.  Atlas,  fig.  109.) 

110.  Soient  les  parallèles  MN  et  PQ,  et  les  points  A  et  B.  Sup- 
posons le  problème  résolu;  soit  CDEF  le  losange  cherché.  Les 
deux  hauteurs  d'un  losange  sont  égales. 

Si  donc  du  point  A  comme  centre,  avec  la  distance  des  paral- 
lèles comme  rayon,  nous  décrivons  une  circonférence,  et  que  du 
point  B  nous  menions  des  tangentes  à  ce  cercle,  nous  aurons  les 
deux  directions  des  droites  répondant  à  la  question. 

Celle-ci  aut^  deux  solutions,  une  ou  point  du  tout,  selon  que 
B  sera  extérieur  à  la  circonférence  décrite  du  point  A  comme 
centre,  sera  situé  sur  cette  circonférence,  ou  enfin  lui  sera  inté- 
rieur. (Voy,  Atlas,  fig,  110.) 
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lii.  Soit  ÂBCD  lo  trapèze  demandé.  On  donne  sa  hauteur  et 
la  somme  des  bases. 
Prolongeons  CD  de  DE  =  AB.  Nous  aurons 

CE=2a. 

Le  triangle  CBE  sera  d'ailleurs  isoscèle,  car  BE  =  AD,  et  AD=  CE. 
On  connaît  la  base  et  la  hauteur  de  ce  triangle,  on  le  construira, 
ce  qui  donnera  CB.  Connaissant  CB,  on  décrira  du  point  B  un 
cercle  avec  h  pour  rayon,  et  on  lui  mènera  une  tangente  :  ce  sera 
CD.  Le  reste  de  la  construction  se  fait  sans  difficulté.  {Voy. 
Atlas,  fig.  lli.) 

112.  Supposons  le  problème  résolu.  Soit  ABCD  le  trapèze  cher- 
ché, dans  lequel  on  donne  la  hauteur  h,  la  différence  des 
bases  a. 

Abaissons  OKI  perpendiculaire  aux  bases  :  les  points  K  et 
sont  les  milieux  de  AB  et  CD. 

Menons  par  le  point  I  des  parallèles  à  DA  et  CB. 

Le  triangle  IGH  est  isoscèle;  nous  pouvons  le  construire,  car 
nous  connaissons  IK  =  A  et  GH  =  a . 

Connaissant  IG,  c'est-à-dire  DA,  nous  inscrirons  dans  le  cercle 
une  corde  égale  à  DA.  Du  point  D  avec  h  pour  rayon,  nous  dé- 
crirons un  ceicle. 

La  tangente  à  ce  cercle  menée  par  A  donnera  la  direction  dea 
bases  du  trapèze,  qu'il  sera  facile  dès  lors  d'achever.  (Voy. 
Atlas,  /î^f.  112.) 

113.  On  donne  les  longueurs  AB,  BC,  CD,  DA,  et  la  longueur 
de  MX  qui  joint  les  milieux  de  AB  et  CD. 

Des  points  M  et  N,  nous  décrirons  des  deux  côtés  des  arcs  de 
cercle  avec  des  rayons 

AD  Bi: 

ce  qui  nous  donnera  le  paralléloi^ramme  MINK. 

^  AB 

Des  points  I  et  K  nous  décrirons  des  arcs  de  cercle  avec  ^ 

DC 
et  -^  pour  rayon,  ce  qui  nous  donnera  le  point  L.  Menons  par 
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le  point  L  une  parallèle  à  MI,  par  le  point  M  une  parallèle  à  IL, 
par  le  point  N  une  parallèle  à  KL. 

Nous  formons  ainsi  une  figure  MADN  dans  laquelle  L  est  le 
milieu  de  AD.  Car,  dans  ALIM,  on  a 

AL  =  MI  =  KN, 
et  dans  KNDL 

LD  =  KN; 

d'ailleurs  AD  est  la  longueur  donnée  pour  le  côté  du  quadrila- 
tère; en  achevant  de  même  la  figure,  on  voit  que  M  et  N  sont  les 
milieux  des  c6tés  ayant  les  longueurs  données,  de  môme  que  fiC 
a  la  quatrième  longueur  donnée.  Donc  ABGD  est  le  quadrilatère 
cherché.  (  Voy.  Atlas,  fig.  iiS.) 


3*  PROBLÈMES  H UM£RIQUES  SUR  LES  QUADRILATÈRES. 


114.  Nous  aurons,  en  appelant  G  le  côté  du  carré, 

C  =  3813*^  =  3873Û0*fe*  =  38730000«q. 
C=6223»,34.    (S.) 

115.  Soit  X  le  côté  du  carré  ;  sa  surface  sera  x',  celle  du  lrian< 
gle  construit  au-dessus  sera 

en  tout,  la  surface  S  vaudra  donc 


=Vr 


Conme  on  donne  S  =  33600-1 , 

x=179-,4S9.    (S.) 
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116.  Le  quart  du  méridien  terrestre  vaut  10000000  de  mè- 
tres; on  a  donc,  en  appelant  R  le  rayon  de  la  Terre  supposée 
sphérique, 

^=10000000, 
„       20  000  000 

La  surface  de  la  Terre  sera 


,    ^,       i^  40  000  000 
47iR^  = =  X-. 

En  appelant  x  le  côté  du  carré  cherché,  on  trouve 

.r  =  22507  600".     (S.) 

117.  Soit  CE  =  6m.  Sur  le  prolongement  de  CE,  prenons  un 
point  quelconque  I  et  menons  IM  qui  fasse  avec  CE  un  angle  de 
Àl)°,  construisons  IP  bissectrice  de  cet  angle. 

Du  point  E  menons  ED  perpendiculaire  à  cette  bissectrice; 
rinlersection  de  cette  ligne  avec  CD,  menée  en  C  de  façon  que 
ECD  =  iT\<*,  donne  un  second  sommet  du  carré,  qu*on  achève 
dès  lors  très-aisément  de  construire. 

Désignons  par  a  le  côté  du  carré,  par  d  la  diagonale  et  par  R 
le  rayon  du  cercle  circonscrit  ;  nous  aurons 


d  -a  v/2 , 

r/   -  a  —  O-"  —  a  v/-2  —  i  ; 

faisant  d  — 

■  n  —  6'",  on  obtient 

a  — ir.iSo, 

d  —  20"^,  48:> , 

U=i0'",2i2.     (S.) 

{Voij,  Atlas,  fig,  117.) 

118.  Appelons  .t  et  y  les  deux  côtés  du  rectangle,  nous  au- 

rons 

.r7^2l6, 

.2(j-  f  .v)-=60, 
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d'où  nous  lirons 

X  =  )8-,     (S.) 
.,  =  l-2"..     iS.j 
119.  Nous  aurons,  lomms  jiour  li:  précédent  problème, 

■iu'-f  !,)^  kNl; 
d'où  nous  tirons 

1  =  160-.     (S.) 
ï  =  «-.     (S.) 
130.  La  hautaur  sera,  de  même  que  AD  et  CD,  divisée  en  Irois 
parties  égales. 

Appelons  S',  S',  S'"  les  surfaces  liea  trois  trapiiies  partiels. 
Uenoos  DL  paraltèlu  à  Cfi,  nous  aurons  pour  les  bases  succes- 
sives des  trapèxes 

(a)  fr-fUK. 

(6)  6  +  NK. 

Or,  dans  le  Iriangle  ADL,  on  a  des  parallèles  à  lu  buse,  d'où  l'on 
conclnt  m 

MH^;AL=l>'(fl— /.). 

Les  valeurs  des  bases  sont  donc 

(flj  iC  +  ^M, 

Cbaqae  trapèze  a  pour  mesure  la  deroi-Eomme  des  bases  par 
la  bauteur,  qui  pout  chacun  d'eus  est  -  ;  nous  écrirons  donc 

S'--^,^('ii-f  01,     [S.) 

S'=gX(o+i),    (S.) 

^-=Y^-X{h^U).     (S.l 

(  l'iir/.  AtI^W,  (ïj.   lai.) 


l 

I 
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121.  Appelons  A  la  hautear  du  trapize  ABCD;  nous  aurons 

r.— AB\ 


h(^ 


]  =BC=. 


Remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs  numériques,  on  ob- 

licnl 

La  surface  S  sera  é^alo  i\ 

S.A.<(^^-)  =  8-,0TO(6O.     (S.) 

(Voy.  Atlvs. /îj.  121.) 

122.  Soient  l  et  /'  les  longueurs  des  bases  du  iraptee,  x  \a 
longueur  de  la  ligne  parallèle  aux  bases  qui  diviserait  le  trapèze 
en  parties  équivalentes,  h  et  A'  If  s  deui  portions  dans  lesquelles 
se  trouve  divisée  la  hauleur  II  i  nous  devons  avoir 


'+' 


-xv. 


Menons  AE  parallèle  ï  liC;  nous  aurons  des  triangles  sembla- 
bles AFG,  ADF:,  qui  donnent 


fats 

^^lll.r-f). 

On  trouverait  de  mi>me 

_  IJif  — .ri 

t  -r    ' 

portant  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  et  re 
tes  lignes  par  leurs  valeurs,  nous  trouvons 

et  par  suite 

/i  =  0,501I.     (S.) 

(  Voy.  Arns,  fig.  1 
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123.  Appelons  x  la  distance  ÂF;  nous  aurons 

surf.  ADEF  =  0.70  +  x , 
surf.  EFBC  =  0,95  -f-  3,15  —  x , 
x  =  0%50.    (S.) 

(  Voy.  Atlas, /î^.  123.) 

121.  Soient  ABCD  le  trapèze  donné,  EF  la  parallèle  aux  Imsos 
menée  à  1  mètre  de  G),  enfin  AH  une  parallèle  à  BD. 
Appelons  S  et  i^  la  surface  et  la  hauteur  du  trapèze. 
lÀ  base  AB  se  déduit  de  la  relation 

S  =  HAB  +  CD)H, 
d'où  l'on  tire 

AB  =  6». 

Les  triangles  AGB,  ACH  semblables  donnent 

EG      H  —  l       ,,  ,     _.,      ^u  H  —  I 
-|j  =  — jj— ,     d'où    E(j  =  CH— g— - 

Mais 

CH  =  CD  — AB  =  4-; 
donc 

EG  =  3». 
Par  suite, 

EF  =  EG4.GF  =  9-i.     (S.) 

(Voy.  Atlas, /î|7. 124.) 

125.  Appelons  &  la  bauleur,x  et  y  les  deux  bases;  nous  aurons 

\h{x  +  y)=xy, 

2x  +  3w  =  4A, 
d*où 

x  =  13«,l,    (S.) 

y  =  4«,6.     (S.) 

126.  Soit  I  le  point  cherché  ;  les  Ggures  AEFD,  ECBF  sont 
deux  trapèzes  de  même  hauteur  dont  les  surlaces  sont  propor- 
tionnelles à  la  somme  de  leurs  bases;  de  plus,  AEFD  est  un  pa- 
rallélogramme; nous  aurons  donc 

2AE     _2 
BK+FC""5' 


60  GÉOMÉTRIE. 

OU  encore 


d'où  l'on  lire 


Nous  aurons 


2AE  a 

AB  +  CD  — 2AE~"3' 

AE  =  ?=i,6. 


FC:  =  DG  — AE  =  1,4. 

Enfin  les  triangles  ÂEI  et  IFC  sont  semblables  ;  on  en  conclut 

AT  _  AE  _  1L6  _  8 
IC~  FC~l,.i~7' 

ce  qui  détermine  le  point  I.  (  Voy.  Atlas,  fig,  126.  ) 

127.  Soit  IK  la  parallèle  à  la  base  remplissant  la  condition 
demandée;  nous  aurons,  en  appelant  K  le  rapport  cherché, 

AK""IA~x~ 

Nous  pouvons  donc  raisonner  comme  si  ÂC  était  vertical,  c'est-à- 
dire  supposer  AH  :=  2;  nous  aurons  aussi,  en  appelant  KL  =  m, 

(l+m);c  =  (3  +  m).v, 
(  1  -f.  f«  )  .1-  =  i , 

ce  qui  conduit  pour  K  à  la  valeur 

K , 

Art 

K' =      0,01803, 
K"=r- 1,01803. 

La  première  valeur  correspond  à  la  ligne  LK  menée  dans  le 
trapèze,  la  seconde  1/K'  menée  en  dehors,  de  telle  sorte  que  la 
surface  du  nouveau  trapèze  soit  le  double  de  celle  du  trapèze 
donné.  (  Voy,  Atlas,  fig.  127.) 

128.  Soit  EF  la  parallèle  qui  divise  le  trapèze  ÂBCD  en  deux 
parties  équivalentes.  Soit  KG— .x  la  distance  demandée;  on 
aura 


1)  ISX7=  I05  =  *(I8  4-EF). 

Or,  si  l'on  mène  CN  parallèle  i  DB.  on  aura 

EF  ^  ME  -f-  FM  ^  ME  +  CD  =  ME  -f-  (2. 
Les  deux  Iriangle?  CEM  ul  CA.N  donnent 
EM_Œ 

ou  bien 

KM      ^CG-KG 
AB-CD  CG      ' 


Donc,  en  substituant  dans  (  1  ],  H  viendra 

,    «  — 6i\ 


m 


et  en  simplifiant 
d'où  l'on  tire 


.=  l('l8 


+  ia-l-' 


2S2rf  733  =  0, 
r,8(.    i'  =  3-,ir.. 
La  seconde  solution  peut  seule  convenir:  donc 
KG  =  3", 13.     (S.  S 

I  Voy.  Atlas,  Aj.  128.) 
129.  La  surface  du  trapèze  est 


ABCn 


AH  +  CD, 


AE. 


Dr  les  deuï  triangles  rectangles  AEC  et  BFD  sont  égaux 
:omme  ayant  un  côté  égal  et  un  angle  aigu  égal  ;  par  suit* 
^„      ....      CO-AB      ,„,„„ 
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Donc  la  surface  cherchée  vaudra 

4,1453 /îi,î2^—  l,Oi  15' =  8""i,0792.    (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  129.  ) 

130.  Je  mène  AE,  BF  perpendiculaires  à  CD,  et  j'ai 

BF=  v/bd'  —  W , 
donc 

BF  =  sJWy  —  95^  =  v/5^78Ï, 
p5,_/GD-ABy^ 

Dans  le  triangle  BFC,  on  a 

BC  =  v^bF'  +  FG'  ^  v^32184  +  643'  =  v/443Ôâ3, 

ou  enGn 

BC  =  AD  =  667,357.     (S.) 

(Voy.  Atlas, /ï^.  130.) 

131.  Nous  avons,  par  hypothèse, 


DFAE_2 

CFfc:B~"3' 
ou  bien 


CFEB  _  3 

CDAB  ■"  5  ' 
d'ailleurs  on  a 

CFJEB  _  CF  +  ^>~(3  — CF)  _  2CF-|-2  _  CF  -|-  1 
CDAB"  ;j  +  5  ~        8        ~"    ~4 

On  en  conclut  donc 

CF  -f  1  _  3 

4      ~3' 
d'où 

CV  =  h 

et  en  divisant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  3,  mesure 
de  CD, 

CK__^ 

CD"~15' 
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Les  deux  triangles  semblables  GIF  et  CDA  donnent 

CF_CI 

cd~ca' 

On  aura  donc 

CA     15' 

d'où  Ton  voit  que  CI  vaut  les  -^  de  la  diagonale  C.\.  (S.  )  (Voy. 
Atlas,  fig.  131.) 

132.  Soient  IF  la  droite  demandée^  AF= x,  DC  =  fr,  DI  =  m 
AB  :=  B,  H  la  hauteur  du  trapèze  ;  nous  aurons 

8urf.DAlF  =  (m  +  x)ïï, 

IFCB  =  (6-iii  +  B-:x)^, 

et  par  suite  on  a  Féquation  ' 

m  +  X  =  6  —  m  +  B  —  X , 
'ou 

2x  =  6  +  B  — 2m, 

&4-B  — 2ifi     . 
Xî=  — ■ • 

2 

Pour  les  données,  on  aura 

x  =  t»2  +  «Zl3  =  I^  =  3-,75.    (S.) 

(Voy.  Atlas,  fig.  i3i.) 


CHAPITRE    IV. 
l'RnBi.ÈMES  SUR   I.A  (IIRCONFERENCE  ET  LE  CERCLE. 


1"  CONSTRUCTIONS   DE   PROPRIÉTÉS  OU   CONSTROCTIONS 

GÉOMÉTRIQUES. 


133.  Faisons  l'.m^lp  tiCK  =  W.  ]m  Irlangle  IIKC  sera  équi 
liiLéral,  car  l'angle  BHC=  BAC  =  W;  donc 


BesLp  à  prouver  que  ll.\  —  KU. 
Or  les  triangles  ANC,  ItKC  sont  i 


ni:=  Kl-,. 

A(:  =  iir, 

n  les  an;;les  en 

C  font 

<5gaiiï  comme  ayani 

même  différence  à 

i!0".  rionc 

AH  ^  HK , 

donc 

!1R  =  1U-|  »(-. 

(  V"fi.  Atlas,  ^.v,t:tî.) 

134.  Eneffe[,rnnglB  Eapournirsurp  ;(AC-4  U3).rangleK 
;(HG  +  AC);  faisons  la  soBimo 

F4-E^;(AC  j-œ-i-OH  +  AC). 

t^ommc  AC^AB,  on  vnit  qiio  r^lle  somme  est  la  moitié  de  la 

rirconfèrence,  ce  qui  moniretiur  le  quadrilatère  est  indcrjplible. 
(  r«,,,,  Atlas,  fig.  VM.^ 
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135.  Menons  OG  perpendiculaire  à  CD  ;  nous  aurons 

CG  =  GD. 

OB  =  CG, 

OF  =  GD, 
d*oili  l'on  conclut' 

OF  =  OE. 

Les  différences  de  ces  lignes  aux  rayons  sont  donc  égales  ; 

AB  =  FB .  G.  Q.  F.  D. 

(Voy.  Atlas, /5^.  i 35.)      • 

136.  Je  mène  la  ligne  des  centres  MN.  Je  joins  BM,  B'N.  Les 
triangles  rectangles  PMB,  PNB'  sont  semblables,  car  les  angles 
en  P  sont  opposés  au  sommet;  donc  on  a 

PB_PM 
PB'  ~  PN  • 

Joignant  NA',  MA,  on  aura  de  même 

PA^      PM 
PA'  ~"  PN  ' 

et,  rapprochant  les  deux  égalités  de  rapports, 

PBPA 
PB'"~  PA'' 

donc  les  triangles  PAB,  PA'B'  ^ont  semblables,  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels;  donc  les  côtés 
AB,  A' B' sont  parallèles.  (Voy,  Atlas,  fig.  i36.) 

137.  En  effet,  les  angles  BAC  et  BOC  sont  égaux,  comme  ayant 
même  mesure,  de  même  que  B'AC  et  B'OC/;  mais 

BOC  =  B'OC', 
comme  opposés  au  sommet;  donc 

ABC  =  A'B'C. 
On  démontrerait  de  même  l'égalité  des  autres  angles.  Donc 
les  triangles  sont  semblables.  (  Voy.  Atlas,  fig.  137.) 

138.  Supposons  le  problème  résolu.  Nous  aurons 

BN      w 
BM""  fi' 
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Abaissons  du  centre  01  perpendiculaire  à  BN  ;  le  point  I  est  le 

milieu  de  MN,  el  nous  aurons 

BN      m 


or 
dpnc 


BM 

n' 

BN  —  BM 

m  —  n 

MN 

• 

BM       "" 

m 

BM' 

MN  = 

=  2MI; 

MI 
MB"~ 

m  —  n 

Menons  MU  parallèle  à  01  ;  nous  aurons 

OH  _  IM  _m  —  n 
BH^BM""     2n 

Ainsi,  pour  avoir  le  point  H,  il  faut  diviser  OB  en  deux  par^ 
ties  qui  soient  dans  le  rapport  —^ — . 

Ayant  le  point  H,  sur  HB  on  décrira  une  circonférence  dont 
rintersection  avec  la  circonférence  donnée  fournira  le  point  M, 
car  l'angle  M  =  I  =  90«. 

Pour  que  le  problème  soit  possible»  il  faut  que  les  circonfé- 
rences se  coupent,  que  par  conséquent  on  ait,  en  appelant  AB  =  a 
etOA  =  R, 

fl<BH<a  +  2R; 
mais 

m  -f-  n 
11  faut  donc  que  l'on  ait 

m  -j-  n 
d'où  l'on  déduit 

a       ^m  ^fl4-2R 


-f-  z  u       n  a 

fTA  rnmnria  Antrn 

BC 


cVst-à-dire  que  le  rapport  donné  doit  être  compris  entre  -^  et 


BC 

— }  ce  que  l'on  pouvait  prévoir  aisément. (Voy.  Atlas,  fig,  138.) 
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139.  Joignons  MO;  nous  aarons  en  MO  la  médiane  du  triangle 
CMD;  donc   

cm'  +  MD'  =  2M0'  =  2C0'  =  const. 

{Voy.  Atlas,  fig,  139.) 

140.  Menons  BD;  le  triangle  ABD  est  rectangle  en  D  et  sem- 
blable au  triangle  rectangle  AEG,  puisqu'ils  ont  Tangle  A  com- 
mun. Nous  aurons  donc 

Ap__AB 

AE~'AG' 
AD  X  AC  =  AE  X  AB  =  const. 

(  Vay,  Atlas,  fig.  140.) 

141.  En  effet,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  ligne  APA', 
l'angle  PAQ  a  toujours  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  N,  et 
l'angle  PA'Q  la  moitié  de  Tare  M  ;  l'angle  AQA'»  qui  est  la  diffé- 
rence entre  iSO*^  et  la  somme  des  angles  A  et  A',  a  donc  aussi 
une  mesure  constante.  (Voy.  Atlas,  fig.  141.) 

142.  Soient  les  cordes  AB,  CD.  Abaissons  du  centre  des  per- 
pendiculaires OP,  OQ  sur  ces  lignes.  Les  points  P  et  Q  sont  les 
milieux  de  AB  et  CD. 

Menons  le  diamètre  qui  passe  par  Tintersection  des  cordes, 

nous  aurons 

AI.1B  =  C1.ID.EI.IF, 

(AP-IP)(AP  +  IP)=(CQ~IQ)(CQ  +  IQ) 

c=(0E-01)(0E  +  0I), 

ÂP" -ÎP'  =  CQ*  -  ÏQ'=  OË'  — ôi'. 

En  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  et  par  a  la  longueur  01, 
nous  pouvons  écrire  l'égalité  précédente 

ÂP'  — PJ'CQ'  — ÏQ*_R'  — 0% 
1        "■        1        ""       1       ' 

2 -R— a. 


Or 
donc 


Ip*+iq'=û% 

{Voy.  Atlas,  fig.  142.) 
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143.  Soient  le  triangle  ABC,  le  point  M  du  cercle  circonscrit 
et  les  perpendiculaires  MP,  MQ,  MR.  Joignons  PQ,  PR. 

Les  angles  RMP,  ABC  sont  égaux,  comme  ayant  leurs  côtés 
perpendiculaires;  il  en  est  de  même  des  angles  PMQ  et  BAC; 
nous  aurons  donc 

RMP+PMQrr^A  +  B, 

ou  bien 

RMB  +  BMP  +  PMA   - QMA  =-.  A  -]-  B. 
ou  enûn 

AMB  +  RMB  —  QMA  =  A  -}-  B . 

Or  nous  savons  que,  dans  le  triangle  ABC,  on  a 

A-]-Br^  180°- C, 

mais  que  le  quadrilatère  inscrit  ACBM  donne  également 

AMB=r  180''  — C, 
d'où  Ton  conclut 

RMB^- AMQ. 

Le  quadrilatère  MPBR  est  inscriptiblo,  puisque  les  angles  R  et 
P  sont  droits;  donc  les  angles  RMB,  RPB  sont  égaux,  comme 
ayant  même  mesure;  on  verrait  de  môme  que 

AMQ  =  APQ, 
donc 

RPB  =  APQ; 

AB  est  une  ligne  droite,  donc  RPQ  en  est  aussi  une,  ce  qu'il  fal- 
lait démontrer.  (  Voy,  Atlas,  fi(j,  143.) 

144.  Soit  0  le  centre  du  cercle  ;  joignons  OM;  cette  ligne  est 
bissectrice  de  Tangle  AMB,  car  les  angles  FMO,  OME  sont  droits, 
et  les  angles  FMA,  EMB  égaux  par  hypothèse  ;  la  ligne  ME  sera 
donc  aussi  la  bissectrice  de  l'angle  BMH. 

Nous  aurons  donc 

AOAMAE 
C)B~  MB~liH' 

Nous  pourrons  donc  déterminer  aussi  le  point  E,  et  par  con- 
séquent  le  point  M.  (  Voi/.  Atlvs,  ^^.  14i.  ) 

145.  Soient  le  point  A  intersection  des  circonférences  0  et  0' 
et  la  droite  MN,  supposée  menée  égale  \  une  longueur  donnée. 
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Des  points  0  et  0'  abaissons  sur  MN  les  perpendiculaires  01 
et  or  ;  les  points  I  et  I'  étant  les  milieux  des  cordes,  nous  au- 
rons 

ir  =  |MN. 

Menons  O'B  parallèle  à  MN,  jusqu'à  la  rencontre  de  01. 

Nous  aurons 

O'B  =  ir  =  i  MN, 
de  plus 

0B0'  =  9(>». 

Pour  résoudre  le  problème,  on  décrira  donc  sur  00' un  demi- 
cercle,  on  inscrira  en  O'B  une  corde  égale  à  la  moitié  de  la  lon- 
gueur donnée,  et  Ton  mènera  en  A  une  parallèle  à  cette  droite  ; 
on  voit  que  le  problème  a  deux  solutions.  (  Vay,  Atlas,  fig.itë.) 

146.  Supposons  le  problème  résolu  ;  soH  ABA'B'  une  ligne  pa- 
rallèle à  XY,  et  telle  que 

AB  +  A'B' 

soit  égal  à  une  longueur  donnée  2a. 

Abaissons  OC,  OC'  perpendiculaires  sur  la  sécante  ou  sur  sa 
parallèle  XY. 

La  distance  CC  de  ces  perpendiculaires  noua  est  connue,  puis- 
que les  perpendiculaires  elles-mêmes  le  sont.  Mais  CC  se  com- 
pose de  A'B  et  de  CB  +  A'C  =  a . 

Nous  connaissons  donc  A'B. 

Or,  si  par  les  différents  points  de  la  circonférence  0'  on  mène 
des  lignes  parallèles  à  XY  et  toutes  égales  à  A'B,  les  extrémité 
de  ces  droites  formeront  une  circonférence,  dont  on  obtiendra  le 
centre  en  menant  O'G  égal  à  A'B,  et  dont  le  rayon  est  le  même 
que  celui  de  0'. 

Cette  circonférence  décrite  coupera  la  circonférence  0  en  B^ 
ce  qui  permet  de  résoudre  le  problème.  {Voy,  Atlas,  /i^.  i46.) 

147.  Soit  A  le  point  d'intersection  de  deux  cercles  0  et  0'  ; 
supposons  la  ligne  CC  menée  de  telle  sorte  qu'elle  ait  son  milieu 
en  A. 

Menons  OP  et  O'P',  perpendiculaires  à  CC, 

PF=iCC    et    PA  =  PA. 
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Si  donc  nous  menons  AB  parallèle  à  OP,  le  point  B  sera  le  milieu 
de  00'  ot  la  corde  CC  sera  la  perpendiculaire  en  A,  à  la  droite 
AB.  [Voy.  Atlas, /î^.  147.) 

148.  Scit  le  cercle  0  inscrit  dans  un  angle  XAY;  on  demande 
de  lui  mener  une  tangente  BC,  dont  la  partie  comprise  entre  les 
côtés  de  l'angle  ait  une  longueur  donnée. 

Soient  F,  E,  I  les  points  de  contact  de  la  circonférence  G  avec 

les  lignes  AX,  AY,  BG. 

Inscrivons  un  second  cercle  0'  dans  la  Bgure  XBCY. 

Soient  D,  H,  G  les  points  de  contact  de  ce  cercle. 

Les  tangentes  à  un  cercle  issues  du  môme  point  sont  égales. 

Nous  aurons  donc 

BD  =  BH, 

CG  =  CH. 
Ajoutant  BD  +  CG  =  BH  -|-  ÇU  :=  BG,  on  aurait  de  môme 

BE  +  GF  =  BC, 

par  suite 

(1)  BD  +  CG  =  BE  +  CF. 

D'ailleurs  on  voit  immédiatement  que 

ED  =  FG, 
égalité  que  nous  écrirons 

(2)  BD  +  DE  =  GC  +  CF. 

Combinant  (1)  et  (2)  successivement  par  addition  et  par  sous- 
traction, nous  trouvons 

BD  =  CF,    BE  =  GC; 

donc 

BC  =  DE. 

Comme  la  longueur  BG  est  connue,  il  s'ensuit  qu'on  peat  dé- 
terminer les  points  B  el  G,  par  suite  le  cercle  0'. 

Ayant  tracé  ce  cercle,  on  obtiendra  BG  en  menant  une  tangente 
commune  intérieure  à  0  et  0'. 

On  voit  qu'il  y  a  deux  solutions.  (Voy.  Atlas,  fig.  148.) 

149.  Joignons  GO  et  prolongeons  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
circonférence  en  E;  joignons  EN  et  prolongeons  jusqu'à  la  ren- 
contre du  cercle  en  F. 
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Les  triangles  GOM,  EON  sont  égaux;  donc  CM  et  EN  sont 
égaux  et  parallèles;  donc  les  arcs  CF  et  PB  sont  égaux. 

L'angle  CPE  est  droit,  puisque  CE  est  un  diamètre;  il  en  est 
de  même,  et  pour  la  môme  raison,  de  CFE. 

Mais  les  angles  CFE  et  PEF  ont  des  mesures  égales.  En  effet, 

Tun  a  pour  mesure 

PC  +  PE 


Tautre 


et  nous  savons  que 


PC  +  CF 
ï~' 

CF  =  PB; 


donc  Fangle  PEF  est  droit,  et  la  ligne  PF  est  un  diamètre. 

Joignons  enfin  ED  ;  Tangle  DNE  extérieur  au  triangle  PNB  est 
égal  à  la  comme 

PEN  +  NPE  =  1^'  +  NPB. 

L*angle  PNB  est  connu  de  grandeur,  puisque  Ton  connaît  Tare 
DE.  On  connaîtra  donc  l'angle  DNE;  on  construira  le  segment 
capable  de  cet  angle  sur  DE;  le  poin  N  sera  donné  par  l'inter- 
section de  ce  segment  avec  AB. 

Joignant  DN  et  prolongeant,  on  obtiendra  le  point  P  cherché. 
(Voy.  Atlas,  fig.  149.) 

150.  Supposons  le  problème  résolu.  Soit  MN  la  ligne  cherchée. 
Joignons  OA,  et  prolongeons  jusqu'en  D,  de  façon  que 

0A_« 
AD~»* 

Joignons  DN.  Les  triangles  MOA,  AND  seront  semblables; 
d'où  nous  concluons 

DN_n 
OM~m' 


ou 


DN  =  R-- 

m 


Pour  résoudre  le  problème,  on  construira  donc  le  point  D,  puis 
DN,  qui  est  une  quatrième  proportionnelle  à  R,  n  et  m.  On  dé- 
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crira  un  arc  de  cercle  avec  DN  pour  rayon,  ce  qui  donnera  le 
point  N.  (  Voy,  Atlas,  fiy,  150.) 

151.  Soient  les  cercles  A,  B,  G;  I  le  point  d'intersection  deEF 
et  GH.  Supposons  un  instant  que  LI  prolongé  vienne  passer  en  S 
et  B,  et  non  en  K.  Nous  aurons 

DansG 1EXIF  =  IGX1H, 

Dans  A lE  X  IF=  IL  X IS, 

DansB IGXIH  =  ILXIR; 

d'où  nous  concluons 

1S  =  IR, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les  points  S  et  R  se  con- 
fondent avec  ce  point  K.  (  Voy.  Atlas,  fig,  151.) 

152.  Soit  le  cercle  0  roulant  dans  le  cercle  I  de  rayon  double. 
Prenons  le  point  de  contact  A  des  deux  cercles  ;  la  démonstration 
n'est  pas  moins  générale,  car  tous  les  points  du  cercle  0  viennent 
successivement  au  contact  du  cercle  I. 

Lorsque  le  cercle  0  sera  venu  en  0',  le  point  de  contact  sera  B, 
et  le  cercle  coupera  en  G  le  diamètre  L\.  On  a  dans  le  cercle  I 

arcAB  =  7i.AIBXL4. 

On  a  également  dans  le  cercle  0',  en  se  rappelant  que  le  rayon 
est  égal  à  l  lA, 

arcBC  =  7r.C0'BXUA. 

Or  l'angle  GO'B  est  double  de  l'angle  AIB  ;  on  a  donc 

arcBC  =  a.AIBXAÎ, 
c'est-à-dire 

arcBG  =  arcAB. 

Le  point  G  est  donc  la  position  occupée  par  le  point  A  quand 
le  cercle  est  passé  de  0  en  0'.  Il  en  résulte  que  le  point  A,  dans 
le  mouvement,  décrit  le  diamètre  AI.  {Voy.  Atlas,  fig.  152.) 

153.  Soient  le  point  A  et  les  cordes  ABG,  ADE.  Le  point  d'in- 
tersection 1  des  diagonales  BE,  GD  sera  constant. 

Le  point  0  étant  à  égale  distance  de  AG  et  AE,  la  ligne  OA  est 
la  bissectrice  de  leur  angle  ;  de  plus,  BG  et  DE  sont  égales  entre 
elles. 
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Si  donc  on  compose  les  triangleB  BIG,  DIB,  on  voit  qu'ils  sont 
égàWL.  Heu  résulte  que  les  distances  du  point  I  aux  sécantes  sont 
égales,  c'est-à-dire  que  le  pdnt  I  est  sur  la  bissectrice  AO. 

Joignons  OE;  les  triangles  ADI,  AOE  ont  l'angle  A  oommun; 
de  plus»  l'angle  MOB  a  pour  mesure  MB  ;  l'angle  AIH  a  pour  me- 
sure i(CD  -}-  DE)  =  MB;  donc  ces  triangles  sont  semblables  et 
donnent 

AI_Ap 

AB""AO' 
ou  bien 

.-     ADxAE 

Si  nous  menons  la  tangente  AT,  nous  aurons 

ÏT'  =  ADXAB; 
donc 

En  d'autres  termes,  le  point  I,  est  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  T  sur  AO;  donc  ce  point  est  constant. 
(Voy.  Atlas, /S^.  153.) 

154.  SoitAD=r4E;ona 

Xd^=dbxdf  ou  «'^Id+w)^ 

d'où 

3x'  =  4Rx 
et,  divisant  par  x, 

4R 

'  =  T- 

En  prenant 

ADr=AK  =  iR, 

on  mènera  la  sécante  DC.  (  Vby.  Atlas,  fy.  i84.) 

185.  Soient  OA  l'une  de  ces  cordes  et  AA' = OA. 

Je  mène  le  diamètre  OC  que  je  prolonge  jusqu'en  C\  de  telle 
sorte  que  CXy=:  OC. 

Je  joins  CA,  C'A'.  L'angle  OAC  est  droit  comme  inscrit  dans 
un  demi-cercle  ;  l'angle  OA'C  lui  est  égal,  car  AC  est  parallèle  à 

L.  —  A«eiMlt,  n,  ••  5 
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A' G'  comme  divisant  les  côtés  OC  et  OÂ"  en  segments  propor- 
tionnels. Donc  rextrémité  de  chaque  corde  appartient  à  la  circon- 
férence décrite  sur  OC  comme  diamètre.  Le  rapport  de  ces  deux 
cercles  vaudra  donc  |.  (  Voy.  Atlas,  flg,  153.  ) 

156.  Quand  deux  cercles  se  coupent  en  un  point  0,  si  par  ce 
point  on  mène  trois  droites  qui  les  rencontrent  en  a,  b,  c,  a\  6', 
(/,  prouver  que  les  deux  triangles  abc,  a'b'c'  sont  semblables. 

En  effet,  on  a  les  angles 

a'cV  =  a'06\        acb  =  bOa, 
b'a'c'  =  b'Oc\        bac  =  cOb, 

comme  inscrits  dans  les  mêmes  segments.  Or 

a'Ob'  =  aOb,        6'0c'=60c, 

comme  opposés  par  le  sommet.  Donc  les  deux  triangles  sont  sem- 
blables comme  ayant  deux  angles  égaux,  (  Voy,  Atlas,  fig,  156.  ) 

157.  Je  joins  MO  qui  sera  la  médiane  du  triangle. 
D'après  un  théorème  du  IIP  Livre,  on  a 

MC*  +  MD' =  2MÔ*  +  2  CO'. 

Or,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  sur  la  circonfê- 
rence,  les  longueurs  MO  et  GO  ne  varient  pas.  Donc  la  somme 

MC^+SÏD'  reste  constante;  ce  qu'il  fallait  démontrer.  (Voy. 
Atlas,  fifj,  157.) 


20  CONSTRUCTIONS   DE  CIRCONFÉRENCES  D'ÂPRES  DES 

CONDITIONS  DONNÉES. 

158.  Le  centre  du  cercle  cherché  devra  se  trouver  à  une  dis- 
tance du  centre  du  cercle  donné  égale  à  la  somme  des  rayons. 

En  second  lieu,  il  devra  so  trouver  à  une  distance  du  point 
donné  égale  au  rayon.  On  l'obtiendra  donc  par  l'intersection  de 
deux  arcs  de  cercle  décrits  comme  nous  venons  de  le  dire. 

159.  Soient  donnés  le  point  B  et  le  point  A,  cil  le  cercle  doit 
toucher  le  cercle  0.  Le  centre  du  cercle  cherché  sera  sur  la 
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ligne  OA  prolongée,  car  le  point  de  contact  est  sur  la  ligne  des 
oentres.  Le  centre  est  d'ailleurs  à  égale  distance  des  points  A  et 
B;  il  se  trouve  donc  sur  la  perpendiculaire  IG  élevée  ai  milieu 
deAB. 
D  est  donc  à  rintersecUon  de  OA  et  IC.  {Voy.Arus,  fy,  159.) 

160.  Supposons  le  problème  résolu.  Soit  le  cercle  0  passant 
par  les  points  A  et  B,  et  tangent  à  GX  au  point  D;  prolongeons 
AB  jusqu'à  la  rencontre  avec  GX  ;  nous  aurons 

cd'^gbxga. 

Pour  déterminer  le  point  D,  il  snffit  donc  de  constmire  une 
moyenne  proportionnelle  aux  droites  GA  et  GB  que  nous  con- 
naissons; pour  cela,  on  mènera  une  circonférence  quelconque 
passant  par  les  points  A  et  B,  et  on  lui  mènera  une  tangente  GS  ; 
on  prendra  ensuite  GD  =  GS.  [Voy.  Atlas,  ftg,  160.) 

161.  Soit  à  construire  un  oerde  tangent  aux  droites  AX  et  AY 
et  passant  par  le  point  B.  Il  est  clair  que  le  centre  du  cercle 
cherché  se  trouve  sur  la  bissectrice  AS  de  l'angle  XAY.  Par  con- 
séquent, en  prenant  le  symétrique  de  B  par  rapport  à  AS,  on  a 
un  deuxième  point  B'  de  la  circonférence»  et  Ton  est  ramené  au 
cas  traité  précédemment  (160).  (Voy.  Atlas,  fy.  161.) 

162.  Appelons  0,  0',  0*  les  centres  des  trois  cercles  donnés, 
G  celui  du  cercle  cherché;  appelons  r  les  rayons  des  circonfé- 
rences données,  B  le  rayon  cherché. 

Le  point  G  est  distant  de  chacun  des  points  0,  0',  0*  de  la 
longueur  B  4-  r.  Il  est  donc  le  point  de  rencontre  des  perpendi- 
culaires élevées  aux  milieux  des  côtés  du  triangle  OO'O*. 

163.  Soit  à  construire  une  circonférence  tangente  à  la  circon- 
férence 0  et  passant  par  les  points  A  et  B. 

Supposons  le  problème  résolu. 

Soit  D  le  point  de  contact  des  deux  cercles.  Menons  en  ce 
point  la  tangente  commune  qui  rencontrera  en  G  le  prolonge- 
ment de  AB,  nous  aurons 

CD'=:GAXCB; 


76  GfiOMÉTRIB. 

mais,  si  Ton  mène  par  le  point  C  une  sécante  quelconque  CFE, 
nous  aurons  également 

CD'  =  CE  X  CF, 

d*ou  il  résulte 

CEXCF  =  CAXCB. 

Les  quatre  points  E,  F,  Â,  B  sont  donc  sur  une  même  circon- 
férence, et  inversement  toute  circonférence  passant  par  les 
points  A  et  B  vient  rencontrer  le  cercle  0  en  deux  points  E  et  F, 
satisfaisant  à  la  relation  précédente. 

Pour  résoudre  le  problème,  il  suffira  donc  de  faire  passer  un 
cercle  par  les  points  A  et  B  ;  prenant  l'intersection  de  AB  avec  la 
corde  d'intersection  des  deux  circonférences,  on  aura  le  point  C; 
on  mènera  une  tangente  au  cercle  0,  puis  il  suffira  de  faire 
passer  uu  cercle  par  les  points  A,  B,  D.  (Voy.  Atlas,  fig.  163.) 

164.  Soit  à  construire  une  circonférence  passant  par  les  points 
A  et  B  et  iotercoptant  sur  CX  une  longueur  a.  Soit  C  le  point 
de  rencontre  de  AB  avec  CX.  Prenons  sur  CX  un  point  P  tei 

que  CP'  =  CAXCB.  Élevons  PQ  =  a  perpendiculaire  à  CX. 
Sur  PQ  comme  diamètre  décrivons  une  circonférence;  soit  I  son 
centre  :  la  ligne  CI  coupe  la  circonférence  1  aux  points  G  et  H; 
reportons  CG  et  CH  sur  CX  en  CD  et  CE. 
Le  quadrilatère  ABDE  est  inscriptible,  puisque  nous  avons 

CGXCH=:CDXCE  =  CP"  =  a»  =  CAXCB. 

La  circonférence  passant  par  les  quatre  points  A,  B,  D,  E,  et 
qu'il  est  facile  de  construire,  sera  donc  la  circonférenœ  de- 
mandée. (Voy.  Atlas,  fig.  164.) 

165.  Soit  à  mener  une  circonférence  passant  par  les  points  A 
et  B,  et  interceptant  dans  la  circonférence  0  une  corde  de  lon- 
gueur donnée  MN. 

Faisons  passer  par  A  et  B  une  circonférence  quelconque  cou- 
pant la  circonférence  0  aux  points  D  et  E;  prolongeons  AB  ei  DE 
jusqu'en  leur  rencontre  en  C.  Inscrivons  une  corde  MN,  ayant  U 
longueur  donnée  dans  0,  et  décrivons  la  circonférence  conoen- 
trique  de  0,  tangente  à  MN.  Menons  CS  tangente  à  cette  cîrcon- 


GÉOMÊTRIB.  77 

férence.  Cette  ligne  oonpe  en  G  et  H  te  ciroonférenco  donn^  et 

GH  =  filN; 
de  plus 

CGXCH  =  CDXCB  =  CAXCB. 

La  fignre  6HAB  est  donc  inscriptible,  et  la  circonférence  qui 
lai  est  circonscrite  est  la  droonférence  demandée.  (Voif,  Atlas, 
fig.  i65.) 

166.  Soient  les  lignes  MN  et  PQ,  et  2a  la  somme  des  cordes. 
Supposons  le  problème  résolu.  Soit  0  le  cercle  cherché.  Menons 
01  perpendiculaire  aux  droites  et  EF  =  a  par  le  milieu  G  de  IH  ; 
joignons  OE,  qui  sera  perpendiculaire  à  AC. 

H  suffît  donc,  pour  résoudre  le  problèroey  d'abaisser  une  per- 
pendiculaire du  point  O  sur  les  droites  données,  de  prendre  le 
point  G  milieu  de  IB;  de  mener  par  le  point  G  une  droite  égale 
à  a,  de  joindre  EO  et  de  mener  AC  perpendiculaire  à  OB*  ce  qui 
donnera  deux  points  du  cercle.  (Vby.  Atlas»  fig,  166.) 

167.  Le  théorème  peut  se  déduire  du  suivant  : 

Étant  donnés  demx  eereUi  ten^ento ,  t»,  par  h  point  de  contact  P, 
on  mena  deux  eéeantee  queleonquee  AAf,  BB\  lee  droites  AB,  A'B' 
sont  parallèles. 

On  peut  démontrer  cette  proposition  de  plusieurs  manières  ; 
la  démonstration  suivante  est  la  plus  connue  : 
Menons  la  tangente  commune  MN  ;  les  angles  PAB,  BPN  seront 

BP 

égaux  comme  ayant  même  mesure  -â-;  les  angles  PA'B',  B'PM 

sercmt  égaux  par  la  même  raison;  mais  BPNsMPB'  :  donc 
PAB  =r  P A'B'.  Ces  deux  angles  étant  dans  la  position  des  angles 
alternes-internes,  les  deux  droites  AB,  A'B'  sont  parallèles. 

Cela  posé,  si  Ton  imagine  que  le  cercle  0'  tourne  autour  de  la 
droite  MN  comme  charnière  et  qu'il  occupe  la  position  repré^ 
sentée  (fig,  167  6if  ),  les  choses  demeureront  les  mêmes  :  censé* 
quemment  le  théorème  proposé  est  démontré. 

On  peutftdu  reste»  donner  une  démonstration  directe.  Soit  P 
le  point  de  contact  et  soit  MN  la  tangente  commune,  on  voit  que 
les  angles  MPA  et  A'B'P  sont  égaux,  ainsi  que  les  angles  MPA 
et  ABP  :  donc  tes  angles  A'B'P  et  ABP  sont  égaux;  mais,  ces 
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derniers  étant  dans  la  position  des  angles  correspondants  par 
rapport  aux  droites  ÂB,  A'B'  et  à  la  transversale  PB,  il  s'ensuit 
que  AB  et  Â'B'  sont  parallèles.  [Voy,  Atlas,  fig.  167  et  167  bis,) 

168.  La  tangente  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre  la 
sécante  entière  DF  et  sa  partie  extérieure  DE.  On  a  donc 

(1)  DÂ'  =  DE.DF. 

Posons  AD  =  2x,  FE  =  2r.  Comme  on  doit  avoir  AD  =  2DE, 
l'équation  (1)  devient 

4x'=x(x  +  2r). 

Supprimant  la  solution  x  =  0,  qui,  à  la  rigueur,  répond  à 
renoncé,  il  reste 


Ainsi 


2r 
4x  =  x  +  2r,     d'où    x  =  — 


4r 
AD  =  2x=:^. 

o 


(  Voy.  Atlas,  fig.  168.  ) 
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169.  Appelons  x  la  distance  à  laquelle  s'étend  la  vue  :  nous 
aurons,  en  menant  le  diamètre  passant  par  A, 

AÏ3'=ABXAC, 

X»  =  50  (  2  X  6  3G6 1 98  +  50  ) , 

X  =25231»».    (S.) 

{Voy.  Atlas,  fig.  169.) 

170.  On  demande  que  DE  =  {  DA.  Prolongeons  DC  jusqu'en  F, 
nous  aurons 

DÂ'=DEXDF, 

DA'  =  {DA(iDA  +  2R); 
donc 

DA  =  ;  R. 
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II  faut  donc  prendre  sar  la  tangente  une  l<Miguear  égale  aux 
J  du  rayon.    (S.)  {Voy.  Atlas,  fig.  170.) 

171.  On  demande  la  valeur  de  OB  et  celle  de  l'angle  OCB, 

Noua  aurons 

OD^OCXsînOCB, 

.  ^^     OD       R 
smOCB  =  ^=j3g, 

OB  =  OCtangO(:B, 
OCB  =  33»6'53',53,     (S.) 
08  =  1302-,  565.       (S.) 

(Voy.  Atlas,  fig,  171.) 

172.  Appelons  R  et  R'  les  rayons  des  cercles  donnés  et  r  celui 
du  cercle  cherché  ;  nous  aurons 

ir(R»  +  R")=icr>; 
mais 

R'srR  +  1    et    R  =  20, 

2R*  +  2R+l=r», 

800+i0+l=f», 

r=:29-.    (S.) 

173.  Menons  AK  parallèle  à  la  tangente  commune  ;  nous  aurons 

KB"  =  «' =ÂF  —  AK*  =  AB' —  (  AC  -  BD)», 
«  =  697»,  493.     (S.) 

(Voy.  Atlas,  fig.  173.) 

174.  Soient  R  et  r  les  rayons  des  cercles,  d  la  distance  des 
centres,  x  Itf  surface  cherchée,  9  et  9'  les  angles  AOO'  et  AO'O; 
soient  enfin  S,  «  et  t' les  surfaces  du  triangle  AOO'  et  des  sec- 
teurs AON,  AO'M. 

Dans  le  triangle  AOO',  les  trois  c^tés  sont  connus,  ce  qui  per- 
met de  calculer  la  surface  S  et  les  angles  9  et  9'  ;  on  a  ensuite 

'■"  360' 

,_iir»9' 
'■"  360  * 
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Effectuant  les  calculs, 

a;=i»<i,9950.    (S.) 

(Vùy.  Atlas,  fig.  174.) 

175.  Désignons  par  9  Tangle  BAC,  par  R  le  rayon  du  cerde  et 
par  S  la  surface  cherchée, 

S  =  ABDC  =  OBAC  —  OBDC. 

Or  le  quadrilatère  OBAC  est  double  du  triangle  OBA,  et  celui-ci 
a  pour  mesure 

|R»cot|, 
OBAC  =  R'coti(p, 

^^^-~ 36Ô 

Nous  avons  donc 

Faisons 

9  =r  38o42'23'*    et    R  =  5; 
nous  avons 

S  =  40«q,3»Oî5.    (S.) 

(Voy.  Atias,  fig.  175.) 

176.  Appelons  R  le  rayon  cherché,  nous  aurons 

triangle  OAB  =  jR*  sin30% 
segment  AMB  =  7V  «R*  —  i  R'  sin30». 
Nous  aurons  donc 

R^sinSO»  — i7rR»  =  2'nq, 

=  2», 898.    (S.) 


y  8in30o-jL 


(Voy.  Atlas, /ï^.  176.) 

177.  La  circonférence  vaut  1 296000"  ;  d'ailleurs 

(27«  =  97200" 

17'=   1020" 

'  32"  = 3r 

Soit  en  somme  98  252". 
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Le  rapport  demandé  est  donc 

^^^*    =0,07581.     (S.) 


l.!2i^(iUU0 

178.  Puisque  AI=iAB,  l'angle  CAD  =  iîO-=iX360*  et 

CD  =  ABv/3. 
Gela  posé,  nous  aurons 

segment  CBD  =  sectenr  CADB  ^  triangle  CAD 

segment  CED  =  secteur  CAED  +  triangle  CAD 

=  i.R«  +  Rv^Xj=R*(r  +  *f)' 
Le  rapport  demandé  est 

(Vby.  Atlas, /i^.  178.) 

179.  Appelons  x  l'angle  cherché  ;  on  sait  que  la  surface  d'un 
triangle  est  donnée  par  la  formule 

S  =  ia6BinC; 

ici  a  =  ^=R,  en  appelant  R  le  rayon  du  oerele,  et  C=x; 
d'ailleurs  S  =  Vï  ^R'*  ^^"^  aurons  donc 

AR»sin«=TV*ï^% 
sinx=  ^it, 

«  =  31-34'26',2.    (S.) 

180.  La  surface  cherchée  esC  la  différence  du  secteur,  qui  a 
pour  mesure 

et  du  triangle  AOB,  qui  a  pour  mesure 

jABXOC, 
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OU 


S  =  2»>«i.96*««42"nt.     (S.) 

(Voy.  Atlas,  fig,  180.) 

181.  Soient  R  et  R'  les  rayons  des  d«ux  cercles  et  a  la  lon- 
gueur ^e  l'arc  de  37  degrés  dans  le  cercle  de  rayon  1  ;  nous 
aurons,  en  appelant  S  la  surface  cherchée, 

S  =  AOB  — A'OB', 
AOB=rABXJR, 

:=RaX;R  =  iR*a, 
A'OB'= =iR''a; 


donc 
D^ailleurs 

Faisons  de  plus 


S  =  ia(R^  — R'«). 


S  =16'»q,1443.     (S.) 

(Koy.  Atlas, /î^.  181.) 

182.  Nous  aurons 

AI  =  A0  +  0I=R4-0I, 

1B  =  0B  — 01:^R  — 01; 
mais 

01=  yjœ'  -  ÎC'  =  V^R'  — E*  =  23,06. 
Par  suite, 

Al  =  49»,  06.     (S.) 

IB=   2^94.      (S.) 

(Voy.  Atlas,  f^g.  182.) 

183.  Soit  0  le  centre  du  cercle,  CD  le  diamètre  perpendicu- 
laire aux  lignes  AB  et  ary,  R  le  rayon  cherché.  On  nous  donne 
AB  =  2a  et  IC  =:  6.  Nous  aurons 

Âï'=c'  =  ICXlD=6(2R  — 6); 


donc 


o'  +  i' 


(S.) 

(Vny-  ATLiS,  ftf.  183.) 
184.  II  est  évident  qu'il  y  a  un  maiiroumi  on  effel, 
MP  +  MO  =  MP-f  OP 
esl  égal  d'abord  au  rayon  r,  lorsque  U  est  en  D,  puis  crotl  jus- 
qu'à un  cerlain  poinl  pour  devanir  de  nouveau  égal  h  r  quand 
M  esl  en  A. 

Appelons  UP  =  x.  M0  =  OP  =  j),  m  le  maxim  m  cherché; 
nous  aurons 


m'  ne  pouvant  croître  au  delà  de  âr',  le  maiimum  do  m'  efl  iH, 
d'Où 


il  faut  donc  que  H  soit  au  milieu  du  quadrant.  (S.)  (Vo^.Atlas, 
fig.  184.) 

185.  On  a  aurf.  OAB  "=  i  r'  sin  AOB  ;  le  maiimum  a  lieu  pour 
le  maiiraum  de  gin  AOB;  on  sait  que  le  maximum  esl  1  pour 
AOB  =  90°. 

Le  triangle  maximum  est  donc  le  quart  du  carré  inscrit;  le 
rapport  de  la  surface  du  triangle  à  celle  du  cercle  est 

iJ]  =  i.  =  0.1K915.t9.     (S.) 

(Voy.  Atlas, /ij.  185.) 

186.  Soit  ACB  l'arc  de  300  degrés,  l'arc  ADB  vaut  60  degrés 
et  AB  égale  le  rayon.  Si  l'on  évalue  le  segment  ADB  et  qu'on  le 
retranclie  du  cercle  entier,  on  aura  l'aire  du  segment  ACB. 
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Or  on  a 

gegment  ADB  =  secteur  AOB  —  triangle  AOB, 

secteur  AOB  =  î^\ 

triangle  AOB  =  )^v^, 
d'où 

segment  ADB  =  ^  —  5-*  v^. 
»v  o         4 

Donc 

segmentACB  =  irR^-^VjV^  =  ^+jv/3 

=  ^(lOir+ 3  v/3)  =^(31,4159  +  5.1960) 
^R»(36gl9>j^^,^3^^^^ 

En  faisant  R  =  1,  on  trouve 

segment  ACB  =  3^%  05.    (S.  ) 

(Voy.  Atlas,  /i^.  186.) 

187.  Il  s*agit  de  calculer  les  expressions  des  surfaces  des 
deux  segments  ACB  et  ADB. 

segment  ACB  =  secteur  AOBC  —  triangle  AOB. 
AB  est  le  côté  du  triangle  équilaléral  ;  donc 

secteur  AOBC  =  ^^, 

où 

segment  ACB  ^"^ -^  =:  ^'{*^-^^^) . 

3  4  là 

Le  segment  ADB  est  la  différence  entre  le  cercle  et  le  seg- 
ment ACB.  On  a  donc 

segment  ADB  =  .R'  -  ^'i*—^\/^)  ^  «'fS'+Sy/â) . 
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Ainsi 

«g™«tACB=5liî^^\    (S.) 

«,gm«,tADB=?%tM).    (S.) 

(Voy.  Atlas,  fig.  187.) 

188.  Soient  0G  =  «,  OD=y;  on  a 

(1)  «-y  =  i,84; 
d*aatre  part, 

on 

(2)  «y=:2,îtt. 

Les  équations  (1)  et  (2)  donnent  de^  suite  les  Taleors  des 
înoonnues.  Tirant  de  Péqnation  (1)  la  valenr  de  x, 

«  =  1.84  +  y 

et  la  substituant  dans  l'équation  (2),  on  obtient 

y>  +  l,84y- 2,52  =  0; 

d'où  ^ . 

y  =  —  0,92  dt  i/(0,92)»  +  2,52, 

y  =— 0,02  ±1,834. 
La  valeur  négative  ne  convient  pu  à  la  question  ;  on  a  donc 

y  =  0-,914    et    «=2-,754, 
et  par  suite 

x  +  y    ou    CD  =  3-,668.    (S,) 

(Voy.  Atlas, /^.  188.) 

189.  R  =  10-, 

arc  ABC  ==120*. 

surf,  segmenta  AmGB  =  surf.  sect.  AOBG— surf,  triangle  AOC, 

icR' 

surf,  secteur  AOGB  =  -y-, 

surf,  triangle  AOC  =  5|5xJ  =  ^» 
surf,  segment  AmCB  =  ^'-5!^  =  j|{4ic-.3v^): 
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enfin 

surface  demandée  =  --^  (  4ît  —  3  v/3). 

Effectuant,  on  trouve 

S  =  61n,q,42Jq.    (S.) 

(\oy.  Atlas,  fig.  189.) 

190.  surf.  ABCD  =  secteur  AOB  —  secteur  COB, 

sect.  AOB  =  -3gg-  = ^^j^ , 

80Ct.C0B=  .  .  .  = jTtiô ' 

surf.ACBD=lg|^-?(7;5'^2;8')  =1^X48,41. 

logit  =  0,4971497 

log  222  =  2,3403530 

log48,41  =  1,6849351 

—  log  2160  =  4, 6655  i62 

1,1939840 

x  =  15»q,0302.    (S.) 

(Voy.  Atlas,  fig.  190.) 

191.  La  surface  &  d'un  cercle  de  rayon  R  est  représentée  par 
la  formule  S  =  «R*. 

Désignant  par  x  le  rayon  demandé,  on  a  par  conséquent,  dans 
la  question  présente, 


192.  Soit  X  le  nombre  de  secondes  contenues  -dans  cet  arc. 

L'aire  du  secteur  est  égale  au  produit  de  la  longueur  de  son 
arc  par  la  moitié  du  rayon. 

La  demi-circonférence  contenant  648000  secondes  a  pour  lon- 
gueur 5ir. 


5« 


Donc  un  arc  de  1*  a  pour  longueur  ..,^,,,^„ , 

D 18000 


•'''^- 


t)48()00 
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ire  do  secUor  vaudra  ainsi 

X  s  — 


648000  '^^  2       1396000 

193.  On  anra,  d'après  un  thk)rème  conno, 

MA.MB  =  MC.MD; 
•ne 

MC.MD  =  2,56. 3,60; 
ailleurs 

MC  +  MD  =  CD  =  8,64. 

On  est  ainsi  ramené  à  calculer  deux  nombres  IIC,  MD, 
onnaissani  leur  somme  MC  -f-  HD  =  8,64  et  leur  produit 
1C.MD  =  9,216. 

Ces  deux  nombres  sont  les  racines  de  Téquation 

X»  —  8,64X  +  2,56  X  3,60  =  0, 
i'où 

X  =  4,32  =fc  /( 4,32)»  — 2,56  X  3,6, 

X  =  4,32  ±  3,0734863, 
et  par  suite 

MC  =  7,3934863,     (S.) 

MD  =  1,2465137.      (S.) 

(Voy.  Atlas, /Ijf.  193.) 

194.  Désgnons  par  R  le  rayon  inconnu  du  cercle,  par  2x  la 
base  inférieure  et  par  2 y  la  base  supérieure.  Les  tangentes  au 
cercle  issues  d*un  point  extérieur  étant  égales,  on  a  x  -|-  y  pour 
la  valeur  commune  des  côtés  AD  et  BC.  D*après  l'énoncé, 

2x  +  2y  =  2a    et    ^^  +  ^EF  =  6% 

ou 

«  +  y  =  «.    (x  +  y)2R  =  6^ 

Remplaçant,  dans  la  seconde  équation,  x  -|~  y  par  sa  valeur  a,  il 
vient 

^aK  =  b\    d*où    R  =  |^- 

D'autre  part,  ks  bissectrices  OD  et  OA  de  deux  angles  supplé- 
mentaires sont  perpendiculaires  l'une  sur  l'autre,  et  par  suite  le 
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triangle  ÂOD  est  rectangle.  Dans  ce  triangle,  on  a 
Ôh'  =  HDXHA,    d'où    R'  =  xy,    d'oùenBn    xy  =  i^- 

Connaissant  la  somme  x-\'y  et  le  produit  xy,  on  a  x  et  y  par 
l'équation  du  second  degré 

«»  — ax  +  ^,  =  0     ou     4a'«»  — 4g*  «4-6^  =  0, 
d'où  l'on  tire 


et  en6n 

S  g' 

z      — 

±/4g«  — 4 
2X4X<»' 

AB  — 2x  — 

DC-2y- 

g»6*       g»' 

»=tgv/g*^ 

ag* 

-b' 

1 

a 

-6* 

g'  — V^ 
a 

-*♦. 

d*ailleurs 

AD  =  BC  =  x  +  y  =  a.    (S.) 

Bemarqite,  Pour  que  le  problème  soil  possible,  il  faut  qu'on 
ait  g*  >  b\  Si  g*  —  6*,  AB  =  DC  =  g,  le  trapèze'est  un  carré. 
(Voy.  Atlas,  fig,  194.) 

195.  Le  triangle  rectangle  OAN  donne 

d'où 

AN  =  ]/m  =  29,93, 
et  par  suite 

MN  =  2AN  =  59™,86.    (S.) 

[Voy.  Atlas,  fig,  195.) 

196.  Appelant  x  le  rayon  demandé,  on  a 

7CX»  =  7C(20*  +  21*), 

d'où  l'on  tire  très-facilement  x  =  29.    (S.  ) 

197.  Considérons  le  trapèze  OO'CC  formé  par  la  distance  des 
centres,  les  rayons  et  la  portion  cherchée  de  tangente.  Menons 
par  le  centre  0'  de  l'un  des  cercles  la  parallèle  O'I  à  la  tangente 
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commune;  nous  formerons  ainsi  nn  triangle  rectangle  00' I,  qui 
donne 

10'  =  y/W  -  ôi\ 

Or 

00'=r8,    0I  =  0C  — IC=:7— 4  =  3, 
d'où 

Ky^v^S»— y  =  /(8  +  3)(8  — 3)  =  i/ÎO. 

On  trouve 

10' =  7^,416199.     (S.) 

(Vby.  Atlas,  fig.  197.) 

198.  On  a 

ABX(BC+AB)  =  AD'XAD, 

on*  en  remplaçant  AB  par  x  et  les  autres  quantités  par  leurs 

valeurs, 

«(14-«)  =  3X7    ou  bien    «»  +  «  — Î1  =  0, 
d'où 


=^A^\/\  +  ^'' 


Là  solution  positive  est  seule  admissible,  et  l'on  a 

«'  =  4M09.    (S.) 

(Vby.  Atlas, /^.  198.) 

199.  La  question  revient  à  trouver  le  côté  a  du  triangle  équi- 
latéral  ABC. 
Le  rayon  du  cercle  insent  dans  un  triangle  quelconque  est 

donné  par  la  formule  R  =  -«  démontrée  dans  tous  les  cours  de 

Géométrie  et  de  Trigonométrie.  Dans  le  cas  actuel,  on  sait  que 

b  =  — j—    et  que    p  =  -^  • 
n  en  résulte 

Cette  formule  montre  que  le  côté  du  triangle  circonscrit  est  le 
double  de  celui  du  triangle  inscrit,  ce  qu'il  est,  d'ailleurs,  facile 
de  reconnaître  directement. 


M  GÉOMÉTRIE. 

Gela  posé,  on  a 

donc 

z  z 

AF  étant  le  tiers  de  AG,  ED  est  aussi  le  iiers  de  BC,  c'est-à-dir© 

2Rv/3    ^        .     , 

— ^ — •  par  suite,  la  surface  du  trapèze  BCDE  a  pour  expreisîon 

rr      2R  v^ 

(Vby.  Atlas,  /î^.  199.) 


CHAPITRE    V. 


PROBLÈMES  SUR  LES  POLYGONES  RÉGILIERS. 


200.  L'angle  du  polygone  régulier  ilc  dix-sept  c6lts  sera  égal  ,i 
^  =  2i'IO'3S',3. 

II  est  Évident  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  côtés  parallèles,  car 
s'il  y  en  avait  deux,  comme  tout  est  symâtriipie,  ils  seraient 
parallèles  deux  i  deua,  co  qui  nu  peut  avoir  lieu  qao  puur  un 
polygone  d'un  nombre  do  eûtes  pair. 

301.  La  surface  de  la  saDo  ast  égale  i 

5HX  69^,35  =  3536'i,83. 
La  surface  d'un  carreau  est  égale  â 

puisque  o  =  |J, 

Divisons  la  surface  de  la  salle  par  celle  d'un  carreau  et  for- 
çons le  quotient,  nous  aurons  \o  nûmbre  de  carreaux  nfces- 

!|5|5  =  im  (S.) 

203.  Les  triangles  tels  que  AMN  sont  équilatéraiix.  En  ^Ifct, 

ils  sont  isoscëles,  puisque  AM  =  AX=:  a  (tu  jppi'IauL  a  le  cillé 

de  l'hexagone),  et  d'ailleurs  l'angle  UAN  ^=  UO',  comme  étant  le 

supplément  de  l'angle  de  l'Iieiagone.  Donc 

1CN  =  AN=NP. 
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et  la  6gure  MNPQR. ..  a  tous  ses  côtés  égaux;  elle  a  aussi  ses 
angles  égaux,  car  chacun  d'eux  est  égal  à  90* -f'^*  ^i^^  la 
figure  est  un  polygone  régulier  de  douze  côtés. 

Ss^  surface  se  compose  de  celle  de  l'hexagone,  de  six  fois  la 
surface  du  triangle  AMN,  c'est-à-dire  d'une  seconde  fois  la  suf- 
face  de  l'hexagone,  et  enfin  de  six  fois  le  carré  ayant  a  pour  côté. 
On  a  donc 

S  =  2(|a*v/3)  +  6a«  =  6a»(î^i?)=3(v/3  +  2)a». 

Faisons 

a  =  l", 

S  =  il"»q,i96152.    (S.) 

(Voy.  Atlas,  fi§.  202.) 

203.  La  surface  S  d'un  hexagone  régulier  en  fonction  de  son 
côté  a  est  donnée  par  la  formule 

Faisons 

a  =  34»,25, 

S  =  3047«<i,6163.    (S.) 

204.  Soit  ABCDE  le  pentagone  régulier.  Si  l'on  joint  le  som- 
met B  au  milieu  de  la  diagonale  AC,  BP  sera  perpeadicalaire 
sur  AC,  et  Ton  aura 

iAC  =  ABsinABP. 

Mais  AB  =  1 ,  l'angle  ABP  =  54«  ;  donc 

AC  =  2sin54o  =  l™,618.     (S.) 

(Voy.  Atlas,  Af- 204.) 

205.  Soit  R  le  rayon  cherché. 

surf,  du  cercle  =  «R*, 
surf,  de  l'hexagone  =  |R*  v^. 


On  nous  donne 
donc 


R'(ic— |v/3)  =  62»q,25; 
R  =  10-,702.     (S.) 
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206.  J'appelle  •  le  côté  de  l'hexagone,  r  le  rayon  du  cercle 
inscrit  et  S  la  sur&tce  de  celui-ci  ;  j'aurai 

6c  =  10-, 

S=«f»  =  icXjX^  =  ^=6-i,5450.    (S.) 

207.  la  aarûu»  de  l'octogone  en  fonction  du  rayon  R  du  cercle 
inacriteet 

celle  de  l'hexagone, 

Nous  avons  donc 

R'(2V^— il/5)  =  li. 

R  =  2-,084.    (S.) 

206.  Appelons  À  le  côté  de  l'hexagone,  sa  surface  S  sera 
donnée  par  ki  formule 

Appelons  •  le  côté  du  triangle,  la  surface  S  sera 

On  veut  avoir  S  =:  «,  ce  qui  donne 

a  =  A»/3v^ 

Le  côté  du  triangle  cherché  est  donc  la  diagonale  du  carré  qui 
aurait  pour  côté  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le 
cercle  de  rayon  A. 

209.  Les  surfoces  des  octogones  réguliers  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  côtés.  Appelons  S,  S',  S'  les  surfaces  des 
trois  octogones,  C,  G',  C  les  trois  côtés,  nous  aurons 

S  _  S'  _  S' 


s+y  _  S*^ 

O  +  C'^C"* 
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Maintenant  nous  savons  que 

24/2  2      ' 

d'ailleurs  S'  =  S'  +S  =  95«n«ï,63 ;  nous  aurons  donc 

C'''  =  C'  +  C^  =  |(v^-l)(S'  +  S'')=i(v/2  — 1)  =  95,63, 

C  =  v^i  (  v/2  —  1  )  93,63  =  6n24.    (S.) 

210.  L'apothèmo  OE  du  triangle  ACB  vaut  la  moitié  du  rayon 
OB.  Or  nous  avons,  dans  le  triangle  rectangle  OBE, 

OE*  =  Ôb'  — BE»,     ou  bien    2^'  =  0B*  — 9-, 

d'où  _ 

30B' 


Par  suite,  OE  =  {  /Ï2  ;  le  cercle  circonscrit 

irÔB'=127i  =  37'»<i,6991,    (S.) 
le  cercle  inscrit 

fiÔË'  =  lj^=3ii  =  9«q,4248.    (S.) 

(Voy.XTLks,/ig.ZiO.) 

211.  La  surface  S  du  triangle  équilatéral  vaut,  en  désignant  le 

rayon  par  R,  — p—  •  La  surface  S' du  cercle  vaut  kR*.  On  aura 
donc 

|,=5^=o,ii.  (S.) 

212.  La  surface  demandée  x  est  le  tiers  de  la  différence  entre 
la  surface  du  cercle  et  celle  du  triangle  : 

cercle  =  6471,    triangle  =  22iÊ^>iv^  =  48  y^; 

différence  =  64«  —  48  v/3  =  117«q,9234; 
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donc 

«  =  39-^,3078.    (S.) 

213.  On  donne  A'B'  =  C;  il  s'agit  de  calculer  AB=x.  Les 

AB       OD 
triangles  semblables  AOB,  A'OB'  donnent  jTg?  =  qq7ï  ou,  en 

appelant  R  le  rayon  du  cercle  et  r  Tapothème  du  décagone, 

Calculons  OD=r.  Dans  le  triangle  rectangle  AOD,  on  a 
Ôd'  =  ÔÂ'  — Âd'    ou    f»  =  R'  — ad*; 
mais  AD  égale  la  moitié  du  côté  du  décagone,  c'est-à-dire  qu'on  a 

AD=-^=      ^^      '    doù    AD= ^ , 

substituant  dans  la  valeur  de  r*,  il  vient 

,     «.     R»(6-gv/5)_i6R»-6R'  +  ^R'v^ 
^^^ 16  Itt 

■      10R'  +  >R'v/5_R'(i04-g^S) 
~  Ï6  16 

et 


donc 


et  enfin 


^yJiO  +  ty/i 

C""  4R 

(Voy.  Atlas,  fig.  213.) 
214.  En  appelaî&t  R  le  rayon  du  cercle,  la  surface  du  cercle 

vaut  lïR*,  celle  du  triangle  — j-^  • 
'  Le  rapport  vaudra  -^  =  0,41 .    (S.  ) 
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215.  Le  résultat  de  ce  problème,  facile  à  résoudre,  est  105144 
mètres  carrés. 

216.  La  formule  qui,  étant  donné  le  côté  OC  d*un  polygone 
régulier  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,  permet  de  calculer  le 
côté  C  d'un  polygone  régulier  inscrit  d'un  nombre  double  de 
côtés,  est 

C  =  >/2  R"  -  R  v/ï5^^^- 
Faisons  y  C  =  R  v^,  côté  du  carré,  il  vient 

le  périmètre  x  =  2  ^2  — y^. 

Ce  produit  doit  être  calculé  à  0,001  près;  il  aura  deux  chiffres 
à  sa  partie  entière  :  on  doit  donc  l'obtenir  avec  cinq  chiffres 

exacts.  Il  suffira  évidemment  de  calculer  ^2  —  y^  à  moins  de 
0,00001,  car  l'erreur  qui  en  résultera  sera  <  0,00028  <  O.OOi. 

On  y  parviendra  en  déterminant  y^  —  v^  avec  une  erreor  rela- 
tive  <  T^  •  Pour  cela  il  suffira  de  déterminer  2-/2  avec  sept 

chiffres  exacts,  car  son  erreur  relative  sera  ainsi  <  77s  ®^  ^^^ 

llr 

de  v^2  — v^  qui  en  est  la  moitié  sera  < a^  am  '^^ îSï* 

2  —  v^  =  0,5857864  ) 

. [x  =  21-,430.    (S.) 

V^—  y/^  =  0,76536      ) 

217.  Les  surfaces  des  hexagones  circonscrits  et  inscrits  sont 
entre  elles  dans  le  rapport 


■2  TTîi 


A^B^    _AE  _        R*  4 


«■(^y 


Ainsi  l'hexagone  circonscrit  est  les  y  de  l'hexagone  inscrit;  mais 
celui-ci  est  le  double  du  triangle  équilatéral  inscrit,  car  il  se 
compose  de  six  triangles  égaux  à  COB,  tandis  que  le  triangle 
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équîlatéral  ne  contient  que  trois  de  ces  triangles.  Donc  l'hexa- 
gone circonscrit  est  les  |X 2  ou  les  f  du  triangle  équilatéral. 

g 
Le  rapport  demandé  est  ? •   (S.)    (Vay,  Atlas,  fig.  217.) 

218.  Premiin  démon^raiwn.  La  droite  BD  est  hauteur,  bissec- 
trice et  médiane.  Étant  médiane,  elle  donne 

OD  =  iOB   ou  r=|. 

Deuxième  démomtraiion.  OG=:CE;  doncOD=sDE,  d'où  r=^* 

Troisième  démonstration.  OM  +  ON  +  OD  =r  BD  ;  de  là 
OM+ON  =  BO    ou    2f  =  R. 

Quatrième  démonstration. ^ —  =pr  ou  5  (R  + 1*)  =  1  «»* 

(a  représentant  le  côté  du  triangle  équilatéral).  Oa  tire  de  cette 

égalité 

R  +  r  =  3r    et    R  =  2r. 

Cinqwème  démonstratùm.  cr  =  DD  ^^  n=f7»  c'est-à-dire 
R 

Sixième  dém4mstration.  Joignons  MD;  le  triangle  MOD  est  sem- 
blable à  BOA;  or  MD  =  ^;  donc  0M=^  ou  r=|- 

Septième  démonstration.  BB  X  BD  =  BE'  ^  Ec'  ou 
2R(R+r)  =  3R%    d'où    R»=2Rr    et    R  =  2r. 

Huitième  démonstration.  Menons  par  G  la  tangente  6H  ; 
triangleGOH=:  triangle GBH,    d'où    OG  =  BG    ou    2r=R. 

Neuvième  démonstration.  Joignons  MG;  MGB  est  un  triangle 
isoscèle,  car  MBG  =  30*  et  BMG  =  ^=30%  donc  MG=  BG; 

d'ailleurs  MO  =  MG  ;  conséquemment  >*  =  â  * 

Dixième  démonstration.  Dans  un  triangle  quelconque,  si  Ton 

6 
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appelle  (fia  distance  des  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit, 

^°*  (i»  =  R'— 2Rr. 

Ici  d  s'annule;  donc  R»  — 2Rr  =  0,  d'où  R  =  2r. 

Onzième  démonstration,  OD  =  OC  sindO**,  c'est-à-dire  r  =  5  • 

z 

Douzième  démonstration. R*sin AOB =0N X  AB,  AB=  ^"tT.; 

ainsi  R*sinl20^  =  r5-il!l,   R»sinl20'»8in6(y'  — Rr  — r'  =  0  ; 

sinbO' 

ou  yR'  —  Rr  —  r'= 0.  Cette  équation  donne 


R=!lii^'=2r 


,        --.      (S.) 

1 
(la  racine  négative  étant  inacceptable),  etc.  {Voy.  Atlxs,  fig^iiS,) 

219.  Soit  AB  =  X  le  côté  d'un  triangle  équilatéral.  La  hauteur 

«1/3 
CD  a  pour  expression  — ^  »  et  par  suite  l'expression  de  la  sur- 

jc'1/3 
face  est  —-—  •  Si  donc  m  est  le  côté  du  carré  donné,  on  aura 

l'équation 

que  l'on  peut  écrire 

Le  côté  cherché  est  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre 
4m  et  -r=*    La  quantité  -r=.  se  construit  aisément;  dans  le 

triangle  ABC,  si  CD  =  m,  on  a 

AG__CD_^ 

(Voy.  Atlas,  Ai/.  219.) 

220.  Soient  AB  =  a,  AC  =  x;  on  a 

x'  =  CDXCE  =  2RXCE; 
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mais 

donc  ^ 

x»  =  2R(R--i^4ï?-«')    «t    «  =  >/2R(R-i/4R«-a«). 
Application.  Si  x  est  le  côté  de  l'octogone  régulier,  a  est  le 
côté  dn  carré,  et  pour  R  =  1  on  aura  a  =  t/3,  d'où 

Le  périmètre  de  l'octogone  est  égal  à  Sx,  et  l'on  a 

p  =  8«=8v^2  — V^.    (S.) 
On  calculera  p  avec  Tapproximation  que  l'on  voudra,  car,  pour 

avoir  p  à  moins  de  r^)  il  suffira  de  calculer  v^— y^  à  moins 

de  TTTirrT)  puis<pe  v^2  — y^  est  multiplié  par  un  nombre  8 

moindre  que  10. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  qu'on  veuille  avoir  p  à  moins 

de  0,001;  il  faut  calculer  y^î— y/î  à  moins  de  0,0001  ;  on  obtient 
ainsi  0,7653  par  défaut  et  0,7654  par  excès;  par  suite,  p=6,122 
par  défkut  et  />=:  6,123  par  excès. 

On  pourrait  aussi  effectuer  le  calcul  en  introduisant  le  &c- 
teur  8  sous  le  radical.  (Voy.  Atlas,  fig.  220.) 

221.  Soient  ÂB  le  côté  de  l'hexagone  régulier  inscrit,  AG  le 
côté  du  dodécagone;  on  a 

surf.  =  12  triangle  AOC  ; 
or  «n 

triangleAOC  =  i  OC  XAD  =  iOC  X^î 

1  R'      R' 
mais  OC  =  AB  =  R  ;  donc  triangle  AOC  =  s  ô'  "^  T  *  ^^°^ 

surf.  =  12Îj  =  3R».    (S.) 

La  surface  du  dodécagone  régulier  est  donc  égale  â  trois  fois 
le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit.  {Voy,  Atlas,  fig,  221.) 
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222.  En  appliquant  les  formules  du  Cours  qui  permettent  de 
doubler  le  nombre  des  côtés  d'un  polygone  inscrit  dans  un  cercle 
donnée  on  trouve 


S      UF 


côté  du  dodécagone  inscrit  =   R  y  ^  —  v^^> 

R    I 
apothème  du  dodécagone   =   3-  v2  +  \% 

demi-périm.  du  dodécagone  =  6R  sj"!  —  v^. 
En  multipliant  cette  valeur  par  Tapothème,  il  vient 

S=3RV(2  — v/3)(2-i-v^)=3R'/r=^  =  3R». 

D'ailleurs,  en  appelant  S  la  surface  du  dodécagone  circonscrit, 
on  a 

'm-      ^(2  +  ^)-2  +  v^-     4-3      ~*^        ^^' 

d'où 

S  =  «X4(2-v/3) 
et  enfin 

S=12R'(2-v/3).    (S.) 

(Vby.  ATLAS,  fig.  222.) 

223.  1**  Par  B  menons  une  parallèle  BF  à  la  tangente  DE  et 
désignons  par  x  l'angle  FBA,  qui  est  égal  à  l'angle  cherché.  Dans 
le  triangle  ÂBF  on  a 

ÂF  =  ABsinFBÀ    ou    2a=4asinx, 

d'où 

1 
8inx  =  -*     x  =  30°. 

2'  surf.  DCE  =  trapèzeABED  —  secteur ADC  —  secteur CBE; 
mais 

trapèzeABED  =  5i±AD  ^^  ^  «  +  3«  ^^ . 

or 

BF  =  AB  cosFBA  =  ia  ces  30  =  la  4/1  —  j  =  2a  v/j; 
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donc 

trapèM  ABBD  =  iîi^= Wv^. 

LeB  angles  DÂC,  CBE  sont  respectivement  égaux  à  60  et  120  de- 
grés. Par  enite, 

0  O  X 

secteur  CBE  =  ^  =  ^. 
On  a  définitivement  pour  la  surface  demandée 

=  4a'^3-ll^  =  «'(4v^-î^).     (S.) 

(Voy.  Atlas,  /i^.  2S3.  ) 

224.  Soient  R  le  rayon  d'un  cercle  ;  a  le  côté  d'un  polygone 
régulier  inscrit  de  n  côtés;  z  le  côté  d*un  polygone  régulier  in* 
écrit  de  2ii  côtés.  La  formule  qui  donne  z  en  fonction  de  R  et  de  a 
est  (voir  Cours  de  Gêomeirie) 

(1)  x=V^iR»  — Rv/4K^  — a». 

Appliquons  cette  formule  à  la  recherche  du  côté  du  dodéca- 
gone inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  1  ;  a  étant  égal  à  1,  on 
obtient  

Dans  la  formule  (I  )  faisons  maintenant  a  =  a„  ;  on  obtient  pour 
la  valeur  du  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de  vingt-quatre 
côtés 

(2)  a„  =  Y/2-.Vâ  +  v^3. 

Soit  h^  l'apothème  du  polygone  régulier  inscrit  de  vingt-quatre 
côtés;  on  obtient  facilement 

(3)  ,..=v5±^^. 

6 
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Or  la  surface  demandée  est 

OU  

S  =  6v^4^(2  +  v/3)  =  6v^2  — \/3. 
Effectuant  les  calculs,  on  obtient 

S  =  6  X  0,51  =  S'-sOe.    (S.) 


CHAPITRE    VI. 


LIEUX  GÉOMÉTRIQUES  SUR  LES  QUATRE   PREMIERS 
LIVRES. 


225.  Soient  XX',  YY'  les  deux  droites  recUngulaJres  et  M  le 
milieu  de  AB.  L'angle  BOA,  étant  droit,  est  ioscriptible  dans  une 
demi-ci rcooféren ce  ;  le  centre  de  celle  circonférence  est  le  milieu 
fil  de  Âfi.  Par  suite,  MO  est  un  rayon  de  ce  cercle,  de  mâme  que 
UB  ou  HA. 

Le  lieu  des  points  U  eet  donc  la  circonférence  décrite  du 
point  0  comme  centre  avec  j  AB  pour  rayon.  (  Voy,  Atus.  fig.ISS,) 

226.  Soient  les  droites  AB,ACi  ou  demande  le  lieu  des  points  M 
MP       m 

Joignons  AM;  prenons  un  poinl  quelconque  M' de  celte  droite, 
et  monoDBH'P',  U'Q'  perpendîculairesà  AB  etAC.  Les  triangles 
AMP,  AM'P'  donnent 


M'P'" 


AM' 


De  même  les  triangles  AMQ,  AM'Q'  donnent 

JIQ    _  AM 

M'Q*^  AM'- 
donc 

MP  _  _M0  , .        MP       M' P;  _  f. 

wi"~M'y    ™         My  'ii'Q'     »■ 

Le  lieu  cherché  esl  donc  lu  droite  AM.  Pour  en  construire  un 
point,  prenons  AC  =  AB  et  aLaiasons  BG  periiendiculaire  à  AC; 
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BI  fM 

divisons  BG  au  point  I,  de  telle  sorte  que  777=  —  ;  menons  Df 

lu      n 

parallèle  à  AG  :  le  point  M  appartiendra  au  lieu,  car  nous  aurons 

MQ  =  IG    et    MP  =  BI. 

{Voy.  ATLAS,  fig,  226.) 

227.  Prolongeons  la  droite  CC  jusqu'à  la  rencontre  en  I 
avec  XY. 

Les  triangles  BÂB\  CAC  sont  semblables  comme  ayant  les 
angles  en  A  égaux  et  compris  entre  côtés  proportionnels. 

On  en  conclut  Tégalité  des  angles  AGI  et  ABB'  :  donc  AQ  est 
supplémentaire  de  ABI;  donc  le  quadrilatère  ABIG  est  inscrip- 
tible,  et  les  angles  BÂG«  GIY  sont  égaux.  Le  lieu  est  donc  nue 
droite  passant  par  un  point  quelconque  jouissant  de  la  propriété 
énoncée,  et  faisant  avec  XY  l'angle  constant  BAG.  (  Voy.  Atlas, 
fig.  227.) 

228.  Menons  OM'  perpendiculaire  à  AB,  et  prenons  sur  cette 
ligne  un  point  N'  tel  que  OM'XON'  =  OMXON  =  a';  joi- 
gnons NN'.  Les  triangles  OMM',  ON'N  seront  semblables,  caj*  ils 
ont  Tangle  en  0  commun,  et  de  Tégalité  précédente  on  tire 

OM  _  OM^ 
OiN'  ""  ON  ' 

Donc  Tangle  N'NO  est  droit,  et  le  lieu  cherché  est  la  circon- 
férence décrite  sur  ON^  comme  diamètre.  (Voy,  Atlas,  fig.  228.] 

229.  Le  côté  AB  étant  fixe,  les  extrémités  des  médianes  égales 
à  AD  sont  sur  une  circonférence  décrite  du  point  À  comme 
centre  avec  AD  pour  rayon. 

Par  le  troisième  sommet  G  du  triangle  correspondant  à  li 
position  AD  de  la  médiane  menons  GE  parallèle  à  AD  josqu^à  sa 
rencontre  avec  AB  prolongé  ;  nous  avons 

DB  =  DG,    donc    EA  =  AB, 

et  par  conséquent 

CE  =  2  AD. 

Le  point  E  est  fixe,  de  môme  que  la  longueur  EG  :  le  lieu  de- 
mandé est  donc  la  circonférence  décrite  du  point  E  comme  centre 
avec  un  rayon  double  de  la  médiane  donnée.  (Voy,  Atlas, /i^.  229.^ 
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230.  Sdt  à  trouver  le  lieu  des  pointe  n  tels  que 

55*4-55'= «m*. 

RepréeentoDS  la  longueur  AB  par  2a,  et  soit  0  son  milieu; 
joignons  MO,  qui  sera  la  médiane  du  triangle  AMB  ;  on  sait  que 
la  médiane  jouit  de  cette  propriété  que 

îMO* -f  îÂcT = ma' + SP, 

oa  bien  

2M0'  +  2a'  =:  mT  +  MB'  =r  2m% 

ÂiÔ'  =  m«  — a». 

Le  lieu  cherché  est  donc  un  cercle  décrit  du  point  0  comme 
centre  avec  un  rayon  OM  facile  à  construire.  On  voit  qu'il  n*y  a 
de  point  satisfaisant  à  la  condition  donnée  qu'autant  que  l'on  a 
fn^a.  (Voy.  Atlas,  fig.  230.) 

2Si.  Menons  MP  perpendiculaire  à  AB,  et  conservons  les  no- 
tations du  problème  précédent  ;  nous  aurons 

5ï?=ÔM'  +  a»+2a.OP, 

SLTzsÔST  +  a'— 2a.0P. 
Retranchant  ces  égalités,  on  obtient] 

MB* — ma'  =  4a.0P  ==  2  m\ 


d'où 


m' 


0P  =  ^. 

za 


La  longueur  OP  est  donc  constante,  et  le  lieu  est  la  perpendi- 
enlsire  à  AB,  menée  à  une  distance  OP  de  son  milieu,  facile  à 
construire.  (Voy.  Atlas,  fy.  231.) 

232.  Le  quadrilatère  B6MH  sera  inscripUble,  les  angles  en  6 
et  en  H  étant  droite  ;  donc  les  angles  BMH  et  BGH  sont  égaux» 
cosmie  s'appuyant  sur  le  même  arc. 

De  même  on  voit  dans  le  quadrilatère  inscriptîble  IHCH  que 

HMC=  HIC;  donc 

BMC  =  BGH  +  HIC; 
or 

BGH  =  1''  -  HGM, 

HiC  =  l<'-.HIM; 


106  GÉOMÉTRIE. 

donc 

BMC  =  ^àe  _  (HGM  +  HM). 

Mais  les  angles  HMG,  HMI  sont  égaux  comme  supplémentaires 

des  angles  égaux  B  et  C;  de  plue,  Thypothèse  MH'=:MGX  ^ 

,  , .    .     MG      MH 
peut  s'écrire  j^h  =  ^j  • 

Donc  les  triangles  HGM,  HMI  sont  semblables,  comme  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels  ;  de  leur  simili- 
tude on  conclut 

angleHIM-»  angle  GHM, 
ce  qui  donne 

BMC  =  làr  _  (HGM  +  GHMV 

Mais  dans  le  triangle  GMH  on  a 

GMH  =  2*r  —  (HGM  +  GHM  )  ; 
donc 

'BMC  =  GMH  =  2«ïf  —  B, 

ce  qui  montre  que  Tangle  BMC  est  constant.  Le  lieu  est  donc  une 
circonférence  ayant  son  centre  sur  la  bissectrice  de  l'angle  Â. 
On  obtiendra  ce  centre  en  élevant  en  B  une  perpendiculaire 
à  AB.  Le  cercle  décrit  avec  OB  pour  rayon  donne  en  eflét  un 
segment  capable  de  l'angle  supplémentaire  de  B.  (  Voy.  Atlas, 
fig.  232.) 

233.  Soit  M  un  des  points  du  lieu,  de  sorte  qu'on  a  par  hypo- 
thèse 

MÂ'  +  MB'  +  MC*=K^ 

Soient  0  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  C  le  rayon 
AO  de  ce  cercle  ;  P,  Q,  R  les  projections  des  trois  sommets  sur 
la  ligne  OM.  Si  nous  considérons  les  triangles  MAO,  MBO,  MCO. 
nous  aurons 

Ml' =  MO' +  C' +  2M0.0P. 

M?  ==  MO' +  C^  +  2M0.0Q. 

MC' =  MO' +  C^  +  2M0.0R. 

Faisons  la  somme  : 

K'=3M0'  +  3G'  +  2M0(0P  +  0R-0Q); 
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menons  la  ligne  GO  et  prolongeons-la  jusqu'à  la  rencontre  du 
oôt6  opposé  en  I  ;  projetons  le  point  I  en  H  sur  la  ligne  MO.  Le 
point  I  est  le  milieu  de  ÀB  :  donc  H  est  le  milieu  de  PQ;  d'ail- 
leurs, le  point  0  étant  le  point  de  rencontre  des  médianes  du 
triangle,  OC  =  201.  • 
Gela  posé,  les  triangles  semblables  OIH,  OGR  donnent 

gj  =  ^  =  2.     0R  =  Î0H. 

Mais  l'égalité  PH=QH  peut  s'écrire; 

QH  =  OH  +  OP, 
QH  +  0H  =  20H  +  OP, 
QO  =  OR-hOP. 

L'égalité  que  nous  avons  trouvée  se  réduit  donc  à 

r  =  3MO»  +  3C-, 


MO 


=vf-^- 


Le  lieu- cherché  est  donc  une  circonférence  décrite  du  point  0 
cooune  centre,  et  dont  le  rayon  se  construirait  d*après  la  valeur 
que  nous  venons  de  lui  trouver.  (  Vby.  Atlas,  fig.  233.  ) 

234.  On  donne  AB,  BG,  CD  et  AC;  on  demande  le  lieu  des  mi- 
lieux F,  de  la  diagonale  BD,  et  celui  du  milieu  G  de  la  droite  EF, 
qui  joint  les  milieux  des  diagonales. 

i*  Le  triangle  ABC  est  complètement  déterminé.  Joignons  le 
point  F  au  milieu  I  de  BC  ;  la  ligne  IF  sera  parallèle  à  CD  et  égale 
à  la  moitié  de  cette  droite  :  le  lieu  des  points  F  est  donc  une  cir- 
conférence décrite  du  point  I  comme  centre  avec  jCD  pour 
rayon. 

2*  Joignons  le  point  G  au  milieu  de  El;  la  ligne  HG  sera  pa- 
rallèle à  IF  et  égale  è  la  moitié  de  cette  droite  :  le  lieu  des 
points  G  est  donc  une  circonférence  décrite  du  point  H  avec  un 
quart  de  CD  pour  rayon.  {Voy,  Atlas,  fig.  234.) 

235.  Le  quadrilatère  ABCD  est  inscriptible,  les  angles  en  B 
et  D  étant  droits.  Si  nous  abaissons  DH  perpendiculaire  à  AB, 
cette  ligne  viendra  passer  par  le  point  E,  où  le  cercle  circonscrit 
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au  quadrilatère  coupe  AX.  En  effet,  Taugle  DAC  vaut  90° — 2a: 
donc  r angle  BÂD  vaut  90"*—  a,  et  l'angle  ADK=a;  or  l'ait 
A£  =  CB,  qui  mesure  le  double  de  a. 

Gela  posé,  menons  EG  perpendiculaire  à  AC,  et  joignons  AE. 
Les  triangles  EAG,  EGH  sont  égaux  ;  ils  sont  rectangles,  ont  le 
côté  GE  commun  et  les  angles  en  E  égaux  à  a,  car  Tangle 
GED  =  IA'D,  et  celui-ci,  dans  le  triangle  DAA',  yaut  a;  d^autn 
part,  Tare  AD  vaut  4  a  :  donc  AEG=a. 

De  régalité  de  ces  triangles  on  conclut 

AG  =  GH; 
^""^^  GH  =  IE, 

^"^^  A1  =  A'L 

Mais  le  triangle  DAA'  est  isoscèle  :  donc 

AD  =  AA'  =  2A1; 

donc  le  lieu  est  le  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre  avec  un 
rayon  double  de  la  distance  des  parallèles.  (Voy,  Atlas,  /Ig.  235.) 

236.  Soient  les  longueurs  AB,  A'B'.  Pour  avoir  un  point  da 
lieu,  nous  construirons  sur  ces  deux  longueurs  des  segments  ca- 
pables du  môme  angle;  leurs  intersections  en  M  et  M'  donnent 
deux  points  du  lieu. 

Soient  0  et  0'  les  centres  des  cercles  auxquels  appartiennent 
ces  segments,  G  et  G'  les  milieux  de  AB  et  A'B',  R  et  R'  les 
rayons  des  deux  cercles. 

Les  triangles  OAG,  O'A'G'  sont  semblables  ;  on  a  donc 

R  _  OC  _  AC  _ 
R'^O'G'^A'C'""^ 

Si  Ton  joint  00'  et  qu'on  prolonge  jusqu'à  la  rencontre  de  XY 
en  G,  les  triangles  semblables  GOC»  GO'G'  donnent 

GG        OC 

Par  suite,  le  point  G  reste  fixe  sur  la  droite  XY;  des  mêmes 
triangles  on  déduit  régalité 

OG  ___  OC  _  R  __ 

cFg  ~  cyc'  "■  F  ~  ^ 
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JoigiM»8  MG,  et  soit  K  le  point  où  cette  ligne  rencontre  la  cir- 

conférence  CK  ;  OM  et  O'K  étant  les  rayons  des  deux  cercles,  on 

aura 

OG  _  QM 

0'G""0'K* 

D  en  résulte  que  les  lignes  OM  et  O'K  sont  parallèles,  car,  si 
elles  ne  Tétaient  pas,  on  pourrait  mener  O'K'  parallèle  à  OM,  et 
la  ligne  MK'  rencontrerait  OO'  en  un  point  G"  autre  que  G.  Les 
triangles  OMG',  O'K'G'  donneraient 

OM        OG'        R 


O'K'  ~"  O'G'  ~"  R' 


• 


Comme  on  a  déjà  ^57^  =  ^^,  il  s'ensuivrait  q7^  =  oîg/'  ^ 

qui  ne  peut  avoir  lieu  si  G  et  G'  ne  se  confondent  pas.  Ainsi  les 
triangles  GMO,  GKO'  sont  semblables  ;  on  a  donc 

GM      GO       R 
GK=G(r  =  R^  =  '^'^^- 

Mais  on  a,  d'autre  part,  dans  le  cercle  0', 

GM  X  GK  =  GA'  X  GB'  =  const. 

Il  s'ensuit  que  GM  est  une  longueur  constante.  Le  lieu  est  donc 
un  cercle  décrit  du  point  G  comme  centre.  {Voy.  Atlas,  fig,  236.  ) 

237.  Par  le  point  A  on  mène  une  parallèle  à  la  direction  OX 
et  l'on  prend  AM  =  a  ;  trouver  le  lieu  des  points  M^ 

Prenons  OB  =  AM  ;  joignons  AO,  MB.  La  figure  OAMB  est  un 
parallélogramme  :  donc  BM  =  OA. 

Le  lieu  est  donc  une  circonférence  égale  à  la  première,  ayant 
son  centre  sur  OX  à  une  distance  de  0  égale  à  a.  (Voy.  Atlas, 
/B^.237.) 


I.  Soient  les  cercles  0  et  O',  et  M  un  point  du  lieu  ;  menons 
des  tangentes  MA,  MA'  aux  cercles,  et  joignons  MO,  MO'  :  les 
angles  OMA,  O'M  A'  seront  égaux,  car  chacun  d'eux  est  la  moitié 
de  l'angle  sous  lequel  on  voit  de  M  le  cercle  correspondant. 

L.  —  Bteueil,  II.  s.  ,  7 
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Menons  OÂ,  O'A',  les  triangles  rectangles  et  semblables  AOM, 
A' 0' M  donnent 

MO  _  OA 
MO'  ~  OA'  * 

Le  lieu  cherché  est  donc  le  lieu  des  points  dont  les  distances 
aux  points  0  et  0'  sont  dans  le  rapport  des  rayons  des  cercles. 
On  sait  que  ce  lieu  est  une  circonférence  qui  a  son  centre  sur  00'. 
{Voy.  Atlas,  fig.  238.) 

239.  Joignons  le  point  A  au  centre  0  du  cercle  donné;  me- 
nons les  rayons  MO,  NO,  PO;  soit  01  =  ^—  le  rapport  donoé; 

menons  XO'  parallèle  à  MO  :  dans  les  triangles  semblables  AMO, 

Aa;0'  on  aura 

AO'       Xx  ,^,      AO 

IÔ  =  ÂM     ^"     ^^=^' 
et  de  môme 

.0'  =  ^, 
m 

ce  qui  prouve  que  les  longueurs  AO'  et  zO'  sont  constantes, 

quel  que  soit  celui  des  points  M,  N,  P,  .. .  pour  lequel  on  ferait 

cette  construction.  Le  lieu  cherché  est  donc  la  circonférence 

MO 
décrite  du  point  0'  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à — ■ 

(  Voy,  Atlas,  fig.  239.  ) 

240.  Soient  le  cercle  0,  le  point  A  et  une  sécante  quel- 

AM       in 

conque  AB,  divisée  au  point  M,  de  telle  sorte  que  —  =  —  11 

AB       K 
faut  trouver  le  lieu  des  points  M. 

Joignons  AO,  OB,  et  menons  MC  parallèle  à  BO;  nousauruns 

des  triangles  semblables  ABO,  AMC,  qui  donneront 

AÇ^AMm  MC  _  AM  _  m 

AU  ~  AH  ~  n'         BO  ~  AB  ""  w" 

Donc  le  point  C  restera  fixe,  quelle  que  soit  la  sécante  consi- 
dérée, et  la  longueur  CM  sera  constamment  égale  à  BO  X  *' 
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Le  lieu  est  (kmc  la  circonférence  décrite  du  point  C  comme 
centre  avec  BOX*  pour  rayon.  (Voy.  Atlas,  fig.  240.) 


n 


241.  Soit  le  point  C  pris  sur  le  prolongement  de  AB  ;  menons 
la  tangente  CT,  la  bissectrice  de  Tangle  TCO  et  la  perpendicu- 
laire OM  à  cette  bissectrice  ;  il  faut  trouver  le  lieu  des  points  M. 

Prolongeons  OM  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente  en  I  $  me- 
nons MF  perpendiculaire  au  diamètre. 

Les  triangles  CMO ,  GMI  sont  égaux  :  donc  MO  =  MI.  Les 
triangles  MPO,  OTI  sont  semblables,  car  ils  sont  rectangles  et 
ont  les  angles  PMO,  TOI  égaux,  comme  ayant  leurs  côtés  per- 
pendiculaires. Nous  en  concluons 


MP 

ÔT~ 

MO 
01  ~ 

1 

r 

MP  = 

iOT. 

OT  est  constant  ;  donc  le  point  M  est  à  une  distance  constante 
de  AB.  Le  lieu  eet  donc  la  parallèle  à  AB  menée  à  une  distance 
égale  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  donné.  {Voff.  Atlas,  fy.  241 .) 

242.  Si  je  mène  le  diamètre  OM  du  cercle  donné  et  que  je 
joigne  MA,  le  triangle  MAO  sera  rectangle  en  A.  Si  je  prolonge 
MO  et  qu'en  A'  j*éiève  M'A'  perpendiculaire  à  OA',  les  triangles 
rectangles  OA'M',  OAM  sont  égaux;  donc  OM'=:OM. 

En  répétant  le  même  raisonnement  pour  les  points  B',  C ,  D', ... , 
on  voit  qu'ils  sont  tous  sur  la  circonférence  décrite  sur  OM' 
comme  diamètre. 

Les  deux  cercles,  ayant  même  diamètre,  ont  môme  surface. 
(Foy.  Atlas, /iif.  242.) 

243.  Soit  P  le  point  de  rencontre  des  cordes;  joignons  ce 
point  au  centre  du  cercle  et  menons  les  rayons  OC,  OC'  perpen- 
diculaires aux  cordes.  On  sait  que  ces  lignes  la  partagent  en 
deux  parties  égales  :  le  lieu  demandé  est  donc  celui  des  points  C. 

Les  angles  OCP,  OC'P,  ...  sont  droits;  donc  le  lieu  est 
la  drconférence  décrite  sur  OP  comme  diamètre.  (Voy.  Atlas, 
/fy.243.) 


244.  Menons  la  droite  AO  qui  passe  par  le  cenlre,  «t  prennu 
le  point  N'  de  telle  sorte  que  AM'  X  AN'  =  «'  ;  on  a 

AU'XAN'  =  AHXAN. 

AN'  _  AN 

AM  ~  AM'" 

Donc,  si  nous  joignons  MM',  NN',  nous  aurons  des  tràn^ci 

AMH',  ANN'  semblables  ;  le  premier  est  rectangle  en  H,  donc  le 

second  l'est  en  N'. 

Le  lieu  cherché  est  donc  la  piT^eodiculiiire  au  diamètre  [ia>- 
sant  par  le  point  A,  menée  à  une  distance  donnée  par  la  relatioa 
AM'XAN  =  o'.  (Voy.  Atlas, /t^.  iU.) 

245.  Joignons  PA,  PC,  PB.  Dans  le  quadrilatère  inscriptible, 
l'angle  CPB  est  le  suppl&nent  a.-  i'angla  CDU;  or  CDO,  comme 
extérieur  au  triangle  CED,  est  ^-js.]  à  CDD  -)-  DCIt.  Celte  somn» 
ayant  même  mesure  que  CPB,  j'en  conclue 

(1)  CDO  =  CPIl. 

D'autre  part,  dans  le  quadrilatère  inscriptibleACPE,  les  angles 
AEC,  APC  sont  égaux  comme  ayant  même  mesure  ;  donc 
(li)  AEC  =  A(:p. 

Ajoutons  (I)  et  (2), 

CDO  +  AEC  =  CPB  +  APC  =  APB. 

Le  premier  membre  vaut  i  degré;  donc  l'angle  APB  est  ansn 
droit,  et  le  lieu  demandé  est  la  circunfiîreiica  décrite  sur  AB 
comme  dianiÈlre.  (l'oj.  Atlas,  fig.  2i;i.) 

246.  Soient  les  circonférences  U  cl  U'.  et  M  un  point  tel  que 
MÎ'  +  MT"  —  2m'  ;  joignons  MO,  MO'.  OT.  O'T'  ;  les  triangl» 
recUngIcs,  MTO,  UT'O'  donnent 

Mt'  =MÔ'  —  lÏÏ'  =  Mu'  —If. 

W'=my'—'*Jv'=WV  —  n". 

Mt'  +  MT'^MÔ'  +M0"'  -(H'-I-R"). 
Le  premier  membre  vaut  2m';  nous  aurons  donc 

Mu'  +  Si*»''  =  2 m'  -!■  (  H'  -H  H" )■  - 
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Le  lieu  cherché  e8t  donc  celui  des  points  tels,  que  la  somme 
des  carrés  de  leurs  distances  à  deux  points  donnés  soit  constante. 
Nous  avons  vu  que  ce  lieu  est  un  cercle.  (Voy.  Atlas«  lig.  246.^ 

117.  Soit  le  point  M  tel,  que  MT*  —  MT'*  =  2  m'  ;  nous  avons» 
dans  les  triangles  rectanglesi 

MT'— 5ïF  =  BÏ0'  —  MÔ^  —  R' +  R'», 
2m'  =  MÔ'  — MÔ^  — R«  +  R'', 


MO  —  MO'  =  2m'  +  R'  —  R''  —  const. 

Le  lieu  cherché  est  donc  celui  des  points  tels,  que  la  diffé- 
rence des  carrés  de  leurs  distances  à  deux  points  fixes  soit  con- 
stante. Nous  savons  que  ce  lieu  est  une  droite  perpendiculaire 
à  00'.  {Voy.  Atlas,  fig.  247.) 

248.  Soient  le  cercle  0,  le  diamètre  AB,  la  sécante  BC;  nous 
prenons  CD  =  CB;  nous  joignons  DO,  CA  :  trouver  le  lieu  des 
points  de  rencontre  M. 

Joignons  AD;  dans  le  triangle  DAB,  AG  est  perpendiculaire 
sur  le  milieu  du  côté  BD;  c'est  une  médiane,  puisque  BC  =  CD. 
IX)  est  une  autre  médiane;  donc  CM  =  iCA. 

Menons  Bfl  parallèle  à  CB  ;  la  longueur  BI  =  iBA;  comme, 
d'ailleurs,  l'angle  IMA  est  droit,  il  s'ensuit  que  le  lieu  cherché  est 
la  circonférence  décrite  sur  les  deux  tiers  du  diamètre  AB 
comme  diamètre.  {Voy.  Atlas,  fig.  248.) 

248.  Soient  le  cercle  0,  le  diamètre  fixe  AB,  un  rayon  va- 
riable OC  ;  on  mène  CD,  on  prend  OM = CD.  Trouver  le  lieu  des 
points  M. 

Élevons  OE  perpendiculaire  à  AB  et  joignons  EM. 

Les  triangles  EOM,  COD  sont  égaux,  comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  égaux  :  donc  l'angle  EMO  est  droit  ; 
donc  le  lien  est  la  circonférence  décrite  sur  EO  comme  diamètre. 
(Voy.  Atlas,  fig.  248.) 

250.  Soit  le  point  A  pris  dans  le  plan  de  0  ;  menons  la  se- 
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cunte  ABC,  les  langeâtes  en  C  et  B.  Trouver  le  lieu  de§  pointa  de 

rencontre  D. 

Menons  DP  perpendiculaire  à  AO.  et  joignons  DO  ;  le  point  I 
sera  le  milieu  de  BC.  Les  triangles  ODP,  OAl  «eront  MmUables. 
comme  ayant  leurs  calés  perpendiculaires  ;  on  aura  donc 

_D0X01 


Mais  PO  =  AO—  AP;  donc,  en  tirant  la  val.ur  de  AP, 


Le  triangle  DBO  est  rectangle,  et  BI  e 
l'hypoténuse:  on  aura  donc 

Ôïi'  =  DO  X  01  : 


La  longueur  AP  est  donc  conslanle,  et  le  lieu  cherché  est  U 
ligne  DP  perpendiculaire  sur  AO.  (  Voy.  Ati.mï,  jig.  35(>.) 

251.  Soient  les  cercles  tangents  0  et  0'.  l'ar  le  point  de  con- 
tact on  mène  AB  et  AB',  dételle  sorte  que —7  =  — ;  on  3bais<« 

'  ^      AU        n 

des  perpendiculaires  à  AB  et  Afi'  ;  trouver  le  lieu  des  points  àt 
rencontre  U. 

Joignons  MA;  nous  aurons  deux  triangles  MOA,   MOAqui 
auront  mâme  hauteur  et  seront  entre  eux  crimme  leurs  bj&es  OV 


Si  l'on  considère  ces  triangles  comme  ayant  pour  bases  OM 
et  O'M,  et  pour  hauteurs  Al  et  Al',  nous  aurons 

trianal"OM\         OM  X  AI   ^  ^   2    ^  0M_       m 

trianaleO'MA  ^  l>  M  ■;  Al'  ~  -,„  ,,  AB'  ~  O'M  •^  ■  ' 
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Rapprochant  les  deux  égalités,  on  en  déduit 

OM  _  R       fi 

On  est  ramené  à  chercher  le  lieu  des  points  dont  les  distances 
à  deux  points  donnés  sont  dans  un  rapport  donné,  lieu  que  nous 
savons  .être  un  cercle  ayant  son  centre  sur  00'.  (Voy.  Atlas, 

252.  Soient  A  et  B  les  points  où  la  ligne  des  centres  rencontre 
le  centre  0,  A'B'  ceux  où  elle  rencontre  le  centre  Q*. 

Pour  construire  le  point  P,  en  0'  j*élève  une  perpendicu- 
laire 00'  et  je  décris  le  cercle  O'A^B'  égal  au  cercle  0;  je 
joins  00*;  j'élève  au  milieu  I  une  perpendiculaire  IP  ;  l'inter- 
section de  cette  ligne  avec  00'  sera  le  point  P.  En  effet,  menons 
les  tangentes  PS,  PS',  PS"  aux  trois  cercles;  nous  aurons 

PS  =  PS'. 

Mais  dans  les  cercles  0'  et  0'  nous  avons 

PS^  =  PA'  X  PB', 

fô^'  =  PA'XPB'; 
donc 

PS'  =  PS"  =  PS. 

Élevons  maintenant  par  le  point  P  une  perpendiculaire  BIN 
à  00';  je  dis  que,  pour  tout  point  Q  de  cette  ligne,  les  tangentes 
QT,  QT'  menées  aux  circonférences  0  et  0'  seront  égales.  Joi- 
gnons QB»  QW  ;  soient  G  et  G'  les  points  où  ces  droites  coupent 
les  circonférences.  Les  triangles  rectangles  semblables  PQB,  AGB 

donnent 

Ag_  BC 

BQ~  BP' 
ABXBP  =  BCXBQ. 

Dans  cette  égalité,  remplaçons  AB  et  BG  par  BP  — AP  et 
QB  —  QG  ;  elle  devient 

BP'-~APXBP  =  BÔ'  — BQ  XCO. 

BQ  X  CQ  =  BQ' —  BP*  +  AP  X  BP. 
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De  même  les  triangles  QPB'  et  CA'B'  conduiront  à  la  relabw 

B'0XC'0  =  FQ'  — Bt'  +  A'PXB'P. 
Les  tangentes  PS  et  PS'  élant  égales, 

APXBQ  =  A'PXB'P. 
D'ailleurs,  dans  les  triangles  QPB,  QB'P,  on  a 

Bti'  — Bp'  =  QP'  =  Fq'  — Fp'; 
donc  enfin 

BQXCQ^B'OXC'O. 
et  comme  QB  X  OC  =  QT,  QB'  X  QC'  =  QT', 

QT  =  QT'.  c.  Q.  r.  0. 

(Foy.  AtljIS, /!j.  252.) 


CHAPITRE    VII. 
PROBLÈMES  SDR   LE  CINQUIÈME  LIVRE. 

DROITES  ET  PLANS. 


2S3.  Si  les  trois  droites  sont  situées  dans  le  mSme  plan,  il  foui 
que  le  plus  grand  angle  formé  par  deux  d'entre  elles  soit  égal  k 
la  somme  des  angles  formés  par  la  ligne  intermédiaire  avec  les 
deux  autres.  Cette  condition  est  nécessaire,  et  d'ailleurs  sufTi* 
santé.  Voyons  donc  si  cela  a  lieu  dans  le  ca3  précédent  : 
137"  <  110° -i- lia'. 

Donc  les  trois  droites  ne  sont  pas  dans  le  m^tne  plan. 

354.  Les  trois  lignes  AB,  BC,  AC  forment  un  triangle  rec- 
tangle dans  lequel  on  a 


AC  =  VAB"  +  lie'  ^  v'800'  +  850=  ^  H67'",26.     (S,  ) 
265.  Les  lignes  PO,  OBI,  MP  forment  an  triangle  rectangle  qui 
donne 


d'ailleurs  MP,  UN  et  NP  forment  un  autre  triangle  rectangle 
dans  lequel 

NP=\/iâN'4-pû'+Uû'=v^ir4-i3'-f-2i'=ïi-,iM;,  (S.) 

256.  Imaginons  par  le  point  M  un  plan  parallèle  au  plin  ABCD. 
Jo  dis  qu'il  contiendra  la  droite  MN  tout  entière.  En  effet,  a'il  ne 
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la  contenait  pas,  on  pourrait  toujours  faire  passer  un  plan  par 
la  droite  AB  et  le  point  M,  lequel  viendrait  couper  le  plan  que 
nous  avons  mené,  suivant  une  droite  MR  parallèle  à  AB.  On 
aurait  donc,  passant  par  le  point  M^  deux  parallèles  MN  et  MR 
à  AB,  ce  qui  est  impossible. 

Le  plan  parallèle  à  ABGD,  mené  par  le  point  M,  contient  donc 
la  droite  MN.  Contenant  le  point  N,  on  démontrerait  de  mAme 
qu'il  contient  MP,  et  ainsi  de  suite.  (Voy,  Atlas,  fig,  256.) 

256  bis.  Soit  une  droite  AB  inclinée  sur  le  plan  M.  L'angle  a 
que  forme  la  droite  avec  sa  projection  BG  sur  le  plan  est  le  plan 
petit  parmi  tous  les  angles  qu'elle  forme  avec  les  droites  passant 
par  son  pied  dans  le  plan.  (Voir,  pour  la  démonstration,  un  traité 
de  Géométrie,  V*  livre.) 

Si  donc  nous  plaçons  la  droite  BD  sur  BC,  et  si  nous  la  faisons 
tourner  autour  de  B  dans  le  plan  M ,  Tangle  ABD  va  croître  depuis  a 
jusqu'à  i80  —  oc,  valeur  qu'il  atteindra  lorsque  BD  sera  sur  le 
prolongement  de  BG,  pour  décroître  ensuite  depuis  180 — «jus- 
qu'à a.  (  Voy.  Atlas,  fig.  256 bis.) 


CHAPITRE    VIII. 


PROBLÈMES  SUR  LE  SIXIÈME  LIVRE. 


POLYÈDRES. 


257.  Les  angles  dièdres  SA,  SB,  SC  seront  droits  ;  nous  allons 
le  démontrer  par  le  dièdre  SG.  Les  angles  plans  CSA,  GSB  étant 
droits,  SA  et  SB  sont  perpendiculaires  sur  SC. 

L'angle  plan  ASB  mesure  donc  le  dièdre  SC;  cet  angle  est  droit  : 
donc  le  dièdre  Test  aussi. 

Une  pyramide  a  pour  mesure  le  produit  de  la  base  par  le  tiers 
de  la  hauteur  ;  soit  ASB  la  base,  celle-ci  aura  pour  mesure 

La  hauteur  correspondante  est  SC.  Le  volume  de  la  pyramide 
a  donc  pour  expression 

V  =  {fl6XiC-ri-a6c.    (S.) 

(  Voy,  Atlas,  fig,  257.) 

258.  Le  volume  du  tronc  de  pyramide  est  égal  à  la  somme  des 
volumes  de  trois  pyramides  ayant  même  hauteur  H  et  ayant  res- 
pectivement pour  bases  la  base  supérieure  du  tronc,  sa  base 
inférieure  et  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases. 
Or  la  surface  d*un  hexagone  régulier  de  côté  a  est  S  =  |  a'  \/3, 
ce  qui  donne  pour  le  volume  du  tronc,  en  remplaçant  a  par  2, 
puis  par  1 , 

12=Jv/5XH(l+4  +  2), 
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d'où 

H  =  -^^  =  -^  =  l'»,97945,     (S.  ) 
21  y/S       7  v/3 

259.  Soient  V  le  volume,  B  et  H  la  base  inférieure  et  la  hau- 
teur, B'  la  base  supérieure  inconnue;  nous  savons  qu'on  a 

V=)H(B  +  B'  +  v/BB^), 
d'où  Ton  tire,  pour  la  valeur  B', 


B'  =  3j-iBrh0B(^6j-  p 

Si  nous  remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs,  nous  obtenons 
pour  B'  les  deux  valeurs 

B', -=  2™q,51?)I. 
B',  =  22mq,96I7. 

La  deuxième  est  une  solution  étrangère  introduite  par  l'éléva- 
tion au  carré  du  radical  v^^bF  ;  nous  avons  donc 

B'==2'nq,5151.    (S.) 

260.  Soient  V  et  t;  les  volumes  des  deux  pyramides,  H  et  k 
leurs  hauteurs,  nous  savons  que 

VIT» 

V  —  t;  _  tP  —  h' 

V      ~      h'      ' 

On  veut  donc  que  — -n —  =  8,  ce  qui  donne 

H'  -  W  =  0. 
Si  nous  posons  y^O  =  m,  Téqualion  précédente  peut  s'écrire 

IP  — /i^m'  =  0, 
ou  bien 

(H  -  mh)  {IV  +  mWh  +  m' h')  =  0, 

équation  qui  se  dédouble  en  deux  autres 

(1)  H  — mA  =  0, 

(2)  H'-{-mh\{-\-m'k  .=  0. 


GÉOKÉTRII.  121 

LeB  solntionfl  de  TéquatioD  (2)  sont  iBiagiiiaireB;  nous  n'afons 
donc  à  nous  occaper  que  do  l'équation  (i  ),  qui  donne  pour 
H  —  hy  inconnue  de  la  question, 


H-A=^/1^H  =  0,51«48H.    (S.) 

261.  On  prend  par  hypothèee 

Ce  =x, 

Aa  =  x4    50, 

B6  =  x-f  120. 

Désignons  par  H  la  hauteur  du  prisme»  par  B  sa  base.  Le 
prisme  tronqué  inférieur  est  égal  en  volume  à  trois  pyramides 
ayant  pour  base  B  et  pour  hauteurs  x,  x  -f-  50,  x  -f  120. 

De  même,  le  prisme  tronqué  supérieur  équivaudra  à  la  somme 
de  trois  pyramides  ayant  pour  base  B  et  pour  hauteurs 

H  — X, 

H-(x-t-   50). 
H— (x  +  120). 

On  aura  donc  l'équation  de  condition 

tB(xî-x+50  +  x  +  120) 
=  iB[H-x+H-(x+50)  +  H-(x4-120)], 

3x  +  170  =  3H  — 3x— 170, 
X  =  19187»,833.    (S.) 

(Vby.  Atlas,  /i^.  261.) 

262.  Les  polygones  semblables,  comme  sont  ceux  qu'on  obtient 
par  les  sections  parallèles  dans  une  pyramide,  ont  le  même  rap- 
port que  les  carrés  des  côtés  homologues  ;  donc 

mnpqr  10' 

ABCDH"  13^* 
doù 

10' 
mt^r  =  ABCDE  X  Tïn  i 


15' 
15^ 


»»;>çr  =  375xj^  =  122"i,22.    (S.) 
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263.  Soient  Y  et  v  les  volumes  des  pyramides;  nous  aurons 

donc 

Remplaçant  SA  par  sa  valeur, 

Sfl  =  Ji",436.    (s!) 

264.  Le  volume  d'un  parallélépipède  V  étant  égal  au  produi 
de  sa  base  B  par  sa  hauteur  B,  nous  aurons 

V      \f^ 

265.  Soient  S  le  sommet  de  la  pyramide  et  K  le  centre  de  la 
base, 

surf,  latérale  S  =  6  fois  triangle  SAB, 

surf,  de  la  base  S  =  6  fois  triangle  KAB, 

S  _  triangle  SAB^  SI  _  y  IK'  + 1^' 
«""  triangle  KAB^IK"        IR 

On  veut  que  le  rapport  soit  égal  à  10;  d'ailleurs 

lK  =  iav/3; 

nous  aurons  donc  pour  déterminer  la  relation 


lo^v^IÏ^, 

h^  .iav/53^25",850.     (S.) 

{Voy.  Atlas,  /igf.  263.) 

266.  Le  volume  de  ce  tronc  de  pyramide  sera 

(1,83  +0,75  +1,83X0,75)  =  118'»s887750; 


3 
son  poids  sera  donc  en  kilogranmies 

118887,750  X  2,57  =  305511^6,5175.     (S.) 
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387.  On  t,  d'après  on  théortaie  omno, 

Sa_  Sabc       \ 


doà 


Sa     _  i 
24,038*^10' 


Sa  =.Y^'^^=  11,433.    (S.) 
y      10 

(Voy.  Atlas,  fig.  267.) 

268.  Désignons  par  P  la  pyramide  totale  SABC,  et  par  ^  la 
pyramide  Sabe;  H  et  A  étant  les  hantenrs  respectives  de  ces  deox 
solides,  on  anra 

mais  renoncé  donne 

dou 

(2)  Ç=8=2\ 

Les  équations  (1  )  et  (2)  foamissent  ainsi 

11  =  2*,    (S.) 

c'est-à-dire  que  le  plan  sécant  doit  être  mené  à  moitié  de  la  hau- 
iear. 

36i.  Ona  _ 

Sa'_Sa^_  1  _100 
SÂ*^SABC~10~10»' 

8.  ^  ^  =.  ^''^^  t^  ^  2,4638  X  m, 

log2,4638  =  0,39160K5, 

+  logv^iÔÔ  =  0,6666666 

logSa  =  1,0582721' 
d'où 

Sa=:li-,435.    (S.) 
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270.  On  a 

La  base  b  =  ÂBG  est  un  triangle  équilatéral  dont  le  côté  est  a  ;  la 
surface  est  donc 

■  • 
4 

Soit  SD  la  hauteur  h  du  tétraèdre  régulier.  Le  triangle  rec- 
tangle SDA  donne       

AD  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  équilatéral  ABC  ; 
donc 


il  en  résulte 


d'où 


11  en  résulte 


et  par  conséquent 


a'^SD'  +  l* 


CÏ\7  3  ^^  ^^ 


SDouft^^"*^ 


v/â' 


(Voy.  Atlas, /î^.  270. ) 

271.  Posons  AB  =  0,  BC  =  6,  A'B'  =  o',  B'C  =  b\  E'G  =  d. 
Menons  le  plan  diagonal  A'B'CD  ;  nous  décomposons  le  solide  en 
deux  troncs  de  prisme  A'B'ABCD  et  A'BD'C'DC.  Le  premier  a 
pour  mesure  le  produit  de  sa  section  droite  E'EF  par  le  tiers  de 
la  somme  2a  4- a'  do  ses  arêtes  latérale^.  Mais  cette  section 
Ë'EF  a  pour  base  EF  =  6  et  pour  hauteur  E'G  ==  (f.  Sa  surface 

vaut  donc  -^-i  et  le  premier  volume  considéré  a  pour  expression 
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Le  deuxième  tronc  de  prisme  a  pour  menire 
OU  enfin 

donc  le  Tdome  total  s'écrira 

(^)  V  =  J[6(2fl  +  a')  +  6'(2a'+a)]. 

Si  les  arêtes  AÀ',  BB',  CG',  DIV  allaient  concourir  en  on  même 
point  S,  les  rectangles  ABCD,  À'B'CD'  seraient  semblables  et 
donneraient  les  rapports 

Je  dis  que  cette  proportionnalité  s*obtiendrait  directement  en 
égalant  le  volume  obtenu  en  (I  )  au  yolume 

qui  rquésento  le  solide  considéré  coomie  un  tronc  de  pyramide 
rectangulaire.  Posons  en  eOet 

0  vient,  après  simplification, 

Élevant  au  carré  et  réduisant 

d'où  _^  ^ 

a'6*  —  iab.aV  +  ab'^  =  (  o'6  —  aby  =  0. 

On  en  déduit 

a'b  -ab'^  0, 
d'où 

a  _b 

~>  —  TT  •  C  0.   F.  D. 

(Voy,  Atlas, /i^.  271.) 
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272.  Chaque  face  a  son  centre  à  rintersection  de  ses  diago- 
nales. Donc  les  quatre  points  ORMQ  sont  situés  dans  un  mdme 
plan  qui  passe  par  les  milieux  G,  H,  ...  des  arêtes  du  parallélé- 
pipède. De  môme  les  sommets  RPM  déterminent  un  plan  qui 
passe  par  les  milieux  K  des  arêtes  verticales,  et  enfin  le  plan  OPQ 
passe  par  le  milieu  D  de  Tarête  AB.  Le  solide  ODBG  CPRM  est 
donc  un  nouveau  parallélépipède  dont  les  arêtes  sont  respecti- 
vement égales  à  la  moitié  de  celles  du  parallélépipède  donné. 

Son  volume  vaut  donc  —,  et  celui  de  la  pyramide  OPCM  vaut 

six  fois  moins,  puisqu'elle  a  pour  base  PCM,  moitié  de  PCMK,  et 

pour  hauteur  OC,  qui  est  la  hauteur  du  petit  parallélépipède  -^  • 
On  a  donc 

vol.OCPM  =  ^-fg. 

Mais  Toctaèdre  se  compose  de  huit  fois  la  pyramide  OCPM.  Donc 

vol .  octaèdre  =  -^-  • 

o 

Menons  maintenant  CE  perpendiculaire  sur  PM  et  joignons  DE; 
cette  droite  OE  est  la  hauteur  du  triangle  OPM,  et  Ton  a 

(1  )  burf.  OPM  =  ;  X  PM  XOE  ; 

or 

PM  =  vPK'  +  KM'  =  ^^2^' . 

Pour  avoir  OE  on  écrira 

ÔE'  =  ÔC'  +  CË'  ; 

mais 

CPXCM  ae 


CE  = 


PM  2v/iM=? 

donc 

d'où  

2  \/a'  +  c' 
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et  par  raite  

(1)       »rf.0Pii  ^1  î^  v-«'>'+;^+»-^' 

^^_  ,11  • 

L'octaèdre  ayaai  hait  fooea  égales  à  OPM,  on  a  enfin 

surf,  octaèdre  =  yfaH^ +  a'c'  + b'c\    (  S.  > 

(Voy.  Atlab, /i^.  272.) 

273.  1*  VoUtme  du  tétraèdre.  Soit  SH  la  bautenr  du  tétraèdre. 

On  a 

ABC  X  SU 


\  = 


3 


Les  arêtes  SA»  SB»  SC  étant  égales  doirent  s'écarter  également 
da  pied  H  de  la  perpendicalaire  SH.  Il  en  résulte  que  H  est  le 
centre  dn  cercle  circonscrit  an  triangle  éqniktéral  ABC;  on  bien 
encore  H  est  le  centre  de  grarité  dn  triangle,  c*estrà-dire  le  point 
de  concovrs  de  ses  médianes. 

Sïr  =  SB'  — ÎÎB'; 
mais 

SB=a    et    HB  =  |DD  =  îi/e>-j  =  î|^; 

il  rient  donc 

ôîP-«»      3*'-««      '''-^'''    pt    ^H~"^• 
SH  =a—^  =  a  -^=-3-     et    SH  =  -^, 

d*antre  part, 

ADn      ACXBD       o.ev/3       a^)/5 

^^=— 2— =  "T2- =  ^T' 
snbstîtnanty  on  a  penr  le  volnme  V 

ii'v/3av/2_g*v/2 
4     3v/3""    i«   ' 

2*  Aeyo»  d»  eercfo  tiwml.  Joignons  SD,  et  soit  B  le  oantre  de 
grarité  de  la  fiice  SAC.  Les  droites  BB  et  SH  se  conpent  an 
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point  I.  Les  triangles  semblables  DEH,  DSB  donnent 

EH_DH  _jl 
SB  "~  DB  ^  3  ■ 

On  a  aussi  par  les  triangles  lEH,  SIB 

EH      m 

SB  ~  sr 

d'où,  à  cause  du  rapport  commun, 

HI      1 
SI  ~  3  ' 

Les  quatre  hauteurs  des  tétraèdres  qui  joignent  les  sommets 

aux  centres  de  gravité  des  faces  opposées  se  coupent  dans  le 

1 

rapport  ;;  à  partir  des  faces.  I  est  le  centre  de  la  sphère  inscrite 

et  IH  est  le  rayon.  D*après  ce  qui  précède, 

SH  _  oV?  _  gy/iy/S  -_  a  y/H 
^   ~4v^~4v/3v/3~    «2  •     ^^-^ 

(Voy.  Atlas,  /ig.  273.) 

274.  Désignons  respectivement  par  a  et  ^  les  lignes  données 

SA  et  SO.  Soient  x  et  x  les  longueurs  inconnues  10  et  SC.  On 

doit  avoir 

2nClXI0  =  icCIXSC, 
ou 

(i)  2x  =  «. 

Mais  les  triangles  semblables  SCI,  SAO  nous  donnent 

SC_  S[ 

SA  ~~  SO  ' 
ou 

Remplaçant  dans  l'équation  (  1  )  Tinconnue  s  par  sa  valeur  tirée 
de  l'équation  (2),  il  vient 

a(h  —  x)  JL  a 
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CompouU  te  Mpfwrts,  lonqo'on  a  ooe  proportion  telle  que 


a      c 

~  =  -)Onaaiifla 

0       <f 

a            e 

X 

a 

a  +  b^e  +  d' 

x  +  A- 

-x^a  +  tk' 

4f  où  enfin 

ak 

X=r 


a  +  'ih 

Rtmanpte.  —  x  étant  nne  quatrième  proportionnelle  entre  e,  k 
et  4i-|-2ik,  se  constmit  facilement  sur  la  figure  même.  (  Voy. 
Atlas,  fig.  274.) 

275.  La  base  ABC  de  la  pyramide  a  pour  surface 
(i)  ABL- — ^ _____-_, 

d'ailleurs  la  pyramide  étant  régulière,  la  hauteur  SO  a  son  pied  au 
point  de  concours  des  trois  médianes  du  triangle  de  base  ABC. 
On  a  donc 

Enfin,  si  Ton  joint  SM,  on  a 
d'où 

Mais  la  snriaoe  du  triangle  SBC  est 

SMXBC_7flv^      tt_7a'v/5 
'       2       "^     6     ■^2"'     12    • 

et,  en  triplant  cette  valeur,  on  a  la  surfine  latérale  de  la  pyra- 
mide SABC 

Si  nous  comparons  cetle  expression  à  la  valeur  (1  )  qui  donne 
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la  base  B  de  la  pyramide,  il  est  aisé  d'en  conclure  qu'on  a 

B        • 

Appelons  donc  S  et  B  la  surface  latérale  et  la  base  de  la  pyramide 
supérieure  SDEF,  qui  est  semblable  à  la  pyramide  donnée;  on 

aura 

S_s_S_--j_- 

Mais  S  —  t  est  la  surface  latérale  du  tronc  de  pyramide,  et 
renoncé  du  problème  porte  que  S  —  s=b.  Le  rapport  qui  pré- 
cède peut  donc  s'écrire 

B  — 6        ' 
ou 


=  1 


B^b  +  h      1  +  7 

ou 

b_l 

B-8' 

Or,  les  bases  des  deux  pyramides  sont  outre  elles  comme  les 
carrés  des  dimensions  homologues  ou  comme  les  carrés  des  hau- 
teurs. On  a  donc 


B~ 
d'où 


B      SÔ^      »' 


—,  _  SO  X7  __  W  X  7  _  7a* 


d'où 

SK 


=«v1' 


dèa  lors  la  distance  x  demandée  s'écrira 

(Voy.  ÂTL4S,  fig.  275.) 
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tnUi.  vol.  SABC  =  *"^ ^ ^" •  Or 


ABC  =  ?^  =  Î^='-^,     SH=V5r3HF; 


4'oà 
donc 

Snbstitiiaiil,  il  vient 

vol.  8ABC  = -g-j  X -j^  = -j5- •     (S.) 

(Voy.  Atlas, /Ig.î75  6tf.} 


CHAPITRE    IX. 


PROBLËME  SUR  LE  SEPTIËME  LIVRE. 


276.  Soient  les  quatre  points  ÂBCD  non  situés  dans  un 
môme  plan;  soit  E  le  centre  de  la  circonférence  déterminée 
par  les  trois  points  ADG,  et  F  le  centre  de  la  circonférence  ABC. 
La  perpendiculaire  EG  élevée  en  E  au  plan  ADC  est  le  lieu  des 
points  également  distants  de  A,  D,  C.  De  môme  la  perpendicu- 
laire FH  au  plan  AfiC  est  le  lieu  des  points  également  distants  de 
A,B,C.  Je  dis  que  ces  deux  perpendiculaires  se  rencontrent.  En 
effet,  menons  FK,  EK  perpendiculaires  à  l'intersection  AC  des 
deux  plans  considérés,  elles  passent  par  le  milieu  K  de  AC  :  donc 
elles  déterminent  un  plan  FKB  perpendiculaire  à  AC  et  par  suite 
aux  plans  ABC  et  ADC  ;  donc  ce  plan  FKE  contient  Fil  et  EG. 
Or  ces  droites  ne  peuvent  être  parallèles,  car  si  elles  l'étaient, 
les  deux  plans  ABC^  ADC  se  confondraient,  et  les  quatre  points 
donnés  seraient  dans  un  même  plan,  ce  qui  est  contre  Tliypothèse. 
Ainsi,  FH  et  EG  sont  dans  un  môme  plan  et  np  sont  pas  paral- 
lèles; donc  elles  se  coupent  en  un  point  0,  centre  de  la  sphère. 
Ce  point  0  étant  unique,  il  n'y  a  qu'une  sphère  qui  puisse  passer 
par  les  quatre  points  considérés.  (  Voy.  Atlas,  fig.  276.) 


PROBLÈMES  SUR  LE   HUITIÈME  LIVRE. 


1°  PROBUMES  SCR  le  CTLINDRE  et  le  CONE. 


377.  L'expression  du  volume  V  dn  cylindre  de  rayon  R  et  de 
biuleur  H  esl 


Ici  l'on  snppose  V  — l,et  H  =  2R;  ddds  aurons  doDC 
i^«R'xaR  =  ï«H', 


»^;/& 


«oit  en  décimëtros,  puisque  nous  prenons  V  en  lilres,  c'est-à-dire 
en  décimètres  cubes, 

378.  Appelons  R  et  r  les  rayons  dee  bases  du  tronc  de  cône, 
h  <a  bautvur,  a  son  spolhème.  Si  nous  menons  AE  parallèle  à  la 
liauteur  par  le  point  A,  nous  aurons 

B  =  B-|-r.        «■  =  A-  +  (R-r)'. 
Éliminant  a,  nous  obtenons 

V^{H  +  r)'-(a-r;'  =  4Hr, 

v/r7^  ;  K. 

En  second  lieu,  la  surface  totale  S  a  pour  eipression 

=  "tR*-)-r'  +  (R+r*"  =  2MRM-'-')+Hr]. 
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et  comme 

on-  voit  qu'en  effet  on  a 

(Voy,  XTLAS,fig.  278.) 

279.  Appelons  H  la  hauteur  du  cône,  R  le  rayon  de  la  base, 
/  la  longueur  de  la  génératrice,  S  la  surface  latérale,  enfin  V  le 
volume;  nous  aurons  les  relations  suivantes  : 

(i)  V=>R^H, 


(2)  /  =  v/Rqnr% 

(3)  S  =  7tR/. 

Éliminant  entre  ces  équations  /  et  H,  il  nous  vient 


S  =  «Ry/R'+^, 


et,  en  remplaçant  R  et  V  par  leurs  valeurs, 

S=3'°q,2970.    (S.) 

280.  La  surface  latérale  du  tronc  de  cône  S  est,  en  appelant 
R  et  r  les  rayons  des  bases  et  /  Tapothème, 

S=:7c(R+r)/; 

mais,  si  h  est  la  hauteur  du  tronc, 


nous  aurons  donc 

S  =  ::  (R  +  r)  \/h'  +  \^\{-  r)\ 

Dans  cette  expression,  remplaçons  les  lettres  par  les  nombres  : 

S=125™q,66.    (S.) 

281.  La  formule  que  nous  emploierons  est  celle  que  nous  ve- 
nons de  donner 

S  =^  t:  ( R  +  r ) V 'h'4-{K-ry ; 
ici 

R      12 

donc 
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et,  rabsUiiuuit  aux  aatres  lettres  les  valeurs  nomériqnes, 

S  =  34-1,223333.    (S.) 

283.  Appelons  x  le  rayon,  nous  devrons  avoir 
Î0«^  =  icx»  *  =  ic  X  «.25  X  Jc'. 


=\/S=^"^^^-  <s) 


283.  Soient  V  le  volume,  H  la  hauteur,  Ret  r  les  deux  rayons, 
nous  aurons 

nous  en  tirons 


r=z i 


(12V-3icR»H) 


2 

Substituant  aux  lettres  leurs  valeurs,  on  trouve,  tout  calcul  ftiit, 
en  rejetant  la  valeur  négative,  qui  ne  peut  avoir  d^nterprétation, 

r=13-,d57.    (S.) 

284.  Appelons  B  la  tNise  cherchée;  le  volume  de  la  sphère  est 

le  volume  du  cône  de  hauteur  |R  sera 

iBXiR=iBR; 
nous  aurons  donc 

iicR*  =  iBR,      d'où      B  =  «icR». 

La  base  du  cône  doit  donc  être  égale  à  huit  fois  le  grand  cer- 
cle de  la  sphère,  c'est-à-dire  que  le  rayon  de  cette  base  doit  être 
double  de  la  diagonale  du  carré  qui  aurait  pour  côté  le  rayon  de 
la  sphère. 

285.  Soient  H  la  hauteur  du  cylindre,  x  le  rayon  de  sa  base, 
R  le  rayon  du  cercle,  dont  la  surface  est  égale  à  la  sur&ce  totale 
du  cylindre,  nous  aurons 

2itx'  +  2«xH  =  iiR% 


f 

X 


H_^     /H'  ,  R' 

=  -2=^V-4+T- 
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La  valeur  négative  est  à  rejeter.  Remplaçant  dans  la  deuxième 
valeur  les  lettres  par  les  nombres,  nous  obtenons 

a;  =  l",40.    (S.) 

286.  Appelons  x  le  diamètre  inconnu  du  cylindre,  R  et  r  les 
rayons  des  bases  des  troncs  de  cône,  nous  devrons  avoir 

x=  =  HR*  +  r'  +  Rr). 

Remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs, 

x'  =  1(0,4^ +  0,22' +  0,1X0,22), 
x  =  0»,3i4.     (S.) 

287.  Appelons  R  le  rayon  de  la  sphère,  son  volume  sera  y  nR'  ; 
appelons  A,  r  et  x  la  hauteur  et  les  rayons  des  bases  du  tronc, 
son  volume  sera  y  ^fc  (r*  +  x'  +  rx)  ;  on  veut  avoir 

i«R3  =  JnA(r»  +  x'  +  rx), 

d'où,  en  remplaçant  les  lettres  par  les  valeurs  numériques  don- 
nées, 

2x^  +  lix-27=:0,     x  =  l",57,    (S.) 

la  valeur  négative  étant  nécessairement  à  rejeter. 

288.  La  surface  latérale  S  du  cylindre  de  rayon  R  et  de  hau- 
teur H  est 

S  =  27rRH. 

En  appelant  e  l'épaisseur  de  la  couche  d'or  que  nous  pouvons 
supposer,  à  cause  de  sa  petitesse,  appliquée  sur  le  cylindre  déve- 
loppé, le  volume  d'or  employé  sera 

289.  Appelons  R  et  r  les  rayons  des  bases  du  tronc  de  cône, 
H  sa  hauteur,  a  son  apothème,  V  son  volume  et  S  sa  surface  laté- 
rale, on  a 

W=  >n(R='  +  r+Rr), 

S^n(R  +  r)a, 
o'  =  (U  — r)'  +  H', 
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d*oik  nùoê  firona 

y      I      H(R'  +  H+Rr^  ^_^ 

280.  Soient  k  la  hauteur  da  cône,  k'^  k'  les  dlalanoei  dee  plans 
sécants  au  sommet,  les  volumes  des  cônes  semblables  seront 
entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs  ;  nous  derrons  dono 
avoir 

*" = ;  *', 

k'*  =  l  h*, 
et  puisque  4  =  82", 

*'  =  56-,855,    (S.) 

it'  =  7i-,633.    (S.) 

291.  Soient  R  et  R'  les  rayons  des  bases  du  tronc  de  cône,  U  sa 
hauteur,  on  aura 

i«H  (R*  +  R'«  +RR')  =  ;  nR'H; 
appelons  K  le  rapport  ^ ,  Téquation  qui  donnera  K  sera 

K'  +  K-;=0, 
K  =  =-1+^=0-, 368.    (S.) 

292.  Soient  R  et  R'  les  rayons  des  bases  des  cylindres  ;  leurs 
surfiices  latérales  seront 

SicRH     et     2icRll'; 

la  sur£M5e  de  la  «phète  de  rayon  A  est  d'aiUeun  4kA\  On  aura 
donc  en  premier  lieu 

2irRH-t-2nR'H'=4icA', 
ou  bien 

(1)  RHfR'H'  =  2A'. 

Il  faut  que  la  somme  des  volumes  des  cylindres  soit  un  mini- 
mum; cette  somme  est 

nR>H+icR'W; 
posons  donc 

(2)  R'H  +  R'»H'=:«i. 

8. 


;?  7'^ 
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Éliminant  R'  entre  les  équations  (1  )  et  (i),  nous  aurons 

j^^4A»Hitv/4m(H'H'-f  HH'^)^16A*HH' 

^TÎP  +  HiF)  • 

Pour  que  le  radical  ne  devienne  pas  imaginaire,  la  plus  petite 
valeur  que  puisse  prendre  m  est 

4A* 

m  = 


C'est  donc  le  minimum  de 

R^H+R'^H'. 
On  obtient  pour  les  valeurs  de  R  et  de  R' 

R  — — ^Al-  — H' 

Les  rayons  des  bases  des  cylindres  doivent  donc  être  égaux.    (  S.) 

293.  Soit  V  le  volume  du  tronc,  S  sa  surface,  x  le  nombre  à 

V 
trouver,  on  aura  «  =  g^-  D'ailleurs  on  sait  que 

S  =  ir(7,25  +  9,48)XBD. 
Or,  dans  le  triangle  BD,  on  a 

BD=v^4,r  +  (9,48~7,25)', 
donc 

8  =  1^(7,25  +  9,48)  V4,3'  +  2,23', 
d'oii  Ton  tire 

a:  =  |3,7.     (S.) 

{Voy.  Atlas,  fig.  293.) 

294.  Soit  H  la  hauteur  du  cône,  et  soient  R  et  r  les  rayons  de 

ses  deux  bases.  Je  pose  -  =  x,  d'où  r  =  Rx.  Le  volume  du  cy- 
lindre sera 

TtR'H; 
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oehii  du  cAiie  sera 

On  aura  donc  réqnatkin 

2«R»H 


oa  bien 
oa  enfin 
d'où 


ÎX-+2X  — 4=0, 

—  1  dbv/5 
x=  - 


En  rejetant  la  yalenr  négative,  on  voit  que  le  rapport  des  rayons 
est  ^ 

~  =  — ^  =  0.3l>6.    (S.) 

295.  En  appelant  x  le  côté  du  tronc  de  cône,  on  a 

31,54  =  i«x  (4,42 +0,64), 
d*oà 

34,54    _y,o|, 

or  on  a  ____^ 

BE  =  v/Bb'  — ED*  =  V'x' -(4,42  —  0,64)», 
d'où 

hauteur  =  v^5.34'  -  0,78'  =  5- ,29.    (S.) 

(  Voy,  Atlas,  fig.  295.) 

290.  Soient  MN  et  PQ  les  traces  des  deux  plans  sécants  sur 
an  plan  SAB  mené  par  l'aie  da  cône.  Les  cônes  SNM ,  SQP,  SAB 
seront  semblables  et  seront  entre  eux  comme  les  cubes  de  leun 
arêtes  homologues  ;  d'ailleun  ils  sont,  d'après  les  données,  pro- 
portionnels aux  nombres  i,  2  et  3.  On  aura  donc 

SNM       4       SD»       ^.^^     en      Q*   «/î 
SÂB=3  =  S(?'     ^^"     SD  =  82^g, 

SOP      2      SE»       .,  ,     „_^,  M  fi 
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On  tire  de  là 

SD  =  56™,855,      (S.) 

SE  =  71",633.      (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  296.) 

297.  Imaginons  le  cône  coupé  par  un  plan  passant  par  son 
axe,  suivant  le  triangle  SAB  ;  soient  FQ  et  RS  les  traces  des 
plans  demandés. 

Désignons  SM  par  x,  SN  par  y,  SE  par  h. 

Si  je  désigne  par  a  la  surface  du  cône  SAB,  celle  du  cône  SPQ 

vaudra  ^ ,  et  celle  du  cône  SRS  vaudra  -^  •  Or  ces  trois  cônes 

étant  semblables,  leurs  surfaces  sont  proportionnelles  aux  carrés 
des  hauteurs.  On  aura  donc 


X*        a 


V'~3a~3' 

Pour  construire  x  et  y,  je  partage  la  hauteur  SE  en  trois  par- 
ties égales  se,  CD  et  DE.  Sur  SE  comme  diamètre  je  décris  une 
demi*circonférence,  j'élève  CFetDG  perpendiculaires  sur  SE;  je 
joins  SF,  FE,  SG,  GE.  Les  deux  triangles  rectangles  SPEet  SGE 
donnent 

SP_SP_Sr_i  SG'  _  SG'  _  SD  _  2 

SE'~"   h'  '~SE"~3*        SE'~   h'   ""SE  ""3* 

On  en  conclut  donc 

SF  =  x,     SG  =  y, 

On  aura  donc  les  points  M  et  N  en  prenant 

SM  =  SF,      SN  =  SG. 

(Voy.  Atlas,  fig.  297.) 

298.  La  figure  étant  symétrique  par  rapport  au  diamètre  GR, 
il  sufQt  d'exprimer  que  le  cylindre  CDNM  égale  le  segment  CAD. 
Mais,  en  désignant  ID  par  y,  on  a,  pour  le  volume  du  cylindre 
CDNM, 


GtOatTRIB.  \A\ 

et,  pour  le  yolmne  da  sogment  CAD. 


donc,  d'après  l'énoncé, 


«.V'x       ux  . 


mais 

Bobstitiiant,  il  vient 

xlîR-x)  (R-x)  =  ^'^^'^^~^^  +  J'; 

chasBant  les  dénominatenra  et  aupprimant  la  solution  x  ==  0, 

6(2R  — x)(R— x)=3x(«R  — x)+x'. 
00,  tontes  réductions  faites, 

2x'  — 6Rx-|-3R'  =  0. 
d'où 

x  = 2^-5 = ^ (S.) 

Le  signe  -f*  ne  peut  convenir,  car  x  ne  peut  dépasser  R  et 
à  fartmi  2 R.  La  seule  solution  est 


X  = 


_R(3-v^) 


2 
D  serait  facile  de  construire  cette  valeur.  {Vay.  Atlas,  fy,  298.  ] 

299.  V  =  i«R'H=iiX^Î»Ô'X2.»  =  *76*»«,625,    (S.) 
P=   VD  =206ki.65i.    (S.) 

300.  Soient  H  la  hauteur  du  cô&e,  R  et  r  les  rayons  de  ses 

f 
deux  bases;  je  pose  »  =  ^j  d*où  r  =  Rx. 

Le  volume  du  cylindre  sera  nRMI. 
Celui  du  cône  sera 

^(R'+RV+R'x)=^(x'  +  x+-i). 


1 

i 
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On  aura  donc  réqaation 

— g— (x'  +  x  +  l)  =  iiR'H, 
ou  bien 

2x'  +  2x  +  2  =  3,     ou  enfin    2x'4-2x— 1  =  0, 

d'où 

^idzv/3 

2        ' 

et,  en  rejetant  la  solution  négative,  on  voit  que  le  rapport  de- 
mandé est 

I  =  =i±*^  =  0.366.    (S.) 

301.  La  figure  représente  une  section  faite  dans  la  sphère  et 
le  cône  par  un  plan  conduit  suivant  Taxe  du  cône.  Appelons  x  la 
hauteur  du  cône  et  S  sa  surface  latérale  ;  on  a 

S  =  7cXCBX0B, 


CB  =  s/l-x',    0B==1,    donc    S  =  v^i— x'. 

De  là  réqualion  

nv^l— x'  =  0,4it. 

Élevant  au  carré»  il  vient 

1— x'  =  0,16,     d'où     x  =  ^/Ôfii=  0^^,916.    (S.) 

(  Voy.  ATLAS,  fig.  30i.) 

302.  Le  volume  de  la  tour  est  évidemment  la  difiîérence  entre 
les  volumes  de  deux  cylindres  de  hauteur  commune  x  et  de 
rayons  R  et  r  ;  on  a  donc 

V=  TcR'x  —  nr'x, 

=  irx(R' -  r)  =  nx(R  —  r)  (R  +  r). 

Ici 

V  =  94.9677,      R-r  =  0,5,      f=l,3, 

d'où 

R  =  l,8    el    R  +  r=3,l. 

On  a  donc 

_       94.9677 

^■"^X0,5X3.r 
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Les  tabi«  de  JogariUunes  donoent 

«  =  iy,503.     (8.) 

303.  Appelons  e  l'arôle  da  cône  donné,  et  R',e'  et  z  le  rayon 
de  base,  l'arête  et  la  hauteur  du  petit  e6ne  SCD. 

La  sarfaee  latérale  du  cône  donné  a  pour  expression  «Re. 

La  surface  totale  du  cône  détaché  par  le  plan  CFD  a  d'ailleurs 
pour  valeur  le  produit  ffR'(a'4'^'}*  On  a  donc  l'égalité 

(i)  nR'(e'  +  R')  =  «Rfl- 

Hais  de  la  similitude  des  triangles  SFD,  SEB  on  tire 

-=_=_,    doù    R'  =  ^    et    .'  =  -j-; 

réqnation  devient  alors 

Multiplions  les  deux  termes  du  second  membre  par  a  —  R,  il 

viendra 

x^  _ft(a-R) 

V  ~    a'  -  R'  ' 

Mais  dans  le  triangle  rectangle  SEB  on  a 

A>  =  a'  -  R% 
d*où  en6n 

(2)  x*  =  a(a-R). 

X  est  alors  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  a  —  R,  et 
il  est  facile  de  construire  cette  longueur,  connaissant  R  et  k. 

Construisons,  en  eflét,  le  triangle  rectangle  SEA  avec  A  et  R 
pour  côtés  de  l'angle  droit;  l'hypoténuse  SA  est  égale  à  a.  Rabat- 
tons la  longueur  AE  =  R  sur  SA  par  un  arc  de  cercle  décrit  du 
point  A  comme  centre  avec  AE  pour  rayon;  la  longueur  SI  sera 
égale  à  a  —  R.  Si  alors  on  décrit  sur  SA  comme  diamètre  une 
demi-circonférence,  et  qu'au  point  I  on  élève  une  perpendicu* 
laire  à  SA  jusqu'à  la  rencontre  de  cette  demi-circonférence  en  L, 
on  obtiendra  la  longueur  x  en  joignant  SL.  En  effet,  le  triangle  SLA 
étant  rectangle  en  A,  on  a 

SL*=:SAXSÏ=-o(a  — R). 
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Rabattant  alors  la  longueur  SL  sur  SE  en  SP,  le  point  F  sera  le 
point  par  lequel  il  faudra  faire  passer  le  plan  pour  satisfaire  aux 
conditions  de  l'énoncé.  Pour  avoir  x  en  fonctions  de  A  et  de  R 
seulement,  il  suffit  de  remplacer,  dans  l'équation  (â),  a  par  sa 

valeur  \/F+l\^  Il  vient  ainsi 

:v'  =  \/W+K'  ( \/k'  +  \V)  —  R. 

(Voy.  Atlas,  fig.  303  et  303  bis.  ) 

304.  Soient  R  et  r  les  rayons  cherchés. 
La  surface  latérale  du  tronc  est  «{R  -|-  r)a. 
Les  surfaces  des  deux  bases  sont  nR'  et  Tcr'. 
La  surface  totale  du  tronc  sera  donc 

^[a(R  +  r)  +  R'  +  r']. 

La  surface  de  la  sphère  ayant  pour  diamètre  a  eStna^, 
On  aura  donc 

7i[a(R  +  r)+R*  +  r'J  =  ::a', 
ou 

(1)  R^  +  H  +  (R  +  r)a.-=.fl^ 

D'ailleurs,  si  Ton  abaisse  CH  perpendiculaire  sur  AB,  on  aura 

(2)  AH=^  R-r=acos60°  =  '^. 

Les  équations  (1)  et  (2)  déterminent  Retr.  On  tire,  en  effet, 
de  l'équation  (2) 

2  ' 
et,  en  reportant  dans  l'équation  (1),  il  vient 


ce  qui  donne 


a'  .  ^   ^       a 


2R>_rtR  +  ^4-2aR--^=:a=, 


ou 

2R'4-aR— -^  =0,    ou    SR^-  iflR  — Sa*  =  0; 
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on  en  tire  

H  = 8 

il  en  résulte 

r  =  R-|^i(-3a±a/ÏÏ). 

n  faut  rejeter  les  valeurs  négatives  qui  ne  conviennent  pas  à 
la  question,  et  il  vient,  en  définitive, 

R=J(v/îï-l)    (S.)      et      r  =  J(/ÏÏ-3).    (S.) 

(Voy.  Atlas,  A^.  304.) 

305.  La  surface  latérale  d'un  tronc  de  cône  a  pour  valeur  la 
demi-somme  des  circonférences  de  ses  bases  multipliée  par  le 
côté  du  tronc.  La  surface  totale  s'obtiendra  en  ajoutant  à  la  sur- 
face latérale  les  surfaces  des  deux  bases.  On  a  donc 

S  =  ii(R  +  r)XI>B  +  iiR'  +  iir'. 
et  comme 

S  =  i5[(R  +  r)v/V+lR-r)'  +  R'  +  »^]- 

Or  on  a  .       ^ 

R  =  2,        r  =  l,        h  =  i\ 

donc  ,     _        . 

S  =  «(3/rn  +  ^  +  *)  =  '^X(3v/l|-5). 

V^  =  l,41421,      3v^  =  4,24263,      3^  +  ti^9,^imi 
it  =  3,14l6;      donc      S  =  3,1416  X9,îi263. 
S  =  29«s0365,  à  0"S0001  près  par  défaut.    (S.  ) 

(Voy.  Atlas, /ijf..305.) 

306.  On  doit  avoir 

on  bien  ^  , 

2x»+2r»  +  2rx  =  3r», 

L.  —  llecueil.  11.  ».  ^ 
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d'où  

Adoptant  la  première  valeur  de  x^  il  vient,  pour  le  rapport 
cherché, 

-= — 5 —  = ^ =  0,36G.    (b.) 

307.  On  a,  pour  la  surface  latérale  et  le  volume  demandés» 
S  =  7rXABXSA,        V=>XÂB'XSB, 
Les  deux  triangles  semblables  SDC  et  ACE  donnent 


d'où 


SD       CD          ,.        Sn            3,5 
n?  =  TU     ou  bien     ■—-=;;— —r, 

th.        Ah  2  iyô  —  6,'0 


SD=:^=l,8i21. 


Donc 

SB  =  SD+DB=13,8iâl. 

Le  triangle  rectangle  ASB  donne 


SA  =  v^AB*  +  SB'  =  8,25. 
On  a.  par  conséquent, 

S  =  71  y  7,3  ^:  8,25     =  189mq,2028,        (S.) 
V  =  >  )C  7,3'  X  3,8i2i  =  21  i™^, 409407.     (S.) 

(Voy.  Atlas,  fig,  307.) 

308.  On  sait  que  le  volume  du  tronc  de  cône  aura  pour 
expression,  si  nous  appelons  y  le  rayon  de  la  base  supérieure  et 
/»  ~  X  sa  hauteur, 

D'autre  part,  le  volume  de  la  sphère  dont  le  diamètre  serait  x 
est  ^irx',  et  par  suite  le  double  de  ce  volume  ^wx'. 
L'équation  du  problème  est  donc 

(1)  ^.^(b  -  X)  {\V  +  \{y  +  y')  =  iT.x\ 

ou,  en  simpliûant, 

{h-  x)^\{'  +  \\y  +  y^)==x\ 
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Pour  éliminer  y,  écri?on8  le  rapport  que  donnent  les  triangles 
semblables  ABC  et  ADO, 

y       X       .,  .  Rx 

En  reportant  cette  valeur  de  y  dans  réquation  (1),  il  vient* 
si  Ton  remarque  que  R'  est  facteur  commun, 

ou,  en  chassant  le  dénominateur  A', 

R'(A  — x)(à»  +  ilx  +  x')  =  Vx*. 

Mais  la  deuxième  parenthèse  du  premier  membre  n'est  autre 
chose  que  le  quotient  eflTectué  de  V  —  x'  par  4  ~  x.  L'égalité 
précédente  peut  donc  s'écrire 

R*{*-x)x'^^^=AV,    d'où    R»(A»  — x»)=:AV, 

et,  après  réduction, 

R'V  =  (V  +  R')x^; 


on  tire  de  là 
d*où  enfin 

RU» 

-       IL    »/      R' 

(S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig,  308.) 

309.  R  étant  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  le  tétraèdre 
régulier,  joignons  son  centre  aux  quatre  sommets.  Nous  forme- 
Tona  ainsi  quatre  pyramides  égales  ayant  pour  hauteur  commune 
le  rayon  de  la  sphère  donnée  et  pour  bases  respectives  les  faces 
du  tétraèdre.  Il  en  résulte  que 

V  =  4(ABCXiR)  =  4(:^.|j, 


ou 


V=.x^V^.|; 


ii8  GÉOMÉTRIE. 

or  le  volume  du  tétraèdre  régulier  en  fonction  de  son  arôte  est 
donné  par  la  formule  V  =  -^  ;  on  a  donc 


X 


\^_.,    7:7     ^        ,r..,      ._4Rv/5 


=  jc'  v/3  • .  - ,     d'où     X  = 


1-2  '3'  /ï 

La  surface  totale  du  tétraèdre  est  égale  à  quatre  fois  Taire 
d'un  triangle  équilatéral  ayant  pour  côlé  x;  donc 

S  =  i^li^yv^  =  l!îBl^V^=8R'.3v/3-2IR't/3.  (S.) 
Le  volume 

Il  faut  remarquer  que  V  =  S  X  i  ^• 

(Voy.  Atlas,  fig,  309.  ) 

310.  Soient  R  le  rayon  AO,  x  la  distance  SC,  y  la  longueur  SD» 
f  le  rayon  DC,  et  a  l'arête  SA. 

L'équation  du  problème  devient,  si  l'on  remarque  que  la  sur- 
face totale  du  cône  SDE  et  la  surface  totale  du  tronc  de  cône 
ont  une  partie  commune  qui  est  le  cercle  de  diamètre  DE, 

iTVf^  =  :iR' +  :t(R -f  r)  (a  —  y), 

ou,  en  supprimant  ?:, 

Mais  les  triangles  semblables  SDC,  SAO  donnent 

r        V        ,,  ,      rtj        r' 


r'a 


et 

Pareillement  on  a 

a  R        ,,  ,.a  — V       R  — r 

-=-,     dou     1  =  — -— 

y  r                     a              \\ 

et 

(3)  a-y  =  -^ , 
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et,  61  Ton  reporte  dans  TéquatioD  (i  )  les  valeurs  de  ry  et  •  —  y 
données  dans  les  équations  (2)  et  (3),  il  vient 

^  =  R'  +  (R  +  r)xi^^ 

et,  après  réduction, 

r'a  =  R*  +  aR'  — ar>, 
ou  enfin 

(4,  r'  =  5:i?±i-\ 

^  ta 

Fout  avoir  maintenant  la  valeur  de  a,  nous  observons  que  l'on  a 


•j 


x»       S()        a'-V       ..  .       ,  «>_R» 

;^  =  -F  =  -R^'     ''°"    x'  =  r'X-Rr-, 

ou,  si  Ton  remplace  r*  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (4), 

^  "  2aR'  "^  ia 

d'^ù 

(Vby.  Atlas, /l^.  310.) 

3ii.  La  surface  totale  du  cône  a  pour  expression 

ir  X  BA  X SB  +  «  ÏÏÂ'  =  «  BA  (SB  +  BA); 

d'autre  part,  le  double  de  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon 
est  R  s'exprime  par  S'kR'.  On  doit  démontrer  que 

(1)  BA(SB  +  BA)  =  8R^ 
Or,  les  triangles  semblables  SCO,  SBA  donnent 

SB  _  SO  _  3  R  _ 

BA^œ""  R  ~    ' 
d'où 

SB  =  3BA. 

Ainsi  l'égalité  (1)  à  vérifier  devient 

(2)  4BÂ'  =  8R*      ou      BÂ'  =  2R»; 
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mais  le  triangle  rectangle  SBA  donne 

SÏÏ'  — BÂ'^SÂ', 
ou  

95Â'-- BÂ'^16R^ 
ou,  après  réduction, 

égalité  conforme  à  l'égalité  (2),  ce  qui  vériQe  bien  l'énoncé. 
(Voy.  Atlas,  fig,  311.) 

312.  La  surface  totale  du  cône  SCE  a  pour  expression 

d'autre  part,  la  surface  do  la  sphère  donnée  étant  4nR',  on  a 

CA  X  se  -f  CÂ'  _ 
4  R^  ~  ^' 

Mais  les  triangles  semblables  SDO,  SCA  donnent 

CASA 

OD~"SU' 

d'où 

SAXOD 
(1)  CA..— g— . 

D'ailleurs  

SI)'  =  SA  X  SB, 

ou,  si  l'on  appelle  z  la  distance  SB, 

donc  l'égalité  (1)  devient,  si  l'on  élève  au  carré  ses  deux  mem* 

bres 

— 3(x  4-2R  y  \^  R'  _  R^2R  +  x) 

(x-|-2H)x      ~  J  ' 

d'où 


(2)  G 


A  =  «V^ 


Calculons  pareillement  SC;  les  mômes  triangles  semblables 
SDO,  SCA  donnent 

SC      CA        ,,  ,      „        i^tvxSO      r.i  vx^  +  ^ 
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et,  en  remplaçant  CA  par  la  valeur  (2)  qae  l'on  vient  d'obtenir» 


(3)  SC  =  (x+R)y/?^±i. 

Cela  posé,  remarquons  qne  Téquation  du  problème  peut  s'écrire 

CA(SC  +  CA)  =  4mR^ 
d*où 

»V^['"+»)v/^+«  v^]=--. 

et,  si  ToD  observe  qu'on  a  entre  crochets  le  facteur  commun 

/2  R  ~j-  X 
4  / — -i--- ,  il  vient,  après  réduction, 

X 

d'où 

(4)  X'  — 4R(m  — I)x4-4R'  =  0. 
Résolvant,  

X  =  2  R  (  m  - 1  )  ifc  v^4  R '  (  m  —  1  )  '  —  4  R*. 

et,  après  simplification, 

x=2R(m  — i  dz/m*  — 2iii). 

• 

Les  deux  racines  sont  positives,  puisque  dans  Téquation  (4)  le 
terme  indépendant  de  x  est  positif;  le  problème  admet  donc  deux 
solutions  pour  une  valeur  donnée  m,  et,  la  hauteur  SA  étant  le 
diamètre  augmenté  de  x,  on  a 

SA  =  2R  (m  it  /m'— 2»ïi). 

La  condition  de  possibilité  du  problème  est  que  la  quantité  sous 
le  radical  eoit  positive.  On  doit  donc  avoir 

m'>2iii      ou      »i5>2. 

Pour  m  =^2,  le  rapport  donné  est  minimum,  et  il  vient 

SA  =  4R, 

c'est4-dîre  que,  de  tous  les  cônes  drconscrits  à  une  sphère  don- 
née, celui  dont  la  surface  totale  est  la  plus  petite  possible  doit 
avoir  une  hauteur  double  du  diamètre  de  la  sphère,  et  cette  sur- 
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face  totale  est  aussi  double  de  celle  de  la  sphère.  {Voy.  Atlas, 
/îflT.  312.) 

313.  Désignant  respectivement  OE,  FE,  AO,  CO'.  00'  par 
X,  y,  2R,  R  et  J^,  on  a,  d'après  renoncé, 

iry'x        ,c(A  ~  j;)(y'4-R'  +  Rf/)  _  nfe(4R'  +  R'  4-2R') 
T"+  3  6 

ou 

2y'x  +  2(A-.T)(t/'  +  R'  +  Ry)  =  7R'A. 

Développant,  il  vient 
2y'x+2Ay*+2R'A4-2R/j2/-2t/'x-2R'x  — 2Rxy=7R'ft 

ou 

2Ay'  +  2R(A  — x)y-2R'x-5R»A  =  0. 

Il  faut  une  relation  entre  x  et  y.  Or  FI  :=  y  —  R,  et  dans  les 
triangles  semblables  CFI,  CAH  on  a 

FI  _  CI  y  — R  _  h  —  x 

Âïï-cïï    ""^    ~TÏ~~"T~' 

d*où,  par  la  composition  des  rapports, 

s 

Substituant  à  y  sa  valeur  dans  l'équation  précédente,  il  vient 

ou  successivement 

2(4A'-4Ax  +  xM+2(2^'-3Ax  +  x')  — 2Ax-5A'  =  0, 
Sh^-Shx  |-2x'-[-4^'  — 6/ix  +  2x'  — 2Ax  — 5A'=rO, 

4x'-16/ix  +  7A'  =  0. 


^-  i  —  4  —         4 

enfin 

X.=:  r • 
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La  racine  x  =  -^  est  à  rejeter,  parce  qu'elle  est  plus  grande 
que  h.  Il  reste  *  =  5  '     (S.)     (  Voy.  Atlas,  fig.  313.) 

314.  On  remarquera  que  les  deux  cdnes  SDE,  A  DE  qui  doivent 
a?oir  m6me  surface  latérale,  ayant  même  base  DE,  doivent  avoir 
même  arête  et,  par  suite,  même  hauteur.  On  a  donc 

SD  =  DA,        SC  =  CA. 

Si  l'on  appelle  R  le  rayon  donné  de  la  sphère,  on  a,  en  écri- 
vant que  ia  tangente  SD  est  moyenne  proportionnelle  entre  la 
sécante  SA  et  sa  partie  extérieure  SB, 

(1)  SD*  =  SAXSB. 
D'ailleurs  le  triangle  rectangle  BDA  donne 

(2)  DS'  =  BAXCA; 

donc,  à  cause  de  l'égalité  des  deux  premiers  membres,  les  équa- 
tions (1)  et  (2)  donnent 

(3)  SAXSB  =  BAXCA. 
Mais  SA  =  SB  -f  2R,  et  puisque 

SB  =  SC  — BC  =  CA  — BC  =  R  +  x-(R  — X), 

on  enfin 

SB  =  2x, 
il  s'ensuit  que 

SA  =  2x  +  2R  =  2;R  +  x). 

Donc  le  premier  membre  de  l'égalité  (3)  doit  s'écrire 

2(R  +  x)2x=l(R+x]x. 

D*autre  part,  BA  X  CA  n'est  autre  chose  que  2R  (R  -|-  x).  Donc 
l'équation  (3)  revient  à 

4(R-f-x>x==2R(R  +  x), 
ou,  après  réduction, 

x=5.   (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig,  314.) 
9. 
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315.  La  surface  de  la  calotte  DÂE  a  pour  expression,  R  étant 
le  rayon  de  la  sphère, 

2iiRXAC  =  2iiRx. 

D*autre  part,  la  surface  latérale  du  cône  EBD  est 

(1)  TcXDCXDB. 

Pour  transformer  ce  produit,  remarquons  que  le  triangle  rec- 
tangle ÂDB  donne 

BD'  =  BA  X  BC  -:=  2R ( 2R  —  X ). 

D'ailleurs  les  cordes  DE,  AB  ont  les  produits  de  leurs  segments 
égaux  entre  eux  ;  donc  on  a 

DCXCE  =  ACXGB,     ou     DC'  =  x(2R  — x). 

Donc  le  produit  (\)iz X  DC X DB,  élevé  au  carré,  devient 

«'  X  x(2R  —  x)  X  2R  (2R  —  x)  =  Tt'2Rx (2R  —  x)^ 

D*après  l'énoncé  du  problème,  cette  expression  est  égale  au 
carré  de  celle  qui  donne  la  surface  de  la  calotte  sphérique. 
c'est-à-dire  à  4îc'R'j:',  d'où  l'équation 

-'  X 2Ux(2R  -  x)^  =  A7:'\Vx\ 
et,  après  simplification, 

(2K  — .r)=-^2Kx, 
après  réduction, 

a;2._  (;r^_^. 4112^0,     d'où    X  =  R(3±:v^). 

La  valeur  de  x  ne  peut  évidemment  être  plus  grande  que  2R, 
diamètre  de  la  sphère  ;  on  devra  donc  rejeter  la  racine  précédée 
du  signe  +>  6t  écrire  enfin 

(  Voy.  Atlas,  fig.  315.) 

316.  Le  volume  du  tronc  de  cône,  dont  nous  appellerons  y  la 
hauteur  CO  et  x  le  rayon  de  base  supérieure  DC,  a  pour  ex- 
pression 

^:t.V(R'+xH-Rx;. 
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IVautre  part,  le  volame  de  la  sphère,  qui  a  pour  diamètre 
OC=y,  a  pour  expression  i«y^. 
L'équation  du  problème  est  donc 

w -"*• 

et,  après  simplification, 

et,  si  Ton  remarque  que  le  triangle  rectangle  DOC  donne 

y'  =  R*-x». 

2(R'  +  x*  +  Rx)  =  m(R*-x»). 
d'où 

(m  +  2)x*-f2Rx—  (»  — 2)R'  =  0 
et 


_->2R±:2Rv/l+m'~4 

Simplifiant  et  rejetant  la  racine  négative  qui  ne  peut  convenir 
à  DC,  il  vient 

x---^(v^'»'-3-i).    (S.) 

Pour  que  la  valeur  de  x  soit  réelle,  il  faut  d'abord  que  Ton 
ait  sous  le  radical  m' ^  3  ;  mais,  comme  x  est  essentiellement 
positif,  il  faut  que  la  parenthèse  donne  aussi 

v/m^^^>l,    ou    m'— 3>i,    ou    m'>4, 

c'est-à-dire  m  ^  2.  Si  m  =  â,  le  rapport  donné  est  minimum,  et 

X  devient  égal  à  j*  (Voy,  Atlas,  fig.  316.) 

317.  Soient  r  le  rayon  de  la  sphère,  et  x  =  DG,  y  =  BÂ  les 
rayons  de  base  du  tronc  de  cône,  a  =  BD  Tarôte  latérale  du 
tronc.  On  a 

surf,  du  tronc  =  «(x-[-y)a4-«(x'4-y*)i 
surf,  de  la  sphère  =  4nr% 
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d'où 

(1)  4^2 =  "*• 

Mais  la  longueur  a  ==  BD  =  BK  -f-  KD  =  x  4-  y»  parce  que  les 
tangentes  issues  d'un  môme  point  à  un  môme  cercle  sont  égales. 
L'équation  (1)  devient  donc 

ou,  après  réduction, 

(2)  a:»+xf/  +  »/^  =  2mr^ 

Enfin  le  triangle  rectangle  BDE  donne 

BD'--DE*  =  BE%    ou     (x +  yy  —  (x  — y)'  =  4r% 
et,  après  réduction, 

(3)  xy  =  r\ 

Additionnant  (2)  et  (3),  il  vient 


(^)       (X -^-y)'  =  2m^*  +  r^    ou    x  +  y  =  r\/'im-{-\. 

Retranchant  deTéquation  (2)  le  triple  de  l'équation  (3).  on  a 

(5)      (X  — y)'  =  2mr'  — 3r*,    ou    x  —  y  =  r\/^m  —  '3, 

d'où,  en  prenant  la  somme  et  la  différence  des  équations  (4) 
et  (5), 

x  =  ^,(v^2ÏH=7+v/2^i'=:3).     (S.) 

î,=5(v/2M=T-ï/i;r:^).  (S.) 

Le  problème  n'est  possible  que  si  l'on  a  sous  le  radical  Sm  >3, 
^3 

3 
Pour  f^  =  âi  1^  rapport  devient  minimum,  et  dans  ce  cas  les 

valeurs  de  x  et  de  y^  qui  deviennent  égales,  se  confondent  avec  r. 
Le  tronc  de  cône  devient  un  cylindre  ayant  pour  hauteur  le  dia- 
mètre de  la  sphère,  et  il  est  facile  de  vérifier  directement  que  le 

3 
rapport  des  deux  surfaces  totales  est  3-  (  Voy,  Atlas,  pg.  317.) 
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318.  Soient  a  >  6,  et  x  la  distance  du  point  S  à  la  base  supé- 
rieure, y  la  distance  SP. 
La  surface  latérale  du  cône  GSD  a  pour  expression  ic6.CS. 
Celle  du  cône  ESK . . . .« a.ES;  d*où  l'équation 

ii6.CS  =  ica.ES; 

et  si  Ton  remarque  que  CS  =  /6'-i-x^    ES  =  v^ôM-y",  il 
vient 

et  en  élevant  au  carré, 

Remplaçant  y*  par  sa  valeur  (*  —  Xy'  =  A*  —  2Ax  -\-  x*,  il  vient 

b*  +  b'z'  =  0*  +  a^h'  — 2o'Ax  +  o»x', 
d'où 

Remarquons   immédiatement  que  le   produit   des   racines 

— ^^^J^a —  a  son  numérateur  et  son  dénominateur  positifs; 

donc  les  racines  sont  de  même  signe.  Leur  somme  vaut  d'ail- 

leurs   i__Li  ;  elle  est  aussi  positive»  et  les  deux  racines  sont 

positives  ;  nous  prendrons  donc  celle  des  deux  valeurs  qui  nouç 
donnera  x  <  A.  On  trouve  en  résolvant 

Faisant  sortir  4  du  radical  et  simplifiant  par  2  haut  et  bas; 
remarquant  d'ailleurs  que  la  quantité  sous  le  radical  devient 
alors 

il  vient 

o'A  ±  v/a'A'6»  — (o^  -  fe>)»(o'  +  6M 

'  = ïcrp ' 

et,  puisque  x  doit  être  moindre  que  h^  on  prendra  le  signe  — 


devant  le  radical,  la  quantilé    , )=   i„f^*  eoQtenanl 

,,..  ,   ,   .          n'        qui  esi  >  1. 
déjà  le  facteur -; n' 

Edûh  il  faut,  pour  que  x  soit  râel,  que  l'on  ait  sous  le  radical 

a=ft-i'Xa'  — È')'(o'-f-t') 

ou  odGd 


(Voy.  Atlas,  fig.  318.) 
319.  On  a,  d'après  l'énoncé, 

surf.SCDIj^  surf.SEKj_2 

surf.SABi      3  surf.  5AI)  S      3* 

Mais  les  cônes  SCD,  SEK,  5AB  étant  semblables,  leurs  surfaces 
atérales  sont  proportionnelles  auï  carrés  des  dimensions  homo- 
logues. On  a  donc  {h  éi^nt  la  bauleur  donnée) 

surf.SCD  =  SM'  =  SU', 
6urf.SAB  =  SÛ'  =  4", 

surr,SEK  =  SN=  =  SN', 
surf.  SAIJ  =  SÛ'  =  A', 

En  comparant  ces  rapports  à  ceux  qui   sont  donnés   par 
l'énoncé,  on  a,  à  cause  des  premiers  membres  semblables, 

^  =  1.     d'où    SM'=^A'    et    SM  =  ^^-, 


.p  =-,     d'où    S.\=;A'    et    SN=^ 
En  elToctuanl  le  calcul  des  racines,  on  trouverait 


S.M=0,ri77;ffl>3.A.    (S.) 
S.N  =  0,8104%0.ft.     (S.) 

<Voj/.Atl*s,  As- 319.1 
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320.  L^équatioD  du  problème  est 


it.CEVAC       m 

ir.CEXCB"    n' 

et,  après  réduction, 

(1) 

AC       m 
CB  "^  Il  * 

Mais  le  triangle  ACB  étant  rectangle  en  C,  les  côtés  de  Tangle 
droit  donnent  la  relation 

M?      AE      R~jc 


Si  donc  on  élève  au  carré  les  deux  membres  de  Téquation  (  1  ),  il 
▼ient 

?-7-*.  =  ^,    d'où    n'R-n«x  =  m'R-L-»»'JC) 

et  enfin 

x~ — -  — j-.      (S.) 

{Voy.  Atlas,  fig.  320.  ) 

Qn  voit  d'ailleurs  que,  la  valeur  de  x  devant  être  positive  et 
plus  petite  que  R,  la  condition  de  possibilité  du  problème  est 
si^m.  Si  n  =  m,  le  rapport  donné  devient  égal  à  Funité,  et  si 
les  cônes  sont  égaux,  dans  ce  cas  le  numérateur  de  x  s'annule,  et 
le  cercle  CD  devient  un  grand  cercle,  ce  qui  est  évident  à  j^rion. 

321.  Là  surface  totale  du  cône  a  pour  expression 

«xy  +  Tix' =  KX  (  y  4"  *  )» 
d'où  l'équation 

ou 

(1)  •     x(y+x)  =  o^ 

D'autre  part,  la  surface  du  triangle  rectangle  SAO,  qui  en- 
gendre le  cône,  vaut 


ï 

> 

•  • 

160 

ou  er 
(2) 

ifin 
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Divisons  membre  à  membre  les  équations  (i)  et  (S),  il  vient 


x[y-{-x)         a'  ' 
réduisant  et  élevant  au  carré, 

y'  —  x'  __  m^ 

simplifiant  par  y-{-z, 

V  —  .r      166*  y  \-x  —  (  1/  —  x)      n* — ifîM 

-|  — ~— r;     0" 1""^ = * —  > 

y  +  x        a'  y  +  x  c*        ' 

ou 

_2 x_  _  g*— 16^;* . 

y  +  x""         a*        ' 
multipliant  membre  à  membre  par  l'équation' (i  ), 

"Ix'ty  +  x)      ra«  — l66Mfl»  a«  — 166' 

et 

V  - 
Mais  l'équation  (  1  )  donne 

a*  +  16/>* 

av^27â'-"-"lG6') 

Multipliant  haut  et  bas  par  le  radical, 

^~       ■      2(ua'  — lO^"^)         "'      ^     -^ 

On  remarquera  que  les  valeurs  de  x  et  y  ne  sont  réelles  que 

si  Ton  a  sous  le  radical  a*  >  1(36*,  ou,  les  quantités  a'  et  b^  étant 

a* 
essentiellement   positives,  c'>46-,  ou  enfin  3- >  26'.  {Vvy. 

Atlas,  fifj.  321.) 
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2«  PROBLÈMES  SUR  LES  VOLUMES  ET  LES  SURFACES 

DE  RÉVOLUTION. 


322.  Abaissons  des  points  C  et  D  des  perpendiculaires  CP,  DQ 
à  AB.  n  est  clair  que  le  volume  Y  engendré  par  le  parallélo- 
gramme ABGD  est  égal  au  volume  engendré  par  PCDQ.  Son 
expression  est  donc 

V  =  icXP*XPQ  =  «CP*XAB. 

Mais  dans  ACP  on  a 

CP  =  CAsinA; 
donc 

V=:icXABXAC*Xsin»A, 

V=4i67«c,083.    (S.) 

{Vny.  Atlas,  fig.  322.) 

S2S.  Le  volume  cherché  Y  est  la  différence  entre  le  tronc  de 
cône  engendré  par  le  trapèze  AOCE  et  la  demi- sphère  engendrée 
par  le  quart  de  cercle  AOC. 

Les  rayons  des  bases  du  tronc  de  cône  sont  évidemment  R  et 
2R  ;  sa  hauteur  est  R  :  donc  son  volume  v  sera 

v  =  iicR(R>+4R»  +  2RVR), 
Le  volnme  v*  de  la  demi«sphère  est 

t;'  =  |iiR»;     donc     V  =  »  —  ©'=  JuR». 

Si  nous  faisons  R  ==  13549*, 

Y  =  i3(«3300000000«c.    (S.) 

(Voy.  Atlas, /î^.  323.) 

324.  La  surface  cherchée  S  se  compose  de  la  zone  engendrée 
par  AP  et  de  la  surface  du  cylindre  engendré  par  PQ. 

surf,  de  la  zone  =2<RH, 

surf,  du  cylindre  =  2ic  X  MP  X  PQ. 
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Mais 

MP  =  v/H(^iH  — H),       PQ  =  2R  — H. 

Nous  aurons  donc 

S  =  2it[RH  +  \/n  ,t\\  —  H/], 
S  =  G7'«q,89.     (S.) 

{Voy.  Atlas,  fig.  324.) 

325.  Dans  la  révolution,  les  figures  ABDE  et  ACDE  engen- 
drent deux  troncs  de  cône.  Le  volume  cherché  V  n'e>t  autre 
chose  que  la  différence  entre  ces  troncs  de  cône  ;  leur  hauteur 

est  celle  du  triangle,  qui  a  pour  valeur  \a\^. 
Les  volumes  des  deux  troncs  sont 

Faisant  la  différence  et  simplifiant,  il  nous  reste 

\  =  ^7:a'\/3.     (S.) 

(Voy.  Atlas,  /ïflr.  323.) 

326.  Représentons  par  R  le  rayon  du  cercle,  par  d  la  dis- 
lance OS,  par  V  et  S  le  volume  et  la  surface  du  cône;  nous 
aurons  

V=:;tiAP*XPS. 

Les  triangles  rectangles  semblables  ASO,  APO  et  ASP  nous 
donnent  les  valeurs  de  AP  et  PS.  savoir  : 


donc 


PS'=i(rf^-R'); 
V  =  i7r!i!i^^î^=:17-™sl.46.     (S.) 


En  second  lieu, 

S  =  î:AP  X  AS  =-  '^ (d'  -  R- )  =  ldq,26G7.     (S.) 
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327.  Le  volume  eagendré  V  est  égal  à  la  somme  des  volumes 
des  cÔDes  droits  engendrés  par  CIÂ  et  CIB  : 

V  =  iicCÏ'X  ÏA  +  JnCÎ'  X  ÏB  =  iic  X  AB  xCi' 

=  i«XABXÂC'sin'A, 

en  faisant 

AB  =  23,215, 

AC  =  21,107, 

A  =  23«'27'30',2, 
V=17ir)-%320.    {S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  327.  ) 

328.  Abaissons  CP  perpendiculaire  sur  AX,  et  désignons  par  « 

l'angle  CAX  : 

a  =  90o  —  BAC  =  SQ'Si'SO'. 

Le  volume  cherché  est  égal  à  la  différence  entre  le  volume  du 
tronc  de  cône  engendré  par  ABCP  et  celui  du  cône  engendré 
par  CAP.  Évaluons  ces  deux  volumes  veiv': 

t;=tiçAP(BA"+CP*+BA.CP). 
Nous  connaissons  BA  ;  d'ailleurs 

AP  =  ACcosa    et    PC  =  AC8ina. 

Effectuant  les  calculs,  nous  trouvons 

v=^30"»e,i3:5. 
Le  volume  du  cône 

t;'=iii.APXCP'  =  ll'"«,r)98; 
et  enfin 

V  =  t;  — 1;'  =  18'ns837.    (S.) 

(Voy,  Atlas, /îflf.  328.) 

329.  Abaissons  AH  perpendiculaire  sur  CB,  puis  Hl  perpendi- 
csulaire  à  xy  ;  nous  aurons,  en  appelant  V  le  volume  cherché, 

V  =  surf.BCXiAll. 
Or 

surf.BC  =  2«HIXBC. 

Appelons  a  le  côté  du  triangle;  il  est  facile  de  s'assurer  que 
Fangie  AHI  est  de  42  degrés.  Dans  le  triangle  AHI  on  a 

HI  =  AH  cos  42^  =  j  a  v/3  cos  42^ 
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Par  suite, 

surf.BC  =  no'v/3cos42'    et    V  =  Jito'cos  12*»; 

faisant  a  =  7",35, 

V  =  463™%508.     (S.) 

(Voy.  Atlas,  pg,  329.) 

330.  Abaissons  des  perpendiculaires  sur  AE  des  points  B,G,  D  ; 
soient  BP,  CQ,  DH.  Le  volume  cherché  V  se  composera  de 

cône  BAP, 
+  tronc  de  cône  CBPQ, 
+  tronc  de  cône  CDHQ, 
—  cône DEH. 

Désignons  par  a  le  côté  du  carré,  et,  remarquant  que  les 
angles  B.4P,  BCQ  sont  égaux  à  60  degrés,  que  l'angle  DCQ  vaut 
30  degrés  ainsi  que  DEH,  et  calculant  les  divers  volumes  par- 
tiels, on  trouve 

V  =  iuo'(3  +  2v/3), 

et  en  faisant  a  =  13'",217, 

V=  11711-^690.     (S.) 

{Voy.  Atlas,  fig,  330.) 

331.  Posons  Ab  =  h,BC  =  b  et  CM  =  rf. 

Le  volume  engendré  par  le  rectangle  ABCD  est  la  différence 
des  volumes  engendrés  par  les  rectangles  ABMN  et  DCHN;  ainsi 


=  fcAX2^(5  +  rf) 


Or  bh  est  la  surface  du  rectangle  el  d  -\-^\2i  dislance  du  centre 
de  gravité  à  Taxe.  (Voy.  Atlas,  fig.  331.) 

332.  Le  trapèze  en  tournant  engendre  un  tronc  de  cône;  le 
demi-cercle  engendre  une  sphère  :  le  volume  cherché  est  la  dif- 
férence entre  les  volumes  de  ce  tronc  de  cône  et  de  cette  sphère. 

Faisons 

AB  =  fl,    BN=^    AM  =  c. 
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Si  nous  désignoBS  par  V  le  volume  que  nous  voulons  exprimer, 

(Voy.  Atlas, /S^.  332.) 

333.  Le  volume  cherché  est  un  cône  droit  à  base  circulaire;  le 
rayon  de  la  base  de  ce  cône  MB  est  égal  à  la  moitié  du  côté  du 

triangle  équilatéral  inscrit,  soit  égal  à  j  OM  v/3.  Quant  à  la  hau- 
teur, nous  aurons 

ÔM'  =  OB  X  OP, 
donc 

0P  =  20M,    et    BP  =  20M  — iOM  =  }OM; 

donc,  en  appelant  V  le  volume  cherché,  nous  aurons 

V  =  ii.Xi  XÔm'X3XIXOM=}ikx5m'; 
faisant  OM  =  20*,  nous  aurons 

V  =  300  «  =  9424,677960.     (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  333.  ) 

334.  Menons  EF  parallèle  à  AB,  le  volume  engendré  par  EMB 
est  égal  à  la  différence  d'un  tronc  de  cône  décrit  par  EFAM  et  du 
cylindre  décrit  par  EFAB;  en  appelant  h  la  hauteur  du  rectangle, 


YOlE^B  =  inbh(  a +^ 


Nous  voyons  ici  une  nouvelle  occasion  de  vériBer  le  théorème 
de  Guldin  ;  le  volume  EMB  est  égal  à  la  surface  génératrice  i  6A, 
multipliée  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité 


'^f^  +  s)' 


de  même 


vol.ENC  =  iii6*ra-^V 
vol.EMB_fl  +  ;6^3o  +  5 

(  Voy.  Atlas,  fig.  334.  ) 
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335.  Le  volume  engendré  est  la  somme  des  volumes  de  deux 
cônes  droits  égaux.  Appelons  R  le  rayon  commun  et  H  la  hau- 
teur, le  volume  cherché  V  sera  égal  à 

V  =  ',  71  R^H  =  }  ::  (X,yO'  -  1 ,2.;')  1 .25  =  12»S271875.     (S.  ) 

336.  Appelons  V  le  volume,  a  le  côté  du  triangle.  Le  volume 
sera  égal  à  la  surface  du  cylindre  décrit  par  MN,  multipliée  par 

;ab. 

surf.MN  =  2::RH  ^  27t X  I  a/3  X  fl  =« «'  V^, 


SAB  =  ti/.'-i=;î^; 


donc 

V  =  i7ra'  =  327"i%55i6.     (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  336.  ) 

337.  Si  Ton  suppose  connu  le  théorème  de  Guldin,  dont  le 
précédent  problème  n'est  qu'un  cas  tout  particulier,  mais  que 
Ton  énonce  :  Le  volume  engendré  par  une  surface  plane  qttelconque 
tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  est  égal  à  la  surface 
décrivante,  multipliée  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  de 
gravité  de  cette  surface^  la  solution  est  des  plus  simples. 

Les  volumes  engendrés  par  les  triangles  ABC,  ADC  seront 
égaux  entre  eux,  parce  que  ces  triangles  ont  des  surfaces  égales 
et  que  leurs  centres  de  gravité  se  trouvent  sur  la  même  paral- 
lèle BD  à  l'axe;  iU  seront  égaux  chacun  à 

>/>V27r.01  =:  \abX-'    ,J^ ,^-0^/;^-   ^ 


va- -[-/>'  \'a'  -^0' 

Les  volumes  décrits  par  les  triangles  ABD,  BDG  seront  la  pre- 
mière moitié  du  second,  parce  que,  les  surfaces  étant  égales,  le 
centre  de  gravité  du  premier  0  est  deux  fois  plus  rapproché  de 
l'axe  que  le  centre  de  gravité  du  deuxième  0'.  Ainsi  le  premier 
vaudra 


1 


a' h' 


'  v'a'  +  b'  ' 
et  le  second 
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car  la  somme  vaut 

2  a»  6» 


AuiTt  démonstration.  Si  nous  supposons  ce  théorème  non  dé- 
montré, abaissons  des  points  B,  C,  D  des  perpendiculaires  à 
Taxe,  savoir  BE,  CRF,  DG;  évaluons  successivement  chacun  des 
quatre  volumes  demandés  : 

1  '  volume  ABC, 
volume  ABC  =  surf.  BC  X  3  AB  ; 

surf.  BC  =  « .  BC  (  BB  +  CF). 

Remarquons  que  CE  est  double  de  BE,  puisque  K  est  le  milieu 
de  CE  ;  or  BE  est  la  hauteur  du  triangle  rectangle  ABD,  dont  les 
côtés  sont  a  et  6;  elle  vaut  donc 

donc    surf.BC  =  3ic 


et  par  suite 

a*4-  b* 
vol.  ABC  =  -^-^. 

On  calculerait  par  les  mêmes  moyens  les  volumes  engendrés 
par  les  autres  triangles;  le  calcul  est,  comme  on  voit,  assez 
long  ;  nous  ne  le  développerons  pas,  puisque  nous  savons  déjà 
quels  seront  les  résultats. 

33S.  La  partie  du  volume  engendrée  par  ADX  est  inutile  à 
considérer,  car  elle  sera  située  tout  entière  à  l'iniérieur  de  celui 
qu'engendrera  ABCX;  occupons-nous  donc  seulement  de  ce  der- 
nier, nous  aurons 

vol. ABCX  =  vol.  ABI  +  vol. BÏH  -  (vol. CKX  +  vol. CKH ). 

vol.ABl  =  ;-T:FrXAI, 

vol.Bm  =  iiçFl'XÏH, 

vol.CKX=:iï5['  XKH, 

vol.CKlI  =  ;CK'  XKII; 

donc  _  

vol.ABCK  =  iK(BrXAH--Œ«XKH). 
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Calculons  les  Viileors  de  BI,  AH,  CK,  XH;  pour  cela,  nous 
aurons 

BI  =  asin60o^iav/3, 

AH  =  ---„  =  2a, 
sinJO 

CK  =  ex  sin  60^  =  1  X  CX  v^, 

HX  =  -^  =  2CX. 

Reste  à  trouver  CX  ; 

CX  =  CD  —  XD  =  a  —  fl  tang30o  =  af\  —  -^\; 

remplaçant  les  lignes  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a,  dans 
vol.  ABCX, 

vol.ABCX  =  TTfl'  P^""^^^  |=C"S63o2t8.    (S.) 

V    6v/3    y 

(Voy,  Atlas,  fig.  338.  ) 

339.  Le  théorème  de  Guldin  nous  donne 

vol.  V  =  surf.  ABCD  X  circ.OA 
(0  étant  le  centre  de  gravité,  c'est-à-dire  le  milieu  de  AC), 


AC  =  V  CB'  +  BA'  =  2,fi  ; 
donc 

V  =  12  X  2îr  X  2,5  .^  60::  =  i8-s8i9555.    (S.) 

Autre  solution.  Le  volume  tolal  est  égal  à  la  somme  des  vo- 
lumes engendrés  par  les  triangles  CB.4  et  CDA  : 

V  =  voI.CBA4-vol.Cn.\, 

V  =  surf.  CB  X  7  BA  +  surf.  CD  X  :'  ^A , 

V  =  7rXCB(CA4-Bn)iBA  +  irXCD(CA  +  DK)X7DA, 

V  =  T:X3(5  +  ^)ix^  +  '^X4(5  +  ^)x5X3, 

(  Vol/,  Atl\s,  fig.  339.  ) 
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340.  Prenons  le  côté  DP  poar  axe  de  rotation;  le  volume  en- 
gendré se  composera  de  trois  parties  :  le  cylindre  engendré  par 
le  rectangle  AfiDE  et  les  volumes  engendrés  par  les  triangles 
BCD,  ÂFE,  qui  sont  égaux  entre  eux. 

i«  Le  volume  engendré  par  ABDE  est  un  cylindre  ayant  pour 

rayon  AE  =  Âfi  v^  et  pour  hauteur  ÂB;  donc  ce  volume  V,  est 
représenté  par 

V,  =  3iiÂfl*. 

2"  Le  volume  engendré  par  BGD  est  égal  à 

surf.  =  BC  X  T  DI. 

La  surface  décrite  par  BC  est  celle  d*un  tronc  de  cône. 

8arf.BC  =  icXBC(BD-|-CH)  =  3iiXBCXCH=;iiXÂB'v^. 

Quant  à  la  hauteur  DI»  le  triangle  DGG  étant  équilatéral» 

DI  =  CH  =  iBD  =  |ABv^; 

donc,  en  appelant  V,  le  volume  engendré  par  BCD, 

doublant  pour  comprendre  le  volume  engendré  par  AEP  et  ajou- 
tant  à  y.  pour  avoir  le  volume  total  V, 

V  =  3itÂ5' + 1  TiÂB*  =  ;  i:  ÂB\ 

SiAB=l-. 

V  =  -;ti  =  14'«J37.    (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  340.  ) 

341.  Menons  EF  parallèle  à  AB  et  désignons  BC  par  k  A. 
!•  V  =  vol.  EBM  =  vol.  AMEF  —  vol.  AFEB, 

vol.AMEF=--y[(a  +  6)»  +  a'  +  a(a  +  !»)], 

vol.AFEB  =  ^Xa'. 
d'où 

V  =  ^[(a  +  6)'+a(a  +  6)-2a']. 

10 
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2-  V'  —  vol.  ENG  =  vol.  FECD  —  vol.  FEND, 
voI.FECD  =  ^Xa', 

vol.FEND  =  ~[(a— 6)»  +  a»  +  a(a— 6)]. 
et  par  suite 

r==^[-2a»-(a-^6)^-a(a-6)]; 

on  en  déduit 

\  _3ab  +  b'_3a  +  b 


(Voy.  Atlas, /S^.  341.) 
342.  On  a 

vol.  ABC  =  vol.  AKF  —  2  vol.  CDF  —  vol.BCDD'; 
or 

vol.AKF  =  -*"^',X'^^ 

2vol.CDF=:?^^^5^^^     vol.BCDD'=,iCD'XDD'; 
or  on  a 

'  4  SJ  4 

KF=DD'  +  2DF  j' 

r,.,  CDXCM  1  v/5        KFr::.l+^-L±lV^. 

on  en  conclut 

^-i7_'^(7-|-iv/^)(3  +  2v/3)_fio+26v/iï)7t 


vol.  AKF  = 


3G  ~  30 


2vol.CDF=^  =  ^, 

i)  36     f   ,.  ,  ii  +  2v/3 


vol.BCDD'=r,i  =  ^^'' 


3t> 

(  Voy.  ATL.VS,  /î^.  342.) 


343.  Le  volume  cherché  est  égal  au  volume  engendré  par  le 
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trapèze  ÂBCD,  moins  le  yolume  engendré  par  le  triangle  rec- 
tangle ADC. 

vo!.ABCD^iitAD(lB'4-DC'  +  ABXDC), 
vol.  ADC   =iitADyDC*. 

D  s'agil  d'abord  de  calculer  ÀD  et  DC.  Or,  dans  le  triangle  ADC, 
on  connaît  lliypoténose  AC  et  Tangle  CAD  =  45"*.  On  a 

AD  =  AC  cosCAD  =  6.co8  «•  -  3  v/2, 
DC  =  AC  sin CAD  =  6. sin  4o«  =  3  y/ï. 
Le  Yolnme  cherché  est 

V=  iitAD(ÂB'  + AB  X  Ï>C)  =  it  v^  (23  + 15  v^), 
V  =  i05-%3â0.    (S.) 

(Voy.  Atlas, /i^.  343.) 

344.  La  surface  latérale  du  tronc  de  cône  engendré  par  le  tra- 
pèze BOCD  tournant  autour  de  CO  est  égale  au  produit  deTapo- 
thème  BD  par  la  demi-somme  des  circonférences  de  base,  savoir: 

Ixî'^XCCD  +  OBlXBD. 

Or 

CD  =  }BO  =  0,75,        B0=l,5, 


BD  =Vbk'  +  DK*  =--  V^CD'  +  C0\        BD  =  1,25. 
La  surface  cherchée  est  donc 

S  =  3,14i6X(0J5X^,50)X^2»  =  8'*»,833730.    (S.) 

(Voy.  Atlas,  /i^.  344.) 

345.  Le  volume  engendré  par  le  secteur  AOB  est  égal  à 

zoneAB/iR, 

zoneAB=:2itRXAC. 

Or  

AC  =  AO  — OC  =  R  -  RcosBOA; 
donc 

voL  cherché  =  -^  (  1  —  cos  SOA  ). 
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Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  volume  cherché  x  est 
x  =  — XO  —  cos53«), 

X  =  2,09M  X  7,3i'  X  (  1  —  0,57357), 
x  =  353'"s968.     (S.) 

{Voy.  Atlas,  fig.  3-13.) 

3i6.  Le  volume  demandé  est  la  différence  entre  le  tronc  de 
cône  engendré  par  le  trapèze  ABCC\ 

^AC'((X''  +  AB'  +  CG'.AB). 

et  le  cône  engendré  par  le  triangle  AGC, 


■^  A  L<  •  LiLi 


Cette  différence  est 


V  =  ^AC'.AB(AB  +  r.C'). 

Posons  AB  =  C,  AC  =  fc,  il  vient 

AC'=bs\n\,      ce  =r  6  ces  A, 


ei  par  suite 


V  =  -!-ftrsinA(c4-  ftcosA), 
tj 


expression  que  Ton  vérifierait  aisément  au  moyen  d'un  des  théo- 
rèmes de  Guldin,  en  considérant  la  médiane  issue  du  sommet  B. 
Avec  les  données  actuelles,  on  trouvera 

V  =  i703933™sl.     (S.) 

{Voy.  Atlas,  fig.  346.) 

347.  Le  volume  V  demandé  se  compose  : 

1"  Des  volumes  engendrés  respectivement  par  les  triangles 
BAF  et  CDE.  Ces  volumes  sont  évidemment  égaux,  et  leur  somme 
a  pour  expression 

(1)  2x  '.BB'Xsurf.AF. 

La  distance  BB'  est  égale  à  l'apothème  OP  de  l'hexagone,  car. 
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dans  le  triangle  BAI,  les  angles  en  A  et  en  B  sont  tous  deux  de 
60*.  Si  donc  AB  =  a,  on  aura 

BB'  =  AA'  =  OP  =  !^; 

d*aillears 

AA'  +  HF 


8urf.AF  =  AFX2it 


v/3  ,  2fli/3      3iiv/5 


=«x«l^+^^  =  ^^^)«'; 


Texpression  (1)  devient  donc 

(2)  ^a\ 

T  Du  cylindre  engendré  par  le  rectangle  BFEC.  Ce  cylindre  a 
pour  volume 

ic.BF'.rE  =  t:x(av^yXfl, 

(3)  =37ta\ 
AjonUnt  (2)  et  (3),  il  vient 

(4)  V  =  f7ta\ 
Ici  a  =  1 ,  et  Ton  trouve 

V  =  i4«sl37167.    (S.) 

On  retrouverait  facilement  Texpression  (4)  au  moyen  de  ce 
théorème  de  Guldin  :  Le  volume  engendré  par  une  aire  plane 
tournant  autour  tTun  axe  situé  dans  son  plan  est  égal  au  pntduit 
de  cette  aire  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gra^ 

vite.  Ici  la  surface  est  celle  de  l'hexagone  ~-  a';  le  rayon  est 

l'apothème  -^  ;  le  produit  est  bien  —-  o'. 

(Voy.  Atlas,  fig,  347.) 

348.  Soit  AB  =  a,  CD  =  6,  DD'  =  CC—  h.  Le  volume  V  en- 
gendré se  compose  : 
1**  Du  cône  engendré  par  le  triangle  AD'D,  I^V.AD'; 
^  Du  cylindre  engendré  par  le  rectangle  CDC'D',  Kik'6; 

10 
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3'  Du  cône  engendré  par  le  triangle  CC'B,  -;  ith^.C'B. 
Ainsi 

V  =  K^^( ^ [-n  =  — (0+26). 

car 

AD'+BC'  =  AB  — D'C'=-o-  h. 

Évaluons  h  Le  triangle  ADB'  donne 

fc^DD'  =  AD.sinA, 

AB'sinB      (a-6sinB) 


AD 


ainsi 


h  = 


sinADC       sin(A  +  B}' 
{a  — 6)  sinA  .sinB 


et  par  suite 


sin(A  +  B) 


3^      '       ^  ^  '  sin^'^A  +  B) 


Les  Tables  de  logarithmes  donnent 

log7r  =  0,4791499 

log(«   [-2//)  =  i,8249390 

21og(a  — 6)  =  2,3(308252 

2logsinA::=T,6o94908 

2  logsinB  =  T,  8876894 

D21ogsin(A  +  B)  =  0,0261708 

CMog3=  1,3228787 

logV  =  3,7791 438 
V  =  6013'»s727. 

Guldin  a  montré  que  le  volume  engendré  par  une  aire  plane 
tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  est  égal  au  produit 
de  celte  aire  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gra- 
vité. Ce  théorème  peut  servir  à  vérifier  la  précédente  expression 
de  V.  En  effet,  d'après  une  formule  établie  dans  tous  les  Traités 
de  Mécanique,  la  distance  du  centre  de  gravité  du  trapèze  ABCD 

à  la  base  AB  =  a  est 

/i_«+2V 

^-3'^    a+TT' 
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alors 

\---=^^hX^^x  =  lh^a  +  ^b),    (S.) 

(Voy,  Atlas,  fig.  348.) 

349.  D'après  le  théorème  de  Galdin,  le  volume  engendré  par 
une  figure  plane  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan 
est  égal  au  produit  de  cette  surface  par  la  circonférence  que  dé- 
crit son  centre  de  gravité.  Or  le  centre  de  gravité  du  rectangle 
est  évidemment  le  point  de  rencontre  des  diagonales. 

On  aura  donc  ici,  pour  le  volume  engendré  par  la  rotation  au- 
tour de  Taxe  DC  =  a, 

V.  =  a6sin9X2icXOP, 

OP  =  -iAA'  =  i68inf; 
donc 

V^=risa6'sin'9, 
de  même 

V^=r  «fca'sin' (180*»  — 9)  =  ««M»'8in*ç; 
par  suite 

ï.--^      (S) 

ou,  si  Ton  veut,  les  volumes  sont  inversement  proportionnels 
aux  longueurs  correspondantes  des  côtés  servant  d'axe  de  rota- 
tion. (  Voy.  Atlas,  fig.  349.) 

350.  Soi 1 0  m  =  o  Tapothème  de  Toctogone  =  -  y  2  +  v^î  i 
surf,  engendrée  par  le  demi-octogone  ACDEB 

=  2iia  X  AB  =  2tio  X 2R  =  4itaR  ; 

vol.  demandé  =  surf.  ACDEB  X  Ç  j 

vol.  demandé  =  4woR X ô=  i i^a^R, 

R    / " 

et,  remplaçant  a  par  sa  valeur  -^  v2  +  v^, 

V-JuRX~(2+v/2):titrR*(2  +  v/2).     (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  350.) 
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351.  Les  côtés  AC  et  BC  engendrent  chacun  la  surface  latérale 
d'un  cône  dont  le  rayon  commun  est  CD  et  les  côtés  a  el  6  ;  on  a 
donc 

surf.AC  =  nCDXft, 
surf.BC  =  7tCDXa; 
ajoutant, 

surf.  AC  +  surf,  BC  =  nCD  (a  +  b), 

CD  =  v/ÂUXltl». 
cl  l'on  a 

AD=^',      BD  =  1'     et     C.-|/aT+*'- 

donc 


ah{a+b) 
^â'  +  b' 
3, me  X  3.2  X  2.3  X  ■'i.-'J 


surf.  AC  + surf.  BC  


(Vuy.  Atlas.  Ay.  351.) 
362,  Soient  6  el  A  la  base  et  la  hauteur  du  triangle  isoscèle, 
C  son  côté  AB  =  AC. 

D'après  l'énoncé,  on  aura  les  équations 

ibk  =  a'.        2:.AC  =  inR=, 

bh^W,        C/.  =  21l': 
mais  on  a  aussi 


Or  on  tire  des  deu:(  preiniorcs  équations 


liluantdans  la  troisiome,  on  a 


(r,.j.  Atlis,  fj.  355.) 
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353.  Soit  AB  =  2R.  La  zone  engendrée  par  l'arc  AC  est 

Z  =  2iiRXAD, 

et  la  surface  latérale  du  c6ne  engendré  par  AC  est 

S=«XCDXAC. 
D'après  Ténoncé,  on  aura 

irX^l>XAC""li* 
OU 

gRXAPm 

CDXAC""»' 
ou  bien  

4R»XAD'      m» 

cd'xâc'""  »'' 

or      

CD'  =  ADXDB    et    ÂC'  =  ABXAD  =  2RXAD; 

en  substituant,  on  aura 

4r'xÂD'         _^R_w' 

XD  X  M  X  2R  X AD^  DB  —  fi»  ' 
d*où  Ton  tire 

DB  =  2RX^- 

(Voy.  Atlas, /î^.  353.) 

354.  Prenons  pour  inconnue  la  projection  AD  =  x  de  la  corde 
AC  sur  le  diamètre  AB.  Le  volume  engendré  par  le  segment  cir- 
culaire AMC  a  pour  expression 

JitÂc'Xjc; 
d'ailleurs  

AC'  =  ABXAD  =  2Rx; 
donc 

vol.  seg.  AMC  =«=  i  ir .  3Rx .  X  =:  ;  ^Rx'. 

Le  volume  de  la  sphère  engendrée  par  le  demi-cercle  AMB  est 

i«R^ 
on  aura  donc 

i1rRx'  =  i.|llR^     ou    x'  =  2R', 

c'est-à-dire 

x  =  Rv/2. 
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On  voit  que  la  projection  de  la  corde  ÂC  est  égale  au  côté  du 
carré  inscrit  dans  le  cercle  considéré.  On  déduit  de  là,  pour  ob- 
tenir la  posiiion  do  la  corde  AC,  la  construction  indiquée  sur  la 
figure.  (Voy.  Atlas,  fig.  35(.) 

355.  Sotvtioa  a'  I.  On  a 

vol.  ABC  ^  vol.  BCDE—  vol.  ABD  —  vol.  ACE  ; 
vol.ABD— vol.ACE; 

vol.ABC^itÂÏÏ'XBC— >Âït'XAD, 
ou  bien 

vol.  ABC  ^  ;  it  AÏÏ'  X  BC  =  2T.AH  ■  BC  ^'  ; 

mais  2ïtAH .  BC  représente  la  surface  engendrée  par  la  base  BC 

du  triangle  ;  donc 

vol.ABC^surf.BCX^- 
Solution  n°  //. 

32l°22'=60'X32l  -i-22'  =  GO'(60X3214-22)  =  11S6920-. 
27-21'!'=  60'  (27  -(-21'  -|-r)  =  60"  (C0X27 +21  -f- 1»  ) 
=  98(61*. 
Le  rapport  demandé  est  donc  égal  à 

9K161 

(Voy.  Atlas,  JSj.  Z'Si 
35B.  On  a  pour  le  volume  ongcndré 

V  :=  i  n  ÂD' .  BD  +  J,  it  .ÎB' .  DC  =  i  T  aU' .  BC  ; 

AD.BC  =  h:, 


t:n  substituant,  il  vient 


-^H,75. 
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On  a,  pour  l'application, 

(Vby.  Atlas,  fig.  356.) 
357.  V  =  surf.  BC  X  4^=  2«AI  X  BCx4'i 


or, 
donc 


V=|icBCxAl'; 

ii'=ÂB»— BÏ*=8t-9=72; 

V=îkX6X72=288h=904-«,780800.    (S.) 


(Voy.  Atlas, /l^.  357.) 
35».  S=2icMKXMN; 


or 
donc 


mk=v^om'— oK'=v/r— i=v/3  ; 


S=2icv/3X2=4v^X«  =  21-^,7650.    (S.) 

(Voy Atlas,  fig.  358.) 

359.  Le  volume  engendré  par  le  parallélogramme  tournant 
autour  du  côté  AB  est  équivalent  au  volume  engendré  par  le 
rectangle  CEDF  tournant  autour  du  même  côté  AB.  11  a  donc 

pour  expression  

irXCE'xCD=V. 

De  même  le  volume  engendré  par  le  parallélogramme  tournant 
autour  du  côté  BD  a  pour  expression 

«xCÏÏ'XAC^  V. 
On  a  donc  le  rapport  demandé 

V^      n  X  Cb'  X  CD  _  CE  X  CE  X  CD» 

V  "^itXCU'XAC     CHXCHXAC 

Or 

CExCD  =  CHxAC; 

d'où 

CE      AC     BD      -.  V       CE     BD      .^  ^ 

ch=cd=Sb-    ^°^    v=ch=âb'    (^-^ 
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Les  volumes  sont  en  raison  inverse  des  côtés  autour  desquels 
s'effectuent  les  rotations.  (  Voy.  Atlas,  fig.  359.) 

360.      vol.  ABCD  =  vol.  LCK  —  vol.  LBA—  vol.  ADK, 
vol.  LCK  =  -J  t:  AC  X  CK  X  CL, 
vol.  LBA  =  1 7t  BM  X  BL  X  AB, 
vol.  ADK  =  ^  ^  DH  X  DK  X  AD, 


AC=\/ad'  +  CD'  =  5, 


23 


ad'      Ifi  ifi      ^ 

«^^^CD^T     CK=.CD  +  DK  =  3  +  ^  =  ^% 


^^=^=V       CL  =  CB  +  BL  =  4  +  ^  =  Ç, 

ADXDK         16  ABXBL        9 

DH=     ,  _      .^^  =  -r,      BM=    /-^—  _  =^* 
VAD'+DK'       ^  VAB'+Bl/       ^ 

Effectuant,  on  a 

V  =  6011  =  188    ,495359.     (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  360.) 

361.  Soitx  la  distance  CO,  y  la  demi-corde  DE.  Le  volume 
engendré  par  le  triangle  DCO  est  celui  d'un  cône;  on  a  donc 

(1)  vol.tr.  DCO=;-nxj/'. 

Le  volume  engendré  par  le  segment  DMAC  a  pour  expression 

(2)  vol.  scgm.  DMAC  =i  n  (R  —  x)^'4-  {  r.y'  {R— x). 

L'équation  du  problème  s'obtient  en  égalant  les  expressions 

(1)  et (2);  on  a  donc 

.>.r^'=i7;(R-x)^  +  .;ui/'(R-xs 
chassant  les  dénomina leurs  et  le  facteur  n , 

2Jy'=(R-TV  +  32/^R-J•). 
Mettant  R — x  en  facteur  dans  le  second  membre, 

(3)  2.iV-  =  (R-x)[(R-x)'  +  3y']. 

et,  si  l'on  remarque  que  le  triangle  rectangle  DCO  donne 

(4)  2/'-=K'-x==(R-x]X(U  +  x). 
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il  yient,  en  divisant  membre  à  membre  les  égalités  (3)  et  (4), 

a^_(R-x')  +  3y'  _  (R-x)'  +  3R'-3x' 

R  +  x      """  R  +  x  ' 

doù 

2x(R  +  x)  =  R»  — 2Rx  +  x«  +  3R»-3x% 

et,  après  réduction  et  simplification , 

x>  +  Rx  — R«  =  0. 
En  résolvant  on  trouve 

R 

*""2      V  4 

La  racine  native  n'étant  pas  admissible,  il  vient 

x  =  |(v/5-l),    (S.) 

c'est-à^ire  que  la  longueur  x  est  moyenne  et  extrême  raison  du 
rayon  donné,  ou,  en  d'autres  termes,  x  est  le  côté  du  décagone 
inscrit.  (  Vay,  Atlas,  fig,  361.) 

362.  Soient  x  et  y  les  deux  côtés  demandés,  s  la  hauteur 
abaissée  sur  Thypoténuse.  Le  volume  engendré  par  la  rotation 
du  triangle  rectangle  autour  de  Thypolénuse  est 

D*autre  part,  le  volume  d'une  sphère  de  rayon  b  est  Jic6%  d*où 
l'équation 

et  après  simplification 

d'où  enfin 

x'  =  —    et    «  =  —  vab, 
a  a 

Le  triangle  rectangle  a  pour  expressiondu  double  de  sa  surface 
a«,  ou  encore  xjf,  d'où  l'équation 

(1)  xy=  ax  =  ^b^âb. 

D'ailleurs  on  a  la  relation 

(2)  x'  +  y'=a\ 

L.  —  AMUeil.  n,  s.  11 
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Les  équations  (1)  et  (2)  donnent,  si  Ton  additionne  le  double 
de  xy  à  X*  4"  y*t 

d*où 


(3)  x  +  y  =  y/a'  +  iii^ab. 

Pareillement,  si  l'on  retranche  de  Téquation  (2)  le  double  de 
réquation(l),  il  vient 

(4)  x-y=\/a'-4b^ 

et,  en  prenant  la  demi-différence  de  ces  mômes  équations, 

y  =  i[)/a'-ib\/^—\Ja^  —  4b\/âb)- 

On  remarquera  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont  symétriques. 
D^ailleurs  les  racines  ne  sont  réelles  que  si  Ton  a 

a*>éb\/âb    ou    a>26v/ï- 

(Vby.  Atlas, /î^.  362.) 

363.  Soit  o  =  DE  le  côté  du  pentagone,  si  Ton  joint  DA,  on 
aura,  en  appelant  G  la  longueur  DA, 

parce  que  c'est  le  côté  du  décagone  inscrit.  Mais  on  sait  que  la 
relation  qui  unit  G  et  a  est  la  suivante: 


C'  =  2r(r-y/r»      !j) 


d'où 

^  R^ 

et,  si  Ton  remplace  G  par  sa  valeur,  il  vient,  après  réduction, 

a  =  ?v/lO-2v/5    et    |=.GD  =  ^^v'lO  -  2  vS- 
Calculons  maintenant 

GA  =  V  UÂ'  —  DC-  =  à/c  —  ^'. 
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Or 

C'=J(6-.2v^)    et    J'=^(l0-2v^j; 
donc 

ou  enfin 

CA  =  j  v^ii  -  6  v/S. 
D'antre  part  on  a 

voI.8egm.AMDC  =  iwCA»+A«CD*XCA 

=  ^{CA«  +  3CD»), 
on,  en  anbetituant, 

voi.=:x5>/n=^[5(H-6v^)+^'(io_2v/g)]; 

R* 
mettant  ^  en  faeteur  et  effectuant, 

ou  en  faisant  pénétrer  J 1  --  3  y/S  soud  le  radical,  et  effectuant 
le  produit,  oo  a 

~  \/4304  - 1920  v^  ; 
amplifiant  par  4,  c'est-à-dire  par  16  sous  le  radical, 
▼ol.  =  ^  y/±m -.  120  v^    (S.) 

(Voy.  Atlas, /ty.  36 î.) 
364.  Soient  KO  =  X  et  KB  =  y ,  on  a 

vo!.GDCEF  =  î„y(R»+x^  f  Rx), 
vol.  GDBF=2irx'y, 
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donc 

vol.  DCE=?-iry(R»4-a;'  +  Rx)— Sirx'y. 

L'équation  du  problème  est  donc 

ou 

i(R»+x'  +  Rx)  =  2x% 

R'  +  x'  +  Rx=:6x'. 
ou  enfin 

5x'  — Rx— R'=0, 

équation  d'où  Ton  tire 

_ R  =ii v/R^4- 20 R''  __R{i±:\/IÏ) 
'^~  10  "~  •       iO 

La  valeur  de  x  doit  être  positive  et  moindre  que  R;  on  doit 
donc  rejeter  la  valeur  donnée  par  la  racine  négative  et  écrire 


X 


=«(^)- 


Effectuant,  on  trouve  approximativement 

x  =  0,5o8R.    (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  36i.) 

365.  Le  volume  engendré  par  le  rectangle  est  égal  à  la  somme 
des  volumes  engendrés  par  les  deux  triangles  BAC  et  BDC;  et 
Ton  sait  que  le  volume  engendré  par  un  de  ces  triangles  s'ob- 
tient en  multipliant  la  surface  que  décrit  le  côté  opposé  à  l'axe 
par  le  tiers  de  la  hauteur  correspondante.  On  a  donc 

vol.  ABCD  =  vol.  ABC  +  vol.  BDC , 

vol.  ABC  =  surf.  AB  X  1-^  =  7c(AI  +  BC)aX  }*• 
vol.  BDC  =  surf.  BD  X  îa.^^lDH  +BC)b  X  ia, 

11 
Faisant  la  somme,  et  mettant  en  facteur  -a6, 

(  i  )  vol.  ABCD  =  r.ab  (AI  +  DU  +  2BC). 

Pour  évaluer  AI  et  DII,  on  remarquera  que  les  triangles  sem* 
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blables  AIC,  BAC  et  CDH  donnent 

AI       b        „  ,       ,.      b' 
r  =  BC'     ^^"      ^^  =  5C' 

DH       a        ,,  ,      -.„       a' 
T=BC'     '^'"     '*"  =  BC- 

L'équation  (1)  devient  donc 

vol.ABCD  =  =  at(>'+'';+^5r:M^ 

or  

donc 

si  Ton  multiplie  haut  et  bas  par  y^o'  -f  6%  il  vient  enfin,  après 

réduction,  

vol.  ABCD  =  nab  y/a^  +  b**     (S.) 

(  Voy.  Atlas,  /î/;.  365.  ) 

366.  Posons  AB  =  y ,  AC  =  x ,  et  soit  z  la  perpendiculaire  AD 
abaissée  sur  Thypoténuse  a. 

On  sait  que  le  volume  engendré  par  ABC  tournant  autour 
de  a  est  égal  à  la  surface  engendrée  par  l'un  des  côtés  x,  mul- 
tiplié par  le  tiers  de  la  hauteur  correspondante  y  :  d'où 

vol.  ABC  =  surf.  XCXr.  =  ^^xh 

Mais»  d'après  l'énoncé,  ce  volume  vaut 

4 

d'où 

(1)  xî/«  =  4R». 

D'ailleurs,  le  double  de  la  surface  du  triangle  est  a  s  ou  xy, 
d'où 

(2)  xy  =  ai, 

et  enfin,  le  triangle  étant  rectangle, 

(3)  x'^y  =  a\ 
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L*équation  (  1  )  donne 

5 


xy 
valeur  qui,  reporlée  dans  l'équation  (2),  fournit  la  relation 

(4)  x*|/'  =  4flR'  ou  ^xy  =  iT{  /ôR 

Ajoutons  et  relranchons  membre  à  membre  (3)  et  (4),  il  vient 

(x  +  yY  =  fl»  +  4R  v/^,      (x  —  î/)»  =  a'  —  4R  \/^\, 
d'où 

Les  solutions  négatives  étant  inadmissibles,  on  a  définiti- 
vement 

X  =r  1  ( y/fl»  +  IR  v/^il)  +  \/a'  -  4R  v^ ,      (S.) 

y  =  1  (  v'^iRv'iHï)  -  vV~4Rv/^R.      (S.) 

Le  problème  n'est  possible  que  si  x  et  y  sont  réels;  d'où  la 
condition 

o'  >  4  R  v''^    ou    rt  >  2R  v^. 

Pour  fl  =  2Rv/5,  le  triangle  devient  isoscèle.  {Voy,  Atlas, 
fig.  366.) 

367.  Le  volume  engendré  par  le  segment  de  cercle  AMB  tour- 
nant autour  du  diamètre  CD  est  égal  à  |  du  cercle  qui  aurait 
pour  rayon  la  corde  AB  du  segment  multiplié  par  la  projection 
A'B'  de  cette  corde  sur  le  diamètre.  (Démonstration  dans  tous 
les  traités  de  Géométrie.  )  (Voy.  Atlas,  fig.  367.) 

368.  Soient  ^  =  El  la  hauteur  du  triangle  CDE,  x  =  ER  la 
hauteur  du  triangle  AEB.  On  a 

(i)  x  +  y  =  +  y==h. 

De  plus,  les  triangles  semblables  CDE,  EAB  donnent 


X      y 
a       6' 


(2) 
d'où 


a       b      a  -\-b      a  -{-  b 


et  enfin 


On  en  tire 
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ak  bh 


^  =  r-T-i^  y  = 


0+6'    '      a  +  b 
8nrf.CDB  =  |,  *'* 


2'     '       2(a+6j 
8urf.AEB=5*     x  =  5 —j-t 

„rf.(C»E+ABB)  =  V^. 

Le  volome  engendré  par  la  rotation  des  deux  triangles  aotoar 
de  AB  s'obtiendra  en  appliquant  le  théorème  de  Guldin.  (Le 
volume  engendré  par  une  surface  plane  tournant  autour  d'un 
axe  est  égal  à  cette  surface  multipliée  par  la  ciroonférenoe  que 
décrit  son  centre  de  gravité.)  Si  donc  on  appelle  6  et  G'  les 
centres  de  gravité  des  deux  triangles, 

vol.  AEB  =  surf.  AEB  X  2  «Gif. 


Mais 


p«-__^KK^_x ah 


3        3      3{a  +  b) 
Donc 

voLAEB  =  ^,^v^v^X2«=      '''^' 


2{a  +  6)^^3(o  +  6)^       ~3(o  +  6)* 
Pareillement 

vol.  CED  =  surf.  CED  X  2«  G'  H. 
Or 

G'H  =  NH-6'N=A«ï=r:*--J^=^l^^ 

3  3(0  +  6)        3(0  +  6)    ' 

donc 

La  somme  de  ces  volumes  est  donnée  par  l'expression 

-^,[a'+b^3»  +  ib)]. 

(Voy.  Atlas, /Sy.  368.) 
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369.  Soient  BC  =  a,  AB  =  x,  AC  =  y. 

Les  volumes  engendrés  par  le  triangle  ABC,  tournant  autour 
de  AB  et  de  AC,  ont  pour  expressions  respectives 

|iry'x    et    iirj/x». 

D*après  Ténoncé  du  problème,  on  a  donc 

ou 

(1)  y'x  =  2yx\ 

A  cette  équation  il  faut  joindre  la  relation 

(2)  x'  +  y'=a\ 

De  (1)  on  tire 

xy  {y  —  2x)  =  0, 

et,  comme  x  et  y  ne  sont  pas  nuls,  il  en  résulte 

y  =  2x. 

Par  suite,  l'équation  (2)  donne 

x'  X  ^^'  =  fl', 
d'où 

2a       2ff  v/5 

(Voy.  Atlas,  fig.  369.) 

370.  Le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC,  en  tournant 
autour  de  l'axe  XY,  est  égal  à  l'excès  de  la  somme  des  deux  troncs 
de  cône  engendrés  par  ABFE  et  AEGG  sur  le  cylindre  qu'en- 
gendre BCGF. 

Observant  que  la  somme  des  deux  troncs  de  cône  est  double 
de  Tun  d'eux,  on  a,  d'après  l'énoncé, 

?^  (ÂË'  +  ÛJ'  4-  AE  +  CG )  —  71  ED'  X  BC  =  i  iia\ 
ou  réduisant 

2DC  (SI'  +  CG'  +  AE  X  CG)  —  3DÊ'  X  BC  =  4a*  ; 
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mais 
BC  =  a,  DC  =  |,  CG  =  «,  AE  =  AD  + DE=  î^  t-x. 

Si  nooB  remplaçons  les  lettres  par  leurs  valeurs,  nous  aurons 

¥[C-#+-)'+''+(^+')]-=-"=*-'. 


OU 


on  encore  ^ 

3a»  + 4a  |/3  X  +  2a  v/3x  =  i6a». 

Résolvant  par  rapport  à  x,  il  vient  définitivement 

13  a*  13a  13  a  v^        ex 

(Foy.  Atlas,  /î^.  370.) 

371.  La  somme  des  volumes  engendrés  par  les  segments  de 
cercle  AMB,  ANC  égale  la  différence  entre  la*  sphère  ayant  BC 
pour  diamètre  et  le  volume  engendré  par  le  triangle  BAC. 

Or  on  a  pour  la  sphère 


ira' 


et  pour  le  volume  BAC 

wx'BD    ,   itx'DC  «ax* 

Donc,  d'après  renoncé, 

75  a*  TCflX'  -      „, 

6  3      —>''"' 

OU,  réductions  faites, 

a^  -2ax'  =  8R*, 
d'où  enfin  ^ 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  qu'on  ait 

a*  — 8R'>0,    d'où    a'>8R*. 

il. 
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Si  nous  extrayons  la  racine  cubique,  il  nous  vient  définitivement 
pour  la  condition  de  possibilité 

o>2R. 

3  est  le  maximum  de  R  ;  la  valeur  correspondante  de  x  est  0. 

(Voy.  kxLks,  fig,  371.) 

372.  Observons  d*abord  que,  Fangle  CAO  étant  égal  à  45^,  les 

points  B  et  G  sont  les  milieux  des  demi-circonférences  AMO 

AND. 

vol.  AMBCN  =  vol.  ANC  —  vol.  AMB; 
mais  

1   AVP       «  AC'X  AO 

vol.  ANC  —   ;; 

O 

et  

1    AMD        '^AB'x  AO' 

vol.  AMB  = -, . 

u 

Or 

A0  =  2i,  AO'  =  a, 

AC'^2Âï3'  =  2.4o'  =  8a-,      Â5' =  2Â(y'  =  2a'; 
subsliiuant,  il  vient 

vol.  ANC  =  — - —  =  -— T-» 

b  «> 


vol.  AMB  = 


n2a'a        «  a^ 


b  3 


d'où 


vol.  AMBCN  =  — ^  =  — o— •     (S.) 

Considérant  le  volume  engendré  par  chacun  des  segments 
ANC,  AMB  comme  la  différence  entre  une  demi-sphère  et  un 
cône,  on  reconnaît  que  ce  volume  est  égal  au  quart  de  la  sphère 
correspondante,  ce  qui  fournit  une  solution  simple.  {Voy.  Atlas, 
/îflf.  372.) 

373.  Le  volume  engendré  par  le  segment  circulaire  AMB  tour 
nant  autour  de  AC  a  pour  expression 

'  T  âb'.  ad. 
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Donc  renoncé  donne 

ou  

2AB'.  A0  =  9R*. 

Soit  a  l'angle  BAD  On  aura  ^ 

AD=  ABcosa, 

et  auBsi,  dans  le  triangle  rectangle  ABC, 

AB  =  2Rcosa, 

d'où  U  résulte 

AD  =  2Rcos'at. 

L'équation  donnée  devient  donc 

2.4R'co8*a.2Rcos'«  =  9R», 

on 

iôil» cos'a  =r  9R"     ou    COS^a  =  Jj, 

oe  qui  donne 

C0S'a  =  7     et     COSarr:^» 

L'angle  a  est  donc  un  angle  de  30«.    (  S.  ) 

(Foy.  Atlas.  /I^.  373.) 
374.  D'après  l'énoncé, 

it  ÂC'.  AI       ic  CB\  BI  _  5  ÀnW 

B r        6        ""8      3' 

ou,  réduisant, 

AC'.  AI  +  Cb'.B1  =  5R», 

soit  « 

AI  =  x,    d'où    BI  =  2R  — X. 

On  a  _ 

AC'  =  2Rx,     BC'  =  2R(iR  — X); 

substituant, 

2Rx>  +  2R(ÎR  — x,*  =  5R*; 

d*où,  toutes  réductions  faites, 

4x»  — 8Rx  +  3R*  =  0; 

d'où  enfin  

4R  ±/<6R*  — 12R'  _^4R=t:2R_  2R  ^^  ^  . 


_Rv/3 
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Lee  racines  sont 

AI  =  5,    (S.)   Ar  =  ^.   (S.) 

Ces  deux  solutions  ne  sont  pas  distinctes, 
rius  simplement: 

Il  résulte  de  l'i^noncé  que  le  volume  engendré  par  Je  triangle 
ACU  est  les  i  du  volume  de  la  spbère.  On  a  donc 

J'oii  immédietemenl 

ff  =  ?i'    et   C,  =  -| 
I  A)  est  le  cOlé  du  triangle  équilatéral  inscrit,  d'où 

(Voy.  Atlas,  ^j.  374.) 

375.  Surface  demandée 
11)  S  =  71(80  +  00)  BD. 

Or 

BO  =  l-'.S, 

CD^i^  =  0",75, 

2  2         ' 

car  les  triangles  semblables  ADC  et  ABO  donnent 
AC      DC_Ap_l 

AU      BU      AU  "  t 
Substituant  dans  l'équation  (i),  il  vient 


S  =  3,1410(1,3  +  0,75)  =  - 
Elloctuant,  on  trouve 


(Koï.  Atl,vs,/Ï3.375.) 
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3«  PROBLÈMES  SUR  LA  SPHÈRE. 


376.  Lorsque  les  deux  observateurs  cessent  de  s*aperoevoir, 
ils  sont  aux  extrémités  d'une  tangente  (yo*  longue  de  12600  mè- 
tres, dont  le  point  de  contact  T  est  le  milieu.  Nous  aurons 

donc 

(yr-O'AXO'B, 

6300'  =  3(2x+3), 
d'où  l'on  tire 

X  =  6614998  mètres.    (S  ) 

(Voy.  Atlas,  fig.  376.) 

377.  On  sait  qu'une  zone  a  pour  mesure  le  produit  de  la  cir- 
conféraice  de  la  sphère  par  sa  hauteur  ;  ici  la  hauteur  de  la  zone 
est  égale  à 

oe  qu'on  voit  en  écrivant  que  le  produit  des  segments  du  dia- 
mètre est  égal  an  carré  de  la  demi-corde  (elle  est  le  sinus  30** 

iR). 
La  surfoce  cherchée  3  sera  donc  égale  à 

S  =  2icRXiR(2— v/3)  =  icR»(2— i/3)  =  8«q,952.    (S.) 

378.  Appelons 

a  la  distance  du  petit  cercle  au  p6Ie, 

R  le  rayon  de  la  sphère  terrestre, 

/  la  longueur  de  la  circonférence  terrestre, 

S  la  surface  de  la  zone. 

Nous  aurons 

S  =  4uR»sin'ia; 


mais 


ce  qui  donne 


*~2^' 

P         1 
S  =  —  sin'^a. 

K  2 
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En  remplaçant  /  et  a  par  leurs  valeurs, 

S  =  21 1204  myriamètres  carrés.    (  S.  ) 

379.  Soit  D  le  diamètre  de  la  sphère;  on  sait  que  les  surfaces 
des  zones  sont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs  :  il  faut  donc  di- 
viser D  en  trois  parties  proportionnelles  à  m,  n  et  p;  en  sorte 
que,  si  y,  x,  z  représentent  les  trois  parties,  nous  aurons 

_  mO 

~~  m-{-n-]-p^ 

nP  • 

"       m-\-n-\-p^ 

380.  Désignons  par  x  la  hauteur  de  la  zone,  par  R  le  rayon 
de  la  sphère  à  laquelle  elle  appartient,  la  surface  de  la  zone  est 

2iTRXx  =  2o'»q,26. 

Le  volume  de  la  sphère  est 

A,ilV  =  403'nc,230. 

De  ces  équations  on  tire 


25,26 
2«R' 


H  =  ^i 


X  'i05.230 
4n 


7t  = '  =  1°J52.     (S.) 

.230 


3/3       405,23 


381.  Soient  S  la  surface  d'une  zone,  H  sa  hauteur  et  R  le  rayon 
de  la  sphère  à  laquelle  elle  appartient  ;  nous  savons  que 

S  =  2irRH, 
d'où 

R=     ' 


2uH 
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Si  donc  on  Teot  calcoler  le  volume  Y  de  la  sphère,  on  sait  que 

i  I     S' 


3  6  15»  11* 

Remplaçant  S  et  H  par  leurs  valeurs  numériques, 

V=l'»c,30l5.    (S.) 

382.  Si  la  corde  AB  a  2  mètres,  elle  est  égale  au  rayon  R; 
c*est  donc  le  côté  de  Thexagone  régulier  inscrit  et  sa  distance  au 
centre  est 

OK  =  i  R  v/3. 

La  surface  engendrée  S  est  celle  d*un  cylindre  ayant  pour 
rayon  la  base  OK  et  pour  hauteur  AB.  Ainsi 

S  =  2irXïR  v^XR  =  «R"v^, 

S  =  4in/3  =  2ii«^,7655.    (S.) 

(  Voy.  Atlas,  fig.  3SL) 

383.  Soient  0  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  R,  OA  un  rayon 
de  cette  sphère,  HP  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  ce 
rayon  ;  trouver  un  point  S  tel  que  la  surface  du  cône  SP  soit 
égale  à  celle  de  la  calotte  AP.  Posons 

SM  =  X. 

La  surfilée  de  la  zone  est  k  R*,  celle  du  cône  est 

«XPMXPS; 

or  PM  est  la  moitié  du  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit. 

PM  =  iR  v/3; 
d'ailleurs 

on  doit  donc  avoir 

4  «R  v/3  X  V^ir+lR5"=  R  RN 
d'où  l'on  tire 


=^«v1 


(S.) 
{Vog.  AiLka,  fig.  383.) 
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384.  Appelons  R  le  rayon  du  cercle,  H  la  hauteur  de  la  zone; 

nous  voulons  avoir 

S  =  2irmi  =  i7cR» 
ou 

H  =  iR. 

Mais  H  n*est  autre  chose  que  DH,  c'est-à-dire  R  —  OH; 

H  =  R  —  011  ^  R  —  R  cos  ;  0. 

Remplaçant  H  par  cette  val  eu  r,  nous  avons 

R(l  —  cos^O)  =  iR, 
cos  i  0  =  J , 

iO  =  41«24'34*, 
0  =  82<»  49'  9".  26.    (  S.  ) 

{Voy.  Atlas,  fig,  384.) 

385.  Soient  h  et  h'  les  distances  des  deux  bases  de  la  zone  au 
centre  de  la  sphère,  r  et  r'  les  rayons  de  ces  cercles,  et  R  le  rayon 
de  la  sphère,  nous  aurons 

Surf,  de  la  zone S=  2uR(V  —  ^)    =  25-1,1327. 

Surf,  de  la  grande  base.  ti  (R^  —  A=)  =  37»q,G991, 

Surf,  de  la  petite  base.  ir  (R'  —  A")  =  21»i,99li. 

386.  La  surface  d'une  sphère  a  pour  expression 

S=:47rR»; 

remplaçant  le  rayon  par  sa  valeur, 

S  =  0»q,5o42.     (S.) 

387.  Appelons  S  la  surface  totale  du  cylindre  circonscrit, 
s  celle  de  la  sphère  et  s'  celle  du  cône  circonscrit. 

Le  cylindre  a  pour  rayon  de  base  le  rayon  R  de  la  sphère  et 
pour  hauteur  2  R  :  donc 

S  =  2/:RX2R  +  27îR'=:6TrR'. 

Le  cône  a  pour  rayon  de  base  Rv/3,  pour  hauteur  3R;  on  a 
donc 

«'^:rXB  v^X2R  v/3  -\- n  X  (R/3)'=9«R'. 

D'ailleurs 

s  —  4irR'. 
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On  Tjtnt  donc  bien  que 

S'  =  it'.    (S.) 

388.  Soient  GID  et  AIB  deux  polygones  pris  dans  les  condi- 
tions sopposées,  noos  aurons 

surf.  AIB  =  2it  X  01  X  2R  =  4«R  X  01, 
surf,  sphère  =  4itR  x  R> 
surf.  CHD=  2icOH  X  CD=  2«R  X  CD  =  4irR  X  CO. 

Or  les  triangles  semblables  OAI,  OCH  donnent 

CO  _0A 

OH  —  01  ' 
c'est-à-dire 

'     R»  =  COXOI; 

donc  on  a  bien  le  résultat  énoncé.  (Voy.  Atlas^  fig.  388.) 

389.  Appelons  Y  le  volume  du  cylindre,  v  et  v'  ceux  de  la  sphère 
et  du  cône  ;  nous  reportant  aux  valeurs  données  pour  les  éléments 
de  ces  corps  au  problème  387,  nous  voyons  que 

V==«R'X2R  =  2icR*, 

v'=\  X  3«R'  X  3R  =  3rR'; 
donc 

y^  =  vv'.    (S.) 

390.  Du  centre  0  de  la  sphère,  abaissons  des  perpendiculaires 
OC  et  OC'  sur  les  plans  MNP,  RMQ;  les  points  C  et  C  seront  les 
centres  des  cercles  MNP,  MQR.  Les  lignes  CM,  CM  seront  donc 
respectivement  perpendiculaires  aux  tangentes  MX,  M  Y. 

Or,  CO  étant  perpendiculaire  au  plan  MNP  et  CM  étant  per- 
pendiculaire sur  MX,  la  ligne  OM  sera  perpendiculaire  sur  MX 
(théorèmes  des  trois  perpendiculaires).  De  môme  OM  sera  per- 
pendiculaire à  MY.  Donc  la  droite  OM  est  perpendiculaire  au 
planMY.  (Voy.  Atlas,  fig.  390.) 

391.  La  surface  d'une  zone  est 

S  =  2iiRH. 


498  GÉOMÉTRIE. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  H  est  la  différence  entre  les  sinus 
de  66»  30'  et  23'  30'. 

I!  =  R  (sin6a°30'  —  8in23o30'). 
On  a  donc 

S  =  27:R*  (sin66*30'  —  sin23»30') 

et  le  rapport  cherché 

^1  =  5  (sin6G'^  30'  —  sin23*  30')  =  0,259iS5.     (S.) 


47iR'        2 

392.  Soit  AOB  Tangle  donné;  le  volume  du  secteur  est  égal 
à  la  surface  de  la  zone 

S  =  2iiRH, 
multipliée  par  j  du  rayon. 

Mais 

H  =  AC  =  OA  —  OC  =  R  -  R  cosAOB  =  R  X  2  sîn'  \  AOB , 

donc 

V  =  32i:  sin'  27o  ]  i'  =  7^^,017.     (S.) 

(Voy.  Atlas,  fig.  392.) 

393.  La  formule  qui  donne  la  surface  d*une  zone  est 

S  =  27tRH, 

dans  laquelle  H  représente  la  hauteur^  R  le  rayon  de  la  sphère; 
pour  calculer  R,  nous  avons 

4o*  =  32(2R  — 32), 
d'où 

„       30  i9 

Ainsi 

S  =  2 it  X  ^  X  32  =  TT  X  30 i9  =  9378«'»q,7384.     (S.  ) 

394.  Soient  R  et  r  les  rayons  des  deux  sphères,  nous  aurons 

R  — r=lJ3. 
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Mais 


R=rr+I,75, 


i,(3r»-f- 5,25  n  + 3,0625)=    ^^ 


d'où 

r=r  0.497.    (S.) 

R=2,2i7.     (S.) 

305.  Le  rayon  da  parallèle  de  49*50'  est  égal  au  rayon  de  It 
Terre,  multiplié  par  co848*50';  le  parallèle  entier  vaut  donc 

40000000  X  co848o50', 

et  Tare  de  3*36'  de  ce  parallèle  vaut  donc 

40000000  X  cos48«  50'  X  |~;  =  263306-.    (S.) 

396.  Soit  X  la  hauteur  cherchée  et  y  le  rayon  de  la  base  du 
cône.  La  sur&ce  de  la  sphère 

S=4nR»=4«. 

La  surface  du  cône 


On  a  donc 
d^ailleurs 
d'où  l'on  tire 


S'  =  2ityx5  =  «3 


jc  =  0,916.    (S.) 
y  =  0,4.        (S.) 


397.  Soit  a  l'angle  cherché,  le  volume  du  secteur,  en  appelant 
H  la  hauteur  de  la  lone,  est 

V  =  }kR*H; 
mais,  comme  au  problème  précédent, 

H  =  2R6in'jot. 


Egalant  diinc  le  volume  du  secteur  au  quart  de  la  sphère,  soit 
à  j-R',  nous  aurons 


a      4 
S""  5  =  ^' 
1  =  30°, 
0  =  60°.     (S.) 
39B.  Soient  AB,  CD  les  deux  plans  sécants.  Il  s'agit  do  dôler- 
minpr  la  dislanca  EO  =  j;  de  l'un  d'eui  au  ctntre. 
D'après  l'énoncé ,      , 

2-AE'=^2;tREF. 
Or 

AE'  =  U'-.r'     a     F.V=ix; 
siib>liluant,  il  vieiil 

<\'iiù  successive  me  ni 

x'-1-2Uj  — R'  =  0. 

r  ^  -  R  it:  v'iF^'  -=  —  R  ±  R  v^. 
La  racine  néyalivo  doit  ôlre  rejelée.  Il  resio 

r  =  R[v'':î_L). 
l'.iinslrttition  génmélriqiu.  —  Mener  deux  diamètres  perpendi- 
culiiires  MN,  I\i.  joindre  PN  et  rahatlre  PN  en  PF.  On  a 

OI''=^PN-I>0--.-U\-J-R^lt(v/î— l)  =  ar.     (S.) 
l  Voy.  Atl.\s,  tig.Z'J%.) 
399.  D&iynons  par  X  le  dianièlrc  de  la  sphère,  on  a 


'hm^ 
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D'après  cela,  l'équation  du  problème  est 


U<i-)    ~3, 


141G  X  10,474* 

De  cette  équation  on  tire,  au  moyen  des  logarithmes,  la  va- 

X 

leur  Y^Q  rayon  de  la  sphère;  ce  rayon  est  x  =  (H", 18.  (S.) 

400.  A0  =  C0=R=7-; 
mû  =  5-,  tiO  =  3"; 
Am  =  x,  x'=R»  — mO'; 
Cji  =  y,  y»  =  R>  — iïÔ'; 
mn  =  *  =  2". 

La  surface  de  la  zone  étant  2  it  R  ^  »  on  aura,  en  remplaçant  R 
par  7  et  A  par  2, 

snrf.  zone  =  2icRib  =  2«  X  7  X2  =  28«  =  87-q,9648. 
La  petite  base  est  ic  (7'  —  5')  =  24ic  =  75"<i,3984. 
La  grande  base  =  «  (7»  —  3*)  =  40 «  =  i23™<i,6640. 

Le  volume  du  segment  sphérique  est 

i     .,      Kz^h  +  ity^h 
Q^h^+ ^ 

En  poBant  &  =  2,  et  remplaçant  r  x'  et  ic  y^  par  les  valeurs 
trouvées  plus  haut,  on  a 

segm.  sph.  =  4«c  J888  +  75«ic,3984  +  123»s6e40, 

vol.  segm.  sph.  =  20S»c,25i2.    (S.) 

(Vby.  Atlas, /Iflf.  400). 

401.  La  surface  d'une  zone  s'obtient  en  multipliant  la  hauteur 

de  cette  zone  parla  circonférence  d*un  grand  cercle;  tout  se 

réduit  donc  à  chercher  la  hauteur  IP  de  cette  zone.  Or,  le  point  I 

étant  le  milieu  de  l'arc  CC,  Cl  est  bissectrice  de  l'angle  PGA.  On 

a  donc  * 

IP       CP 
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Mais  les  triangles  semblables  CPÀ,  COA  donnent 

(2)  ^  =  9^. 

^    ^  CA       OA 

La  comparaison  de  (1  )  et  (2)  donne 

IP_OC 

lA  "■  OA  ' 
d'où 

L'expression  de  la  surface  de  la  zone  sera  donc 

0 

2itRXIP^27cR»g-iL-    (S.) 

(Voy.  Atlas, /î^.  401.) 

402.  Le  volume  du  segment  sphérique  à  une  base  ADBC  a  pour 
mesure 

j  7c  Âd'  X  CD  +  1  u  cD' 
ou 

{71  CD  {n*+icD='). 

Or 

M'  =  CDXC'D  =  5X^  =  ^'. 
De  là 


„      1     R/3R'  .   t      R^ 

V    =  -Tl    — 

2     2 


ou 

V=AnR', 

R=10; 
donc 

R3=1000; 
donc 

V  =  654n>c,498.    (S.) 

(Vby.  Atlas,  /f^.  402.) 

403.  lo  En  désignant  respectivement  par  S,  hj  r  la  surface 
d'une  zone,  sa  hauteur  et  le  rayon  de  la  sphère  à  laquelle  elle  ap- 
partient, on  a 

S  =  2î:rA,     d'où      r  =  — 1-.. 
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Le  Tolume  de  la  sphère  ayant  pour  expression 
on  anra  ici 

Pour  S  =  2",  A  =  0,4,  on  trouve 

V  =  2-Sil0858    (S.) 

2*  L^expression  du  volume  d'un  segment  sphérique  à  une  base 
peot  se  mettre  aisément  sous  la  forme  (RouchA  et  Gombuocssb, 
Géonârte,t.n.p.511) 

V  =  .*'(r-*). 
S 


Id 


on  aura  donc 


2icA 


^=2-— F' 


Pour  S  =  2-,  A'=  0",  4;  on  obtient 

V  =  0«s332979.     (S.) 

404.  Soient  AB  le  petit  cercle  donné,  P  et  F  ses  deux  pôles. 
Appelons  V  et  V  les  volumes  respectifs  des  deux  cônes  dont 
les  sommets  sont  en  P  et  P',  et  R  le  rayon  de  la  sphère. 
On  a  _ 

V  =  iicAO'XPO, 

V'  =  iieAO'XP'0. 

Le  volume  de  la  sphère  étant  |  nR',  on  a,  en  désignant  par  m 
et  n  les  deux  rapports  cherchés, 

_  jic  ÂÔ'  X PO  _'a5'  X  PO 
•""jicR*             ■"      4R* 
et  •  _  

_  \n  AO'  X  P'Q  _  AO'  X  P'Q 
"""       4iiR'        ""       4U» 

Les  deux  parties  dans  lesquelles  le  petit  cercle  donné  divise  la 
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surface  do  la  sphère  sont  deux  zones  qui  ont  respectivement  pour 

surfaces 

SttRXPO    et    âTrRXP'O. 
On  a  donc 

27rRXPO_i       ^,  .      PO  _  i. 
riKKXPO  —  a'         "     PO       3' 
et  par  suite 

PO =5  ot   P'o=^- 

D'ailleurs  un  théorème  connu  du  troisième  Livre  donne 

ÂÔ' =  PO  X  P'O  =  2^'. 

On  aura  donc 

3R^       R       3R^ 

_    4    ^2  _    8    _  3  __  3 

*"—      4R'  4  H*       32        2* 

et 

3R^       3R       9R^ 

4^2_8_9_3' 
'»—        4K^        ""  411^""  32  ~"  2*' 

Remarque.  La  somme  des  volumes  des  deux  cônes  est  les  l  du 
volume  de  la  sphère.  (  Voij.  Atlvs,  fig.  404.) 

405.  Données: 

0A  =  0F  =  0D  =  7",  OC  =  3-,  0B=3^ 

zone  ED  =  2  71  Rli  =  2  :r  X  OA  X  BG  =  2:r  X  '''"  X  2" 

=  7:X28'"<i  =  87«»q,9Gij9l.    (S.) 

cercle  CD  =  ti  CD'  ^  tc  (ÛD'  —  Oc"')  =  ir  (?'  —  3=)  =  -  (  49  —  0) 
=  ^  X  iO"q  =  3,lilo92(>5...  X  40  =  I25""i,r)(>370(î. 

cercle  BF  =  :xÏÏF'  =:r  (oF'  —  Ôb')  z=ii{V  —  5^ 
=  7:(i9  — 2r)J=znX2in'q  =  3,Jiij92Go...X2i»'ï  =  7o«q398223. 

vol.  segment  =  ^  :rBG  (  cU'  +  ÏÏF')  +  i  -BC^ 

=  i  7C  (40  +  -2i)  2  +  :  71  X  8  =  '^  X  04  +  î^  =  6><=  i  X  ^ 
(îl>c,7.v2l<)9J03 


I  !»6 
3 


7z  =  ' =  205mc,250720034.    (  S.  ) 
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Pour  ce  dernier  calcul,  on  est  obligé  de  prendre 

n  =  3,141592653589.... 

(  Voy.  Atlas,  fig.  405.  ) 

406.  Soit  R  le  rayon  de  la  sphère  et  01  =  x.  On  aura  la  valeur 
du  segment 

ACB  =  iicîc'  4-  |«iB*  X  IC 

=  iit(R  -  X)'  +  jic  (R>  -«0  (R  -  X) 
Volume  du  cône 

ADB  =  i  it  (R' —  «')  (R  +  jc). 

On  a  alors  Téquation 

.«(R-X)^+.«(R>-X')(R-X; 

=  }n(R»~X»)(R+x) 
OU 

(R  — X)»  +  3  (R'  — x')  (R  -X) 
=  2(R»  — x»)(R4-x). 

Divisant  tous  les  termes  par  R  —  x ,  effectuant  les  calculs  et 
réduisant,  on  trouve 

2x»  +  3Rx-R'  =  0. 
Résolvant, 

4  4 

=  JX(-3±4,12)=J(1,12); 

La  valeur  négative  doit  être  rejetée.  On  trouve  ainsi 

x=RX0,28  =  0-,28,    (S.) 
en  faisant  R  =  1".  (  Voy.  Atlas,  fig.  406.  ) 

407.  Désignant  par  R  le  rayon  de  la  Terre,  on  a  pour  la  sur- 
face S  demandée 

S  =  27cR.OH; 
mais  ^ 

Rv/2. 


OH  =  OD  cos  HOD  =  R  cos  45»  =     ^ 


12 
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remplaçant  OH  par  cette  valeur,  il  vient 


d'autre  part,  d'après  l'énoncé, 


■       B.  10000(1000  y-'^  _  4000000[)0v/â, 

eiïectuant  les  calcule,  on  trouve 

S  =  18006:j30l)k-i 
par  encès,  à  moins  d'une  unité  de  l'ordre  du  dernier  chiffre  si- 
gniflcatif.  {Voij.  Atlas,  fig.  i07.) 
4aS.  Un  a 

d'où 

C11  =  0C  — OH  =  i. 
Or  on  a 

surf,  /one  ABDE^^  an  r  X  t^'I  ^  Sï""  X  I- 
Mais  r,  lo  rayon  de  la  sphère,  vaut  (.  Donc  on  a 

zone  =  2  X  3. Ul  j'J  X  '  =  2j="i ,l327i.     (S. ) 
Les  deux  cercles  de  base  ont  pour  expression 

TiÂÏ;'    cl    ttUïÏ'. 
Mais  les  Iriangles  reclangles  ACO,  DHO  donnent 
ÂC'^r=  — C0'=  16-9=7, 

ÏÏÏÏ'  =  r'  —  ÏÏÛ'  =  Ifl  -  (  :^  15, 
Donc 

cercle  AB^3,lilS9X  7^  aHq.'JUlta,      [S.) 
cercle  DE  =  3,i4l59X  12  =  37""i,69908.     (S.) 

(Voy.  Aths, /ij.  408.) 
i09.  Soit  a  l'arête  du  cube,  R  le  rayon  de  la  sphère. 
On. sait  que  dans  un  imralli^iépipèdc  rectangle  le  carréda  la 
diagonale  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  trois  arêtes. 
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On  a  donc  

ad^  =  ab'+bc'+co' 

ou 

Mais  le  volame  de  la  sphère  vaut 

subsUtnanl  aux  lettres  les  valears  numériques 

{Voy.  Atlas,  fig.  409.) 
410.  La  snrface  totale  du  cône  SFG  a  pour  expression 

ic.OF.SF  +  itÔF*. 
On  anra  donc 

K.OF.SF  +  îi(JF'  =  ita*. 
Soit  05  =  je;  les  triangles  SOD  et  SOF  semblables  donnent 

x^_  F^_sn 

SF^OF""  X  ' 


D'ailleurs 
Par  conséquent 

On  en  déduit 

et 


SD'  =  x«  -r  K\ 

4 

x\_  R'       jc^  —  R» 
SF'^OF'^      X' 

SF'  =  -^'' 


X»  — R 


OF*  =  ~ 


X'  — K' 
Donc 

^R X x^    '  R'x*    _    , 

l^x*  —  R'       v^Çî^Tri  +  X»  —  R»  ""  ^ 

c'est-à-dire 

Rx^  R'x'   _    , 

X'— R»*^x'  — R*""*  • 
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Il  en  résulte 

Rx*  (x  +  R)  =  o'(x^--R»), 

ou,  en  supprimant  la  solution  x  =  —  R,  qui  ne  saurait  convenir  à 

la  question,  il  vient 

Rx'=ra'(x  — R), 
et  enfin 

Rx'  — a'x  +  a'R  =  0, 
d'où  

o»  ±  y/a'  —  4flMi'  _  fl^  di:  a  y/g»  —  jR'  ^ 
^■^  2R  "■  2R 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  qu'on  ait 

a'— iR'>0     ou     7rri^>  i7IR^ 

La  surface  du  cercle  donné  doit  donc  être  supérieure  à  la  sur- 
face totale  de  la  sphère  de  rayon  R.  Son  minimum  est  cette  sur- 
face même,  et  l'on  a  dans  ce  cas 


x.= 


a' 


Dans  le  cas  général,  il  y  a  deux  solutions  qui  sont  toutes  deux 
admis.^'ibles  et  qui  sont  équidistantes  de  la  solution  correspon- 
dant au  minimum.  Celle-ci  se  construit  facilement  en  prenant  la 
corde  AI  =  a  et  abaissant  la  perpendiculaire  IP  sur  AB;  on  a 
ainsi  

Al'    ou  *rt^:=2RXAP; 
donc 


a' 


AP-Tj^-x.     (S.) 

(Voi/.  Atlas,  fig.  110.) 
411.  Désignant  AC  par  x  et  DG  par  y,  on  a,  d'après  l'énoncé 

27;Rx  =  :rf/  .DR; 

mais,  dans  le  triangle  rectangle  ADR, 


Dir=v^2K(-2R  — j) 
et  

y=ryJx{^l\K  -X); 
substituant, 


2R.c^-  yxpîK  — X)  2R  r-H  — ix^M^-l^-i'  ^^R  — -rr'. 
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Élevant  an  carré 

4R»x-  — 2Rx(2R~x)'; 

simplifiant  et  déve]op|>ant , 

2Rjc=(2R— «)'  =  4R»  — 4Rx^-x^ 
d*où 

a;»— 6Rx4-4R'  =  0, 
d'où  enfin  

x  =  3Rd=/9R'  — 4R'=r3R±Rv/5. 

Le  signe  4~  ^^>^  ^^  rejeté,  parce  que  z  ne  peut  surpasser  le 
rayon.  Donc 

x  =  R(3  — v^).     (S.) 

(Vay.  Atlas,  /S^.  411.) 

412.  Le  Yotume  du  segment  DAE  a  pour  expression,  en  dési- 
gnant AC  par  X, 

.  ,.r»(3R-x). 

Celui  du  secteur  spbérique  DOB  a  de  môme  pour  expression 

f  nR'x. 
On  aura  donc,  d'après  renoncé, 

iitx'(3R--x) 

c'est-à-dire 

x(3R  — x) 

— •  =  n 

on  enfin 

x'  -3Rx+2mR»  =  0. 
On  en  tire 

3R±v/9R'-8wH'      R  (3^/9 --8m)       ,^  . 
x  = = (S.) 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  les  racines 
soient  réelles,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  m  <  |.  Ce  rapport  est 
donc  le  plus  grand  possible ,  et  pour  la  valeur  m  =  {  on  a 

-  15 

Cela  posé,  pour  que  les  deux  racines,  qui  sont  positives,  soient 

12. 


=  m. 
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admissibles,  il  faut  que  la  valeur  de  la  plus  grande  Boît  inférieure 
à  2R,  ce  qui  donne  la  condition 


3  +  v/9  — 8m 


2 
OU  enfin 


2    OU    3+v/9  — 8m<4, 


v/y  — 8m<i    et    9— 8m<i, 

ce  qui  donne  m>  1. 

Donc,  pour  qu'il  y  ait  deux  solutions  de  la  question^  il  faut  et 
il  suffît  que  m  soit  compris  entre  f  et  1.  Si  m  est  >  |  il  n'y  a 
plus  de  solution  réelle  et  si  m  est  <  1,  il  n'y  a  qu'une  solution 
admissible.  (  Voy.  Atlas,  fig,  412.) 
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413.  Le  volume  engendré  par  le  segment  ÀMD  a  pour  expres- 
sion   

uÂIf  XAC 

■  • 

Le  volume  engendré  par  le  triangle  CBD  est 

«DC^X^BC 

D'après  l'énoncé, 

71  Âd'  X  AC      n  DC'  X  BC 

6 = 6 ' 

soit  AC  =  X.  On  a 

Âi)'  =  2Rx,  DC'  =  j(2R-x). 

Substituant,  il  vient 

2Rj:'  =  .t(2R  — x)*. 

X  =  0  satisfait  à  l'équation.  Supprimant  cette  solution, 

2R  X  =  (2R  —  jc  )'  =  4  R»  —  4R  X  +  x', 
d'où 

x'  — 6Rx+4R^  =  0, 
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d'où  enfin  

X  =  3 R  ±  /9 R'  —  4 R'  =  3R  ±  R  v/5. 

On  doit  avoir  x  <  2  R  et  a  fortiori  x  <  3R.  Le  signe  —  con- 
vient donc  seul  définitivement. 

x  =  R(3  — v^).     (S.) 

(Foy.  Atlas, /Iflf.  413.) 
414.  On  a  _ 

icAD'XAC 


vol.  AMD  = 


6 


vol.  DNB  =  ^B^'+BC 

6 

D'après  l'énoncé , 

nAD'XAC.6_i 

ic.6.BD'XBC~"4' 
mais,  d'après  un  théorème  connn, 

Id'_  AC 

donc  

AC*      i        ..  .      AC       i 

,=rr  =  7  ï       d  OÙ       5p  =  S  • 

BC        *  BC       2 

Désignant  AC  par  x,  il  vient 

X  1 


d'où 


d'où  enfin 


2R  — «      2' 

JL  — ^ 
2R""3' 

2R         ^  ^ 


(Voy.  Atlas,  fig.  414.  ) 


*"•  vol.AMC  =  ^^^el:^, 


,o,.CDN=«-^5^<l? 
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On  a  donc,  en  appelant  K  le  rapport  cherché, 

^      vol.  AMC      ir  ÂC'  X  AE  X  6      ÂC'  X  AE 
K.  — 


mais 


d'où 


416. 


vol.  CND  6.  n  CD'  X  EF      CD'  X  EF  ' 

AC  =  R,  AE  =  |,  CD  =  R.  EF  =  R, 

2XR'XR~2'     ^^ 

(Voy,  Atlas,  fiy.  4i5.  ) 

1   Knu      ^  ÂÔ-X  OH 
vol.  AOH  = K ' 


vo..EHD  =  !L^Î^, 
d'où,  par  le  rapport  K  demandé, 

""    3:iËD'XKU    ' 
mais 

A0  =  R,ED=2      et     _  =  _^^=:2; 

2 
donc 

k  =  ^^  =  S.     (S.) 

T 

{Voy.  Atlas,  /î^f.  416.) 

Remarque,  Ce  résultat  s'aperçoit  immédiatement,  caria  base 
du  cône  engendré  par  AOH  est  quatre  fois  celle  du  cône  qu'en- 
gendre le  triangle  EIID,  puisque  AO  =  2ED,  et,  d'autre  pari,  la 
hauteur  HO  du  premier  cône  est  double  de  la  hauteur  Eli  du  se- 
cond. Donc  le  cône  AOH  est  huit  fois  le  cône  EHD. 


FIN. 
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Nous  croyons  devoir  donner,  avec  discussion  el  dans  le  ca^ 
le  plus  général,  les  solutions  de  quelques-uns  des  problèmes 
précédenU  (n^s  56,  i09.  23G,  2il,  2i6  et2i7). 

$6.  Soient,  de  grandeur  et  de  position,  AB  la  base  donnée, 
2c  sa  longueur,  MN  la  droite  indéGnie  sur  laquelle  doit  se 
trouver  le  sommet  du  triangle ,  2/  la  somme  des  deux  autres 
côtés  AC,  BC  du  triangle  cherché.  {Voy.  Atlas,  PL  XXÏI, 
fig.  36  bit  el  36  ter.) 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  ABC  le  triangle  de- 
mandé; du  sommet  G,  abaissons  CD  perpendiculaire  à  la  base  AB. 

Pour  construire  le  triangle  cherché,  il  sufûra  donc,  soit  de 
connaître  la  position  du  point  D  sur  AB,  et,  en  ce  point,  d'élevtr 
une  perpendiculaire  sur  AB,  jusqu*à  sa  rencontre  en  C  avec  li 
droite  donnée  MN,  soit  de  connaître  la  hauteur  Cil  et  de  mener, 
à  une  distance  égale  à  cette  hauteur,  une  parallèle  à  AB  qui 
coupera  la  ligne  MN  au  point  cherché  C. 

A  cet  effet,  soit  E  le  milieu  de  AB,  et  menons  la  médiane  CE. 

Le  triangle  CDE  donne  la  relation 

(^)  CD' =  CÏÏ' —  DE', 

et  le  triangle  ABC,  les  relations 

(2)  cÈ':=i(Ic'-h5c')  — {ÂF 

et  _       _ 

(3)  2AB.DE.=  AC'-BC'. 

L.  —  ReeueilyUtê,  13 


• 

-=:.  -    !•  . 

»    ^ 

—       i.    — j.       — ^»*   ^- 

• 

— ^    * 

■^  _  —  ly^ 

r-  -riL  ::2r^   i    *:    *  ,  x:cf  ^ 

urcns 

■^ . 

^ 

- 

—  :        ^.  AH 


*        .         —^     'i  -—  ~     '    *•      ^— .         t 


A«.  —  IK- 


■  r  ^-^  •    '^ 


—         -1   _ 


V         .-VC  -  BC.  7 


F.tii:.*,  :ii  a;  —  l-l  rarii  -sieir  i'.  et  AB  par  sa  valeur  if, 

:  J  -2*.. .!!      •      l"'-  .-r  « 


r/ 


^^j  =  .■— f— L'h     1—  « 

fi  ,î 

P 
Si  nojs  remarquons  que 

DE  =  ME  —  MD, 

CD 
et  qu<',d;ins  le  triangle  MCD,  le  rapport  rj-r- =  quantité  conn ce, 

puiMjuc,  dans  ce  triangle,  rectangle  en  D,  l'un  desanirles  aigus 
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UAD  est  donné,  nous  voyons  qu'en  joignant  ces  deux  relations 
à  l'équation  (8),  nous  aurions  un  système  de  trois  équations, 
d'où  nous  pourrions  tirer,  soit  la  valeur  de  la  hauteur  CD,  soit 
la  valeur  de  DE  ou  de  ME,  qui  servirait  à  déterminer  la  position 
du  point  D  sur  la  droite  Afi. 

Mais  il  est  préférable,  et  plus  conforme  à  Tesprit  géométrique, 
d'interpréter  Téquation  (8)  et  d'en  déduire  une  construction 
géométrique. 

Reprenons  donc  l'équation  (8) 

Cï)'=(r- DË')?^\ 

et,  après  avoir  pris  les  racines  carrées  des  deux  membres,  met- 
tons-la sous  la  forme  

(9)  CD       ^v^gHg, 

Da  point  E  comme  centre,  avec  un  rsyon  EF  égal  à  r,  décri- 
vons une  demi-circonférence  FGF',  qui  coupera  CD  en  C,  et  joi- 
gnons CE. 

Dans  le  triangle  rectangle  C^DE,  on  a 


r.2      TTTîa       „      rr;» 


CD  =  CE  —  DE  =  /'  -  DE  , 
d'où  

(10)  CD  =  v^/' -  DE'. 

et  par  suite 

CD       ^  CD 

Do  point  B  comme  centre,  avec  le  même  rayon  égal  à  r,  dé- 
crivons un  arc  de  cercle  qui  coupe  en  H  le  rayon  EG  perpendi* 
calaire  à  ÂB,  et  joignons  HB. 

Dans  le  triangle  rectangle  HEB,  nous  avons 

doù 
(12) 
et  par  suite 

(13 


IlE 

=  •?: 

-c^ 

v//' 

HE 
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et  l'équation  (9),  en  ayant  égard  aux  équations  (11)  et  (13),  nous 
donnera  la  relation 

^    ^  C'D""GE' 

entre  les  lignes  de  la  figure  CD,  CD,  IIE  et  GE. 

Par  le  point  M,  point  de  rencontre  do  la  ligne  MN  avec  la 
droite  AB,  et  par  le  point  C,  menons  une  droite  indéfinie  MN';  puis 
par  le  point  G,  une  parallèle  GII  à  AB,  jusqu'à  la  rencontre  de 
MX'  en  L;  enfin  par  le  point L  menons LK perpendiculaire  à  AB, 
Cette  perpendiculaire  coupe  MN  en  I. 

Les  lignes  CD  et  LK  étant  parallèles,  comme  perpendicu- 
laires à  la  même  droite  AB,  sont  coupées  en  parties  proportion- 
nelles par  le  faisceau  des  droites  AB,  MN  et  Mîs'  issues  du  môme 
point  M. 

Nous  avons  donc  la  relation 


(lo) 


CD       IK 


CD      LK' 

et  par  suite 

MO)  ^'^-HE- 

« 

mais 

LK  =  GE 

coii.me  côtés  parallèles  du  rectangle  GEKL;  par  conséquent 
(17)  HE  =  IK. 

Donc  III  est  parallèle  à  AB,  puisque  ses  deux  points  H  et  I 
sont,  à  égales  distances  do  AB. 

Les  points  H  et  G  étant  déterminés  à  Taide  des  données, 
comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  on  obtiendra  le  point  I  en 
menant  111  parallèle  à  AB,  jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  la 
droite  donnée  MN. 

Puis,  on  menant  IK  perpendiculaire  à  AB,  jusqu'à  sa  rencontre 
en  L  avec  la  parallèle  GL  à  AB  menée  par  le  point  G,  on  déter- 
minera le  point  L  de  la  droite  MN'.  Cette  dernière  droite,  tracée 
en  joignant  le  point  M  au  point  L,  donnera  par  son  intersection 
avec  le  cercle  FGF'  la  position  du  point  C. 

Finalement,  on  obtiendra  le  point  C,  en  abaissant  du  point  C 
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nne  perpendiculaire  CD  sar  ÂB  ;  le  point  C  se  trouvera  à  la 
rencontre  de  cette  perpendiculaire  ayec  la  droite  donnée  MN. 

n  y  aura  deux  solutions  si  la  droite  MN'  est  sécante  au  cercle, 
nne  seule  si  elle  est  tangente. 

Il  n'y  en  aura  point  si  la  droite  MN'  est  extérieure  en  tous  &es 
points  au  cercle. 

On  peut,  à  priori,  savoir  si  les  données  comportent  une  ou 
deux  solutions,  ou  si  le  problème  est  impossible. 

En  effet,  soient  (fig.  56  ter)  ÂB  la  base  donnée  et  MN  la  droite 
sur  laquelle  doit  se  trouver  le  sommet  C.  Prenons  sur  MN  un 
point  quelconque  C,  et  traçons  le  triangle  ABC.  Du  point  B,  abais- 
sons une  perpendiculaire  BD  sur  MN,  et  prolongeons-la,  de 
l'autre  côté  de  MN,  d'une  longueur  DB'  égale  à  celle  de  BD. 
Menons  des  droites  CB'  et  ÂB'.  CB'  est  évidemment  égal  à  CB. 
Dans  le  triangle  ÂGB',  nous  avons  par  conséquent 

ÂC  +  CB'  =  ÂC  +  CB. 

Dans  le  môme  triangle,  nous  avons  aussi 

ÂC  +  CB'  >  AB'. 

Or  ÂB'  est  une  donnée  implicite  de  la  question,  et,  puisque  la 
somme  des  côtés  AC  -j-  CB,  ou  son  égale  AC  -}-  CB',  doit  être 
égale  à  2/,  la  dernière  relation  nous  donne  l'inégalité  de  condi- 
tion 

2/>AB', 

qui  doit  exister  entre  la  donnée  explicite  2/  et  la  donnée  impli* 
cite  ÂB'  pour  que  le  problème  soit  possible. 
Il  en  résulte  que,  si  Ton  a 

io  2/>AB',      . 

le  problème  comportera  deux  solutions  qui  correspondront  à 
deux  positions  du  point  C  situées  sur  la  droite  MN,  de  part  et 
d'antre  de  la  droite  AB'. 

2*  Si 

2/=ÂB', 

la  solution  sera  unique  et  le  sommet  du  triangle  sera  à  Tinter- 
section  des  droites  MN  et  ÂB'. 
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30  Enfin,  si 

2/  <  AB', 

il  n'y  aura  pas  de  solution  possible. 

Dans  le  cas  où  la  droite  MN  ne  renconlrerait  pas  la  droite  AB 
dans  rétendue  de  la  figure,  le  point  M  ferait  défaut  pour  le  tracé 
de  la  droite  MN.  Il  faudrait  alors  déterminer  un  second  point  L' 
de  la  droite  MN'  :  ce  que  Ton  ferait  en  répétant  la  construction 
(lu  point  L,  mais  en  prenant  pour  point  de  départ  un  rayon  in* 
cliné  £G'  convenablement  choisi,  comme  l'indique  la  figure. 

109.  Soient  MN  la  droite  indéfinie  donnée,  E,  F,  G,  H  le^ 
poinls  de  celte  droite  en  lesquels  les  côtés  prolongés  du  carré 
demandé  la  rencontrent.  (Voy»  Atlas,  PL  XXII,  fig,  109  bisei 
109  ter,) 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  ABCD  le  carré  demanié, 
dont  les  côtés  AC,  DD,  CD  et  AB  passent  respectivement  par  les 
poinlsE,  F,  G,  H. 

Pour  tracer  ce  carré,  il  suffira  de  déterminer  la  position  du 
sommet  A,  car  on  obtiendra  les  positions  des  autres  sommets  en 
menant  les  droites  AE  et  Ali,  puis,  par  les  points  F  et  G,  les 
droites  FDet  GC,  respectivement  parallèles  à  AE  et  AH. 

Pour  déterminer  le  point  A,  bous  remarquons  d'abord  que,  le 
triangle  EAH  étant  rectangle  en  A,  son  sommet  A  est  situé  sur  la 
circonférence  de  cercle  décrite  sur  £11  comme  diamètre.  En  tra- 
çant donc  ce  cercle,  on  aura  un  premier  lieu  géométrique  sur 
lequel  se  trouve  le  sommet  A. 

Nous  remarquons  encore  que,  la  ligne  AD  étant  une  diagonale 
du  carré,  celte  droite  est,  en  môme  temps,  la  bissectrice  de 
Pangle  droit  A.  Elle  passe  donc  par  le  point  L,  milieu  de  la  deroi- 
circonfc'rcnce  décrite  sur  EU  comme  dian?ètre;  or  ce  point  L  est 
connu. 

II  suffira  donc  de  déterminer  un  s  cond  point  de  la  diagonale 
AD  pour  pouvoir  U  tracer  et  obtenir  ainsi  un  second  lieu  géo- 
métrique sur  lequel  le  point  A  devra  se  trouver. 

Soit  P  le  point  où  la  diagonale  AD  rencontre  la  droite  MN,  et 
menons  par  le  sommet  D  du  carré  cherché  une  droite  IDK  pa- 
rallèle à  MN. 
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Les  triangles  EAP  et  PÂH»  coupés  par  la  droite  IDK  parallèles 
à  leurs  bases,  donnent  la  relation 


d'où 


ID      AD 

DK 

EP'"AP" 

"PU' 

EP      ID' 

EF 

PH"~DK" 

"GU* 

car  ID  est  égal  à  EF  comme  côtés  opposés  du  parallélogramme 
ElDF  :  pareillemenl»  DK  est  égal  à  GH,  par  la  même  rabon, 
dans  le  parallélogramme  GDKH  ;  or  EF  et  GH  sont  connus,  puis- 
que les  points  E,  F,  G,  H  sont  donnés  sur  la  droite  MN. 

On  déterminera  donc  le  point  P  de  la  diagonale  AD  prolongée 
en  divisant  la  longueur  EH  dans  le  rapport  des  longueurs  EP 
etGH. 

Ayant  les  points  L  et  P  de  la  diagonale  prolongée,  on  tracera 
cette  droite,  et  sa  seconde  intersection  avec  le  cercle  décrit  sur 
EH  comme  diamètre  donnera  le  point  cherché  A;  la  construction 
s'achèvera  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 

Il  convient  de  faire  observer  que,  le  point  L  pouvant  être  pris 
indifféremment  enL  ou  en  L',  sur  Tune  ou  l'autre  des  demi-cir- 
conférences dont  EH  est  le  diamètre  commun,  on  aura  une 
seconde  solution  du  problème  enjoignant  L'P  par  une  droite  qui 
rencontrera  la  circonférence  du  cercle  en  A'.  Le  carré  A'B'C'D', 
ainsi  obtenu,  fera  symétrique  du  prtmier  par  rapport  à  MN. 

Noua  remarquerons  encore  que  nous  avons  supposé,  dans  la 
fig.  i09  bity  que  la  droite  MN  rencontrait  les  côtés  du  carré 
en  des  points  de  leurs  prolongements.  Il  en  résulte  un  certain 
ordre  de  succession  des  côtés  du  carré  dans  leur  croisement 
avec  la  droite  MN.  Dans  le  cas  de  la  fig.  109  bit,  les  côtés 
paraUèles  AC  et  BD  sont  rencontrés  les  premiers,  puis  ensuite 
les  deux  autres  CD  et  AB;  ajoutons  que  les  quatre  sommets  de 
ce  carré  sont,  dans  ce  cas,  situés  du  môme  côté  delà  droite  MN. 

Mais  si  nous  supposons  la  droite  MN  menée  de  façon  à  laisser 
les  sommets  A,  C,  B  d'un  même  côté,  et  le  quatrième  sommet  D 
de  l'antre  côiéde  la  droite,  telle  que  celle-ci  serait  dans  la  po- 
sition M'N'  de  la  fig.  109  ter,  les  côtés  du  carré  seront  alors 
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rencontrés  dans  l'ordre  de  leur  succession  sur  le  périmètre  du 
carré  AG,  CD,  BD,  AB. 

II  en  résulte  que,  si  nous  représentons  par  les  mêmes  lettres 
E,  F,  G  et  H  les  points  de  rencontre  de  la  droite  avec  les  mêmes 
côtés  dans  ses  deux  positions  MN  et  M'N',  ces  points  se  succéde- 
ront dans  l'ordre  E,  F,  G,  H  sur  MN  et  Tordre  E,  G,  F,  H  sur 
M'N'. 

Cet  ordre  serait  successsivement  E,  G,  H,  F  sur  M'N% 
G,  E,  II,  F  sur  M"N",  et  enfin  G,  H,  E,  F  sur  M*^N*\  M'N', 
M*'N"',  M'^N*^  représentant  les  positions  successives  de  la  droite 
MN,  tracée  de  façon  à  laisser  successivement  deux,  trois  ou  les 
quatre  sommets  du  môme  côté  que  le  sommet  D  est  situé  relati- 
vement à  la  position  M'N'  de  la  droite  MN. 

II  y  aura  donc  lieu,  dans  Tindicationdes  données,  de  bien  dis- 
tinguer :  r  les  points  E  etH  qui  se  rapportent  aux  côtés  de  l'an- 
gle A,  ces  points  déterminant  sur  MN,  de  grandeur  et  de  position, 
le  diamètre  du  cercle  à  décrire  ;  2o  les  points  F  et  G  se  rappor- 
tant aux  deux  autres  côtés  du  carré,  le  rapport  des  longueurs  EF 
et  GH,  qui  en  dépendent,  servant  à  déterminer  la  position  du 
pQint  P  sur  la  ligne  EH,  point  nécessaire  pour  le  tracé  de  la 
bissectrice  AI). 

236.  En  multipliant  Tune  par  l'autre  les  deux  relations 

GM      R 


GH  ~  R' 

et 

GM.GR  =  GA'.GB', 

on  obtient 

GM'  =  GA'.GB'Xif/- 

Mais  on  voit  par  la  fifj.  236  que,  dans  le  triangle  AOG,  la  droite 
A'O'  étant  parallèle  à  AO,  on  a 

AO        R_GA 
AO'  ^"  IV ""  GA' ' 

et,  en  substituant,  dans  la  relation  précédente,  au  rapport  =t-, 

G  A 
son  égal—-'  ?  et  faisant  disparaître,  au  numérateur  et  au  dénomi- 
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Dateur  du  second  membre,  le  facteur  GA'  qui  leur  est  commun, 
on  aura  finalement 

GM'=GA.GB'. 

Donc,  pour  construire  le  rayon  GM,  sur  AG  comme  diamètre, 
un  décrira  une  demi-circonférence  de  cercle;  au  point  B',  on 
élèvera  sur  AG  une  perpendiculaire  B'D,  jusqu'à  sa  rencontre 
en  D  avec  cette  demi-circonférence,  et  la  corde  GD  sera  le  rayon 
du  cercle,  lieu  dés  points  demandés. 

En  effet,  dans  cette  demi-circonférence,  on  a  la  relation 

GD'=GA.GB' 

entre  la  corde  GD,  sa  projection  GB'  sur  le  diamètre  GA,  et  ce 
môme  diamètre. 

241.  Tous  les  points  de  la  parallèle  au  diamètre  AB  n'appar- 
tiennent pas  au  lieu. 

Ce  lieu  est  limité  à  une  portion  de  cette  parallèle  de  longueur 
égale  à  celle  du  rayon  du  cercle,  et  divisée,  en  deux  également, 
par  le  rayon  perpendiculaire  à  la  parallèle. 

Les  extrémités  de  cette  portion  de  la  parallèle  correspondent 
anx  positiohs  du  point  G  sur  la  circonférence  du  cercle  aux  extré- 
mités du  diamètre  AB,  ainsi  qu*il  est  facile  de  le  vérifier  en  eflec- 
toant  la  construction  donnée  dans  l'énoncé  pour  les  extrémités 
du  diamètre  AB. 

En  outre,  l'ensemble  du  lieu  se  compose  de  deux. lignes  sy- 
métriquement placées  de  part  et  d'autre  du  diamètre  AB.  {Voy. 
Atlas,  fig.  241.) 

246.  Il  faut  remarquer  que,  si  la  circonférence  de  cercle,  lieu 
demandé,  vient  à  couper  les  cercles  donnés,  le  lieu  sera  limité 
aux  arcs  de  cette  circonférence  dont  les  points  seraient  extérieurs, 
à  la  fois,  aux  deux  cercles  donnés. 

Car,  évidemment,  des  autres  points  de  cette  circonférence, 
qui,  dans  ce  cas,  seraient  intérieurs  à  l'un,  au  moins,  des  cercles 
donnés,  on  ne  pourrait  mener,  à  la  fois,  une  tangente  à  l'un  et  à 
l'autre  cercle. 

11  y  aurait  lieu,  cependant,  de  rechercher  la  signification  do 


rf^  çoiié,  et  d-*  q^eL»-?  ciUrTe   :ét»:ocié  ôerrail  être  modiEé 

247.  L  iiii  ren-iri-Tr  :>^,  fi  U  p^ry^Eniicnlaire  à  la  ligne 
:e§  c»^n:re?,  Lhi  C'rBiaiiié,  ^^tl:  â  c^^iper  laoe  des  circonfé- 
ren::^  ^XLLrr^.  le.ica  s-era  ilcr^  1^ ai: léaoïp^r tiens  de  la  droiie 
eitér.ctirhri  a  la  foii  aux  «irci  ctrc  e:?. 

Car  il  ^5îl  éTi«leiit  qte  Gré  p^nis  de  ceue  perpendiculaire, 
appartenant  à  la  pi  ne  ce  ce:  le  dro  :e  intérieure  à  l'un,  au  moins, 
•:eâ  cercies  d«>nné?,  ».  serait  ixpi-îs  l.e  de  mener,  à  la  fois,  une 
unrente  à  1  un  et  a  I  autre  de  c^  cercles. 

l:  T  aarà.:  i  tro,  cep«cciant.coma>€  pour  le  problème  prêctkient, 
de  rechercher  la  si.£niàcation  de  ces  points  et  de  quelle  manière 
renoncé  devra. t  être  mi-i.àé  à  ieuré^ard.  ^Voy.  Atuvs, /i^.  2iT.) 
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APPROXIMATIONS   NUMÉRIQUES. 


THÉORIE  ET  APPLICATIONS. 

1.  La  Ihéorio  des  approximalions  a  an  double  but  : 

i"*  Étant  donnée  une  expression  où  sont  indiquées  des  opéra- 
tions, calculer  cette  expression  à  moins  d'une  fraction  donnée. 

^  Étant  donnée  une  expression  où  entrent  des  nombres  appro- 
chés, indiquer  sur  quelle  approximation  on  peut  compter  dans 
le  résultat. 

On  peut  résoudre  toutes  les  questions  ayant  trait  à  ce  double 
problème  en  se  servant  soit  de  la  méthode  des  erreurs  absolues, 
soit  de  la  méthode  des  erreurs  relatives. 

2.  On  appelle  erreur  absolue  la  différence  entre  le  nombre  vrai 
et  le  nombre  approché. 

Si  le  nombre  approché  est  supérieur  au  nombre  exact,  Ter- 
reur absolue  est  par  excès;  si  le  nombre  approché  est  inférieur, 
.l'erreur  absolue  est  par  défaut, 

3.  On  appelle  erreur  relative  d'un  nombre  le  rapport  de  l'er- 
reur absolue  au  nombre  exact. 

L.  ->  RecutU»  m.  1 
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4.  Scit.  ysr  fxcD}'e.  'e  ccmlre  exact  42  53823.  Si  Tcn  né- 

t^ige  les  dus,  dein^trs  chiffres  déc'nr.aux,  on  négl'ge  une  quan- 

liié  infcrieiiie  à  0.001  :  far  ccnséqmnt,  on  commet  une  erreur 

c-bsolue  far  défcul  moindre  qte  0,001.  L'ernur  relatixe  corres- 

-    ,  0.001  .  ^         . 

pondante  etrl  alors  moinare  que       ^'v.v^..>  ou,  a  forlwn,  que 

I 


35627 
No  us  allons  passer  en  revue  les  deux  méthodes. 


ClUP.  I.  —  ERREURS  ABSOLUES. 
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5.  Théorème.  —  L erreur  absolue  (Tune  somme  de  plusieurs 
nomltreê  approchés  tout  dans  le  mime  sens  est  égale  à  la  somme  des 
erreurs  absolues  de  ces  nombres. 

En  effet,  soient  le  premier  nombre  exact  A,  le  nombre  ap* 
proche  a,  Terreur  a,  on  aura  alors 

A  =  a  +  a; 
de  même,  pour  un  deuxième  nombre, 

B  =  6  +  P, 

si  le  deuxième  nombre  exact  est  B,  le  nombre  approché  6,  et 
Terreur  9  ;  de  même,  pour  un  troisième  nombre, 

Donc,  additionnant,  on  a 

A+B  +  C  =  (a  +  6+c)  +  «  +  ^  +  T, 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

6.  Théorème.  —  Verreur  absolue  d^une  somme  de  plusieurs 
nombres  approchés  les  uns  par  défaut^  les  autres  par  excès,  est 
plui  petite  que  la  somme  des  erreurs  absolues  de  ces  nombres. 

En  effet,  si  A  =  a  -[-  «i  B  =  6  -|-  p,  C  =  c  —  y,  on  aura 

A  +  B  +  C  =  {a  +  6  +  c)  +  (a  +  p-T); 

*+P  — T,  qui  conslilue  Terreur,  est  évidemment  inférieur  à 
somme  des  erreurs  des  parties  «  +  P  +  T- 

7.  Théorème.  —  Lerreur  absolue  d'une  somme  est  plus  petite 
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que  la  somme  des  erreurs  ahsohes  de  ses  parties^  dans  tous  les  cas, 
en  supposant  qu'on  remplace  les  erreurs  absolues  par  leurs  limites. 

Soit,  par  exemple,  à  faire  la  somme  de  \/t  +  v^  +  /S. 

V^  =  1,414  à  moins  de  0,001  par  défaut, 
y/â  =  1,732  à  moins  de  0,00i  par  défaut, 
V^B  =  2,237  à  moins  de  0,001  par  excès. 

Jo  dis  que  la  somme  v^+v/3-^v^  =  l,414  + 1,732  +  2,237  à 
moins  de  0,003,  en  remplaçant  les  erreurs  commises  sur  les  par- 
ties par  leurs  limites. 

Ce  théorème  est  facile  à  démontrer. 

On  peut,  avec  ces  théorèmes,  résoudre  l'un  quelconque  des 
deux  problèmes  suivants. 

8.  Problème.  —  Etant  données  des  quantités  susceptibles  d'une 
apprcximation  illimitée ,  calculer  leur  somme  avec  une  approxima^ 
tion  donnée. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  à  moins  de  0,01   la  somme 

V^l  +  y/^  +  V^5  ;  je  calculerai  chacun  de  ces  radicaux  jusqu'aux 
millièmes  : 

/2  =  1,414, 

v/3=  1,732, 

v/5  =  2,236. 

La  somme  sera  5,382  à  moins  de  0,003  (voir  le  u^  7).  Donc  la 

somme  sera 

5,38  +  0,002  +  a  <  5,38  +  0,005, 

a  étant  <  0,003,  c'est-à-dire  5,38  par  défaut  à  moins  de  0,01. 
S'il  y  avait  plus  de  dix  nombres  et  cent  au  plus,  on  se  ser- 
virait, pour  calculer  à  moins  d'un  centième,  des  dix-millièmes, 
et  Ton  couperait  deux  chiffres. 

9.  Problème.  —  Des  nombres  étant  donnés  avec  une  approxima- 
tion connuCy  avec  quelle  approximation  peut-on  calculer  leur  somme? 

On  connaît  les  nombres  7,423,  78,5293,  428.0765,  chacun  à 
une  unité  près  de  Tordre  de  leur  dernier  chiiTre  ;  il  8*agit  de 
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trouver  avec  quelle  approximalion  on  peut  obtenir  la  somme  de 
ces  nombres. 

On  prendra  trois  chiffres  décimaux  à  chacun  des  nombres;  la 
somme  514,028  sera  approchée  à  moins  de  0,003.  Donc  la  somme 
sera  51 4,02 +0,008  +  a  ;  a  étant  plus  petit  que  0,003,  on  pren- 
dra 514,03,  et  Terreur  sera  plus  petite  que  0.002  et,  à  fortiori» 
que  0,01 . 


2»  SOUSTRACTION. 


10.  Théorème.  —  L erreur  ahiolue  d^une  différtnee  es/,  danê 
iouî  Ui  coi,  inférieure  à  la  somme  de$  erreurs  absolues  des  deux 
termes j  en  remplaçant  ces  dernières  par  leurs  limites» 

Ce  théorème,  presque  évident,  se  vériGera  sur  Texemple  sui- 
vant : 

On  demande  de  retrancher  12,7^2  de  14,987,  les  deux  nom- 
bres étant  évalués  à  0,001  près  par  défaut  ou  par  excès. 

}j&  premier  nombre  égale. .  14,987  d=  x, 

Le  deuxième  nombre  égale.  12,782  d=  p. 

Et  leur  différence  égale. . . .  14,987  — 12,782  ±  «  if  ?• 

Or,  «  et  p  étant  plus  petits  que  0,001,  leur  somme  algébrique 
sera  plus  petite  que  0,002.  La  différence  sera  donc  2,205  à  0,002 
près,  ou  2.20  à  0,01  près,  car  0,005  et  0,002  réunis  font  une 
somme  inférieure  à  0,01 . 

11.  PaoBLàuB.  — E(ant  donnés  deux  nombres  susceptibles  d'une 
approzimalinn  illimitée,  calculer  leur  différence  avec  une  approxi' 
motion  donnée. 

Soit  à  calculer  v^  —  y^  à  0,01  près  par  défaut. 
Je  calcule  v^  à  0,01  près  par  défaut  :  c'est  i,73. 
Je  calcule  v^  à  0,01  prè)  par  défaut  :  c*est  1^41. 


6  APPROXIMATIONS  NUMÉRIQUES, 

La  différence  des  deux  radicaux  sera  0,32  à  0,0i  prc?,  car 

v/3  =  l,73  +  a,  a  <  0,01; 
v/^  =  1.41  +  p,  p<0,01; 
v/3-v/5=l,73  — 1,41  +  a  — p. 

a  —  p  sera  évidemment  plus  petit  que  0,01. 

]2.  Problème.  —  Deux  nombres  étant  donnés  avec  une  approxi- 
mation connue,  avec  quelle  approximation  peut-on  calculer  leur  dif- 
férence ? 

Soient  les  nombres  7,428  et  2,1032;  ces  deux  nombres  sont 
donnés  à  une  unité  près  de  Tordre  du  dernier  chiffre;  l'approxi- 
mation a  lieu  par  défaut  ou  par  excès;  le  nombre  2,103  sera  ap- 
proché à  moins  de  0,001,  et  je  le  retranche  de  7,428,  de  façon 
que  les  deux  nombres  aient  le  môme  nombre  de  chiffres  déci- 
maux. La  différence  5,325  exprime  la  différence  cherchée  avec 
une  erreur  plus  petite  que  0,002,  d'après  le  n»  10. 

Donc  la  différence  sera  5,32  à  moins  de  0,01. 


30  MULTIPLICATION. 


13.  Théorème.  —  Dans  un  produit  de  deux  factturs  dont  l'un 
seulement  est  approché,  V erreur  absolue  du  produit  est  égale  au  pro- 
duit du  facteur  exact  par  l'erreur  de  l'autre. 

Soit  le  facteur  approché  A  =  a  -{-  «  ol  le  facteur  exact  B;  je 
dis  que  Terreur  absolue  du  produit  est 

Ba; 
le  produit  vrai  est 

Bo  +  Ba, 
le  produit  approché 

Ba, 

Terreur  absolue  du  produit 

Ba  +  Ba  ..  Ba  =  Ba. 
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14.  Théorème.  —  Dans  un  produit  de  deux  facieun  approchés 
par  défaut  ou  par  excès,  l'erreur  ahto'ue  est  plus  petite  que  la  iomme 
des  produits  de  chaque  fadeur  exact  par  V erreur  de  Vautre ,  en  stp  - 
posant  que  Ton  remplace  ces  erreurs  par  l.urs  limites  supérieures, 

La  démonstration  de  ce  théorème  comprend  trois  cas. 

Premier  cas.  —  Lea  deux  facteurs  sont  approchés  par  défaut. 
Soit  A  =  a  4-  a  et  B  =  6  4~  P  *  j^  <^>s  ^'^^  l'erreur  absolue  du 
produit  eat 

<A?  +  Ba; 

le  produit  vrai  est 

(a  +  «)  (6  +  p)  =  flfc  i-  fr»  +  fl P  +  «?, 
le  produit  approché  j^ 

Terreur  absolue  du  produit 

at-f-fcx-j-op-l-fltj  — ai^  =  ap-f  (6-j-p)  a, 
la  somme  des  produits  de  chaque  facteur  par  Terreur  da  Fautro 

(a-(-a)p  +  (6  +  p)«i 
mais 

«?  +  (*  + P)«  <(«  +  «)?  +  («' 4- P)«*. 

donc  Terreur  absolue  du  produit  ou  a  p-f-  (2»  -}-  p)  a  est 

<Ap  +  B«. 

Deuxième  cas,  —  L*un  des  facteurs  est  approché  par  défaut, 
Tautre  par  excès.  Le  produit  vrai  est 

(a-f  a)(6  — p)  =  oi'y  +  6a  — op  —  tp, 

le  produit  approché 

ab. 
Terreur  absolue 

ab-^ba  —  ap  —  «p  —  ab  =  (b  —  p)a  —  ap, 
la  somme  des  produits  de  chaque  facteur  par  Terreur  de  Tautre 

(6  — p)a  +  (a  +  a)p; 

mais 

(6  — P)«~op<(6-   )«  +  (flf-«)p: 

donc  Terreur  absolue  est 

(6  — p)a  — ûp<Ba*fAp. 
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Troisième  cas.  —  Les  deux  facteurs  sont  approchés  par  excès. 
Soit  A  =  a  —  3cetB  =  6  —  p;le  produit  exact  est 

afe  — aP  — Ba: 
l'erreur  est  donc 

Ba-f-op    ou     Ba-|- Ap4"  *?• 

Ainsi»  dans  ce  cas,  Terreur  est  égale  à  la  quantité  Ba-{- Ap 
augmentée  du  produit  des  erreurs  absolues  ap.  Mais,  en  rem- 
plaçant les  erreurs  par  leurs  limites,  on  démontre  facilement 
que  Terreur  du  produit,  même  dans  ce  cas,  sera  inférieure  à  la 
somme  des  produits  de  chaque  facteur  par  Terreur  de  Tautre. 

Par  exemple,  soit  ^i  et  \/2  que  j'évalue  à  0,01  près  par  excès; 

ît  sera  représenté  par  3,13  et  y/î  par  l.ii. 
Je  dis  que  Terreur  du  produit  3,15  X^«^^  s^ra  plus  petite 

que  îî  X  0,01  -|-  v^5  X  0,01 ,  car,  d'après  la  démonstration  pré- 
cédente, Terreur  du  produit  sera  rigoureusement  égale  à 

+  (3,1415...)  (0,01  —  0.00^2...) 

4- (1,4142...)  (0,01— 0,00159... )  +  a[^. 

Or,  si  je  développe,  j'aurai 

ir  .0,01  —;:.  0,0012  + /2  .  0,01  —  v/2  .  0,00159  +  a?  , 

c'est-à-dire 

(t:  .  0,01  +  \^ .  0,01  )  —  (ir .  0.0012...  +  /2  .  0,00159  —  ap)  ; 

ali  étant  inférieur  à  0,01  X0,01,  c'est-à-dire  à  0,0001 ,  sera  évi- 
demment  inférieur  aux  deux  premiers  termes  de  la  parenthèse. 

Donc  Terreur  sera  inférieure  à  t.0,01  -f-  \/2.0,0l.       c.  o.  -F.  d. 

15.  Conclusion.  —  Dans  tous  les  cas  y  fémur  absolue  d'un  pro- 
duit de  deux  facteurs  est  inférieure  à  la  somme  des  produits  de 
chaque  facteur  par  Verrcur  de  Vautre,  en  remplaçant  leè  erreun 
par  leurs  limites. 

S'il  y  a  lieu,  on  remplacera  les  nonibres  exacts  par  des  nombres 
approchés  par  excès.  Le  théorème  subsistera  à  fortiori, 

16.  AiPLU.ATiON.  —  Dons  le  produit  857  X  3,1  il 5,  le  multifli- 
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caïkde  est  exact  et  le  multiplicateur  est  approché  à  0,0001  près  par 
défaut.  Avec  quelle  approximation  aura-t-on  le  produit? 

L'erreur  sera  plus  petite  que  0,0857  et  sera  par  défaut;  le  pro- 
duit de  857  par  3,4415  est  égal  à  2092,26 j5.  Ce  produit  repré- 
sente le  nombre  cherché  avec  une  erreur  inférieure  à  0,f  ;  donc 
le  nombre  2602,3  sera  égal  au  nombre  vrai  diminué  d'une  quan- 
tité iBférieure  à  0,1  et  augmenté  d'une  quantité  0,03 io  inférieure 
à  0,1,  c'est-à-dire  au  nombre  vrai  db  une  quantité  inférieure 
à  0,1. 

On  pourra  donc  compter  sur  les  dixièmes. 

17.  Application.  —  Avec  quel  degré  d'exactitude  pourra-t-on 
avoir  le  produit  des  deux  nombres  857  et  32(8,  connus  tous  deux 
à  une  unité  près  par  excès? 

Appliquant  le  théorème  (14)  de  ce  paragraphe,  l'erreur  du 
produit  sera  inférieure  à  857  -j-  3248,  c^cstà  dire  à  4105  unités. 
Ainsi  le  produit  sera  approché  par  excès  avec  une  erreur  infé- 
rieure à  5000.  Je  supprimerai  donc  les  quatre  derniers  chiffres 
et  je  les  reidplacerai  par  des  zéros.  Le  produit  sera  exact  à  une 
dizaine  do  mille  près. 

Le  produit  des  deux  nombres  donnés  est  égal  à  2783536; 
le  produit  cherché  est  donc  égal  à  2780  000+3536^0, 
a  étant  inférieur  à  5000  ;  Terreur  sera  donc  plus  petite  qu'une 
dizaine  de  mille,  et  Ton  pourra  compter  sur  les  trois  premiers 
chiffres. 

18.  Théorème.  —  L'erreur  absolue  dun  produit  de  plusieurs 
facteurs  approchés  est  plus  petite  que  la  somme  des  produits  de  ter- 
reur de  chaque  facteur  par  le  produit  de  tous  les  autres  facteurs. 

Nous  démontrerons  ce  théorème  dans  le  cas  de  trois  facteurs. 
Il  est  bien  entendu  qu'on  remplacera  les  erreurs  par  leurs  limites 
supérieures,  et,  s'il  y  a  lieu,  les  nombres  exacts  par  des  valeurs 
approchées  par  exc^. 

Soient  A,  B,  C  les  nombres  exacts  et  a,  p,  y  les  quantités  re- 
présentant des  limites  supérieures  des  erreurs.  L'erreur  du 
produit  AB  est 

<AP4-B«. 

1. 
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Dans  le  produit  ABC,  si  je  représenle  par  c  i'errear  absolue 
(lu  produit  AB  considéré  comme  effectué,  j'aurai  une  erreur 

<Ce  +  AB.Y; 
mais 

e<  Ap+Ba. 

J'aurai  donc  une  erreur  absolue  totale 

<  AC3  +  BCa  +  AB  Y.  c.  0.  F.  D. 

Nous  allons  maintenant  résoudre  les  deux  problèmes  (n»*  19 
et  23)  auxquels  donne  lieu  la  théorie  des  approximations. 

19.  Problèmb.  —  Etant  donnés  deux  nombres  susceptibles  d'une 
approximation  indéfinie,  calculer  leur  produit  avec  une  approxima^ 
tien  donnée. 

Cette  question  se  résout  à  l'aide  du  procédé  particulier  de  la 
multiplication  abrégée. 


MULTIPLICATION  ABRÉGÉE. 


20.  nèfjle.  —  Pour  avoir  un  produit  de  deux  fadeurs  à  une  unité 
près  d'un  ordre  décimal  donné,  on  écrit  le  multiplicande  comme 
à  l'ordinaire,  puis  on  écrit  le  chiffré  des  unités  du  multiplica- 
teur sous  le  chiffre  des  unités  du  multiplicande  qui  exprime  des 
unités  cent  fois  plus  petites  que  celle  qui  exprime  le  deï?ré  d'ap- 
proximation demandé.  On  écrit  ensuite  les  chiffres  du  multipli- 
cateur au-dessous  des  chiffres  du  multiplicande,  mais  dans  un 
ordre  inverse,  c'csi-à-dire  les  dizaines,  les  centaines  à  droite, 
et  les  dixièmes,  centièmes,  etc.,  à  gauche.  On  fait  le  produit  du 
multiplicande  parle  premier  chiffre  à  droite  du  nouvciu  multipli- 
(  ateur,  en  commenç^nt la  multiplication  au  chiffre  qui  est  au-dessus 
du  premier  chiffre  à  droite  du  multiplicateur;  on  fait  ensuite  le 
produit  du  multiplicande  par  le  second  chiffre  à  droite  du  multi- 
plicateur, en  commençant  la  multiplication  au  chiffre  du  multipli- 
'*'»nde  qui  est  au-dessus  du  chiffre  du  multiplicateur,  cl  l'on 
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écrit  ce  produit  partiel  au-dessous  du  premier,  dd  maniera  que 
les  derniers  chiffres  à  droite  se  correàponient,  et  ainâi  de  suite. 

On  fait  la  somme,  ou  coupe  les  derniers  chiffres  de  celte 
somme,  on  augmente  d'une  unité,  et  le  résultat  exprime  le  pro- 
duit avec  une  erreur  inférieure  au  degré  d'approximation  de- 
mandé. 

Soit  3,1il59i6...  à  multiplier  par  8,3 i:$207...  à  moins deOJ. 

J'écris  le  multiplicande  au-dessous  du  chir- 
fre  1,  qui  exprime  des  millièmes;  comnie  8  s'i'ia 

est  le  chiffre  des  plus  hautes  unités,  il  n'y 

aura  pas  de  chiffre  à  la  droite  de  8  mullipli-  23  128 

cateur.  942 

J'écris  à  sa  gauche  les  chiffres  3,  4,  5  des  12 i 

dixièmes,  centièmes,  etc.  13 

Je  multiplie  le  nombre  3, 1  il  par  8  et  j'écris  "iîTâÔÔ"^ 

le  pro  Juit  partiel  au-dessous  :  â^S  l'Es, 

Je  multiplie  311  par  3  et  j'écris  le  produit  partijl  9i2  au- 
dessous  du  premier. 

Je  multiplie  31  par  4  et  j'écris  12i  au-dessous  des  deux  autres. 

Je  multiplie  enfîn  3  par  5;  le  produit  13  s'écrit  au-dessous 
des  autres,  et  j*)  fais  la  somme  26  209;  je  coupe  deux  chiffres  ci 
j'augmente  d'une  unité  le  dernier  chiffre  conservé;  2G,3  exprime 
le  produit  à  moins  de  0,1. 

En  effet,  si  nous  examinons  la  marche  suivie  dans  Topera tion, 
le  premier  produit  partiel  exprime  des  millièmes;  on  a.  en  effet, 
multiplié  des  millièmes  par  des  unités.  Le  second  produit  partiel 
résultant  de  Id  multiplication  de  314  ceitièmes  i^ar  3  dixièmes 
exprime  encore  des  millièmes;  942,  qui  est  ce  second  produit, 
doit  donc  s'écrire  au-desious  de  23  123  et  à  la  place  qu'il  oc- 
cupe. 

Le  troisième  produit  parti J  exprime  dj  mô  no  d .s  millièmes,  et 
le  quatrième  aussi. 

La  somme  26  209  exprime  donc  des  millièmes. 

J  ai  r.égligé  do  multiplier  8  par  1rs  chiffres  à  droite  du  chiffre  1 
des  millièmes  du  multiplicande;  Terreur  commise  sera  plus  pe- 
tite que  8  millièmes.  Donc  1  erreur  de  cette  première  m  iltiplica- 
tion  partielle  est  plus  petite  qua  8  mil'ièmes. 
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Dans  la  seconde  multiplication  partielle,  j*ai  négligé  de  niulti- 
plier  3  dixièmes  par  les  chiffres  1592.  etd.,  du  multiplicande; 
Terreur  est  plus  petite  que  3  dixièmes  multipliés  par  1  centième, 
c'est-à-dire  inférieure  à  3  millièmes. 

Dans  la  troisième  multiplication,  j'ai  commis  aine  erreur  plus 
petite  que  4  millièmes,  et  enfin  dans  la  dernière  j'ai  commis  une 
erreur  plus  petite  que  5  millièmes. 

Donc,  si  je  fais  la  somme  8  -j-  3  +  4  -j-  5  des  chiffres  qui  ont 
servi  de  multiplicateurs,  faurai  une  somme  qui  exprimera  un 
nombre  de  millièmes  supérieur  à  l'erreur  commise  dans  ces  mul- 
tiplications. 

Ensuite,  j'ai  négligé  complètement  les  chiffres  du  multiplica- 
teur à  gauche  du  premier  chiffre  du  multiplicande;  l'erreur  com- 
mise est  plus  petite  qu'une  unité  de  Tordre  des  millièmes  ou  un 
millième  multiplié  par  4  unités,  4  étant  supérieur  au  mullipli- 
cande.  Donc  celte  seconde  erreur  est  plus  petite  que  4  millièmes. 
Ainsi  26:209  exprime  le  nombre  de  millièmes  du  produit  des 
deux  nombres  proposés  avec  une  erreur  par  défaut  plus  petite 
que  (84-3+44-^) +  4  millièmes.  Or,  dans  ce  cas  comme 
dans  tous  les  autres  où  lo  multiplicateur  aura  moins  de  iO  chif- 
fres, Terreur  totale  sera  inférieure  à  10  fois  10  millièmeis,  c'est- 
à-dire  à  0,1.  Donc  26,3  exprime  le  produit  des  deux  nombres 
donnés  augmente  de  81  millièmes  et  diminué  de  2i  millièmes; 
Terreur  est  donc  moindre  que  0,1. 

21.  Remaroue.  —  Si  le  nombre  des  chiffres  du  multiplicateur 
employé  surpassait  dix,  il  pourrait  se  faire  que  Terreur  prove- 
nant des  om-ssions  dans  le  calcul  abrégé  dépassât  100  unités  de 
Tordre  du  dernier  chiffre  de  la  somme  obtenue.  Dans  ce  cas,  on 
écrirait  le  chitTre  des  unités  du  multiplicateur  au-dessous  du 
chiiTre  des  unités  du  multiplicande,  qui  exprime  des  unités  mille 
fois  plus  petites  que  celle  du  degré  d'approximation,  et  les  unités 
de  la  somme  seront  celles  do  Tordre  correspondant. 

22.  Application.  —  On  donne  315,05793  c/ 2,096731.  Com- 
bien faut-il  conserver  de  chiures  décimaux  à  ces  deux  fadeurs  pour 
avoir  le  produit  à  0,001  près? 

\\  faut  en  conserver  6  au  second  et  autant  au  premier,  car,  le 
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second  servant  de  multipl  candejl  n'y  aura  besoin  que  des  cent- 
millièmes,  et,  pour  le  multiplicateur,  on  ne  conservera  que  les 
chiifre>  nécessaires,  qui  sont  au  nombre  de  six. 

33.  Problème.  —  Deux  nombres  iont  donnée  avec  une  approxi- 
madnn  connue;  avec  quelle  approximation  peut-on  calculer  leur 
produit? 

On  se  servira  des  théorèmes  démontrés  dans  ce  paragraphe  et 
en  particulier  du  théorème  14. 

24.  Application.  —  On  a  trouvé  pour  la  base  d^un  rectangle 
33", 281  et  pour  la  hauteur  9", -13  ;  chacun  de  ces  deux  nombres  est 
obtenu  à  0'",01  près;  avec  quel  degré  d'exactitude pourra-t- on  cal- 
culer la  iurface? 

L'erreur  absolue  est  plus  petite  que  (  10-j-  3i)  cenlièmas  ou 
que  0,41.  On  pourra  donc  calculer  la  surface  à  1  mètre  carré 
près. 

Le  produit  est  égal  à  313,8304. 

Donc  la  surface  sera  313<"<i,8  augmentés  d*une  fraction  plus  pe* 
tile  que  4  centièmes  et  augmentés  ou  diminués  d'une  fraction 
plus  petite  que  44  centièmes.  L'erreur  totale  sera  donc  plus  pe- 
tite que  48  centièmes.  Si  je  prends  314  mètres  carrés,  l'erreur 

sera  plus  petiteque  20  -|-  48 centièmes  et,  à  fortiori^  qu'une  unité. 

. 

25.  Remarque.  —  Môme  théorème  général  pour  les  puis- 
sances. 

26.  Application.  —  Le  rayon  d'une  circonférence  de  cercle  est 
0'",84  à  i  centimètre  près  par  défaut;  calculer  la  circonférence 
avec  toute  rexactitude  que  comporte  cette  donnée, 

La  circonférence  est  exprimée  par  â;r.R  ou  par 

*  6,283183... X 0,84. 

L'erreur  sera  plus  petite  que  0,01  X''  +  0,0...1  X  0,9.  Si 
je  prends  2ic  jusqu'aux  centièmes,  Terreur  du  produit  sera  pies 
petite  que  0,01X7  +  0,01X1  ou  que  8X0.01;  je  calcule 
donc  le  produit  6,28X0,84,  qui  est  égal  à  5,2:i72. 

5'",3  sera  la  longueur  de  la  circonférence  augmentée  de 
0^,0428  et  diminuée  d'une  quantité  inférieure  à  8  centimètres. 
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5",3  représentera  donc  la  longueur  de  la  circonféronce  avec  une 
erreur  plus  petite  que  8  centimètres,  c'esl-à-dire  plus  petite 
que  i  décimètre. 


40  DIVISION. 


27.  Théorème.  —  Lorsque^  dûns  une  division^  le  dividende  seul 
est  infxacly  f erreur  absolue  du  quotient  est  égale  à  l'erreur  absolue 
du  dividende  divisée  par  le  diviseur. 

Ce  Ihi^orème  est  évident  ;  car  soit  A  =  a  -|"  *>  *^  ^**^"* 
A a       a 

28.  Théorème.  — Si  le  diviseur  seul  est  inexact^  terreur  absolue 
du  quotient  est  moindre  que  l* erreur  du  diviseur  multipliée  par  le 
dividende  et  divisée  par  le  carré  du  diviseur  pris  par  défaut. 

i°  Soit  le  diviseur  approché  par  djfaut  B  =  ^-|-?»  r<îrreur 
sera 

A         A     _      A^      ^ 

elle  est 

^  b' 
en  remplaçant  t  +  [î  par  b. 

2°  Soit  le  diviseur  approcha'  par  excès  B  r=  fc  —  p,  l'erreur  sera 
A  A  A  fi  .A3         .  A  a 


<-         -■     <-^. 


tj  —  {i       b       (b  —  {i)b    ^[b  —  ii/     ^  ii' 

29.  Théorème  —  Si  U  di'idtnde  et  le  diviseur  sont  tous  deux 
approchés,  Icrrear  absolue  du  quotient  est  plus  petite  que  la  somme 
des  produite  obtenus  en  multipliant  chacun  de  ce?  nombres  par  ter- 
reur de  l'autre  divisée  par  le  carré  du  diviseur  pris  par  défaut. 

Cette  règle  peut  s'appli  picr  dans  tous  les  Ciis;  nous  Id  démon- 
trerons, pour  fixer  les  idées,  dans  le  cas  où  le  dividende  est  pir 
excès  et  le  diviseur  par  défaut. 
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L'un  des  facteurs  e^  A  =  a  —  a,  Tautre  est  B  =  6  -f-  p  ;  Ter* 

reur  est 

a      il  —  o flp-}-6a 

le  numérateur  égale 

(A  +  a)B  +  6a=:Ap  +  a(6  +  p)  =  Ap  +  Ba, 
le  dénominateur  est 


donc  Terreur  est 


< 


A^+Ba 


30.  Rbuarqub.  —  Dans  la  pratique,  on  remplacera  les  non- 
bres  A,  B  inconnus  par  des  valeurs  approchées  par  excès  et  a,  p  par 
leurs  linailes  supérieures.  Le  théorème  aura  lieu  à  fortiori, 

31.  pROBLàuB.  —  Deux  nombre^/  étant  donnés  avec  une  approxi- 
mation inimitée,  trouver  leur  quotient  à  une  unité  près  d'un  ordrâ 
décimal  donné. 

Cette  question  se  résout  par  la  méthode  de  la  division  abrégée. 


niVISI0?(  ABRÉGÉE. 


33.  Régie,  —  On  détermine  d'abord  le  nombre  des  ciiiiïrcs  du 
quotient.  Cela  fait,  on  prend  sur  la  gauche  du  diviseur  un  nom- 
bre composé  d'autant  de  chiffres  qu*il  en  faudra  pour  formjr  un 
nombre  égal  ou  supérieur  au  nombre  des  chiffres  du  quotient.  On 
prend  à  la  droite  de  ce  nombre  autant  de  chiffres  qu'il  y  en  au  ta 
au  quotient;  l'ensemble  des  chiffres  ainsi  déterminé  est  le  pre- 
mier diviseur.  On  sépare  sur  le  dividende  autant  de  chiffres 
qu'il  en  faut  pour  contenir  au  moins  une  fois  le  diviseur;  on 
forme  ainsi  le  premier  dividende.  On  effncd  tous  les  autres  chif- 
fres du  dividende,  ainsi  que  ceux  qui  sont  à  la  droite  du  pre- 
mi^^  diviseur. 

On  divise  le  premier  dividende  par  le  premier  diviseur;  puis, 
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fC'jr  effectuer  !a  =eo:n.it:  (L'.ision,  an  L'eu  d'ataiéser  le  chiffre 
êjî'.ar.t  du  dlviitrnde  ou  i:n  zéro,  on  eCace  le  dernier  chiffre  du 
d.'.iseur  et  on  divine  le  jreniier  reile  far  le  nou\eau  diviseur 
ainsi  formé.  Puis  on  divisera  !e  Sîcond  reste  par  le  troisième  di- 
vi-K:'jr,  obt^fr.u  en  etTjçant  ie  dernier  chiffre  à  droite,  el  ainsi  de 
suite. 

Les  chiffres  obtenus  dans  ces  divisions  partielles  sont  les  diffé- 
rents chiffres  du  quotient,  qui  sera  eiact  à  une  unité  près  de 
Tordre  du  dernier  chiffre. 

Pour  démontrer  cette  rè;2le,  nous  al'.ons  nous  proposer  de  cal- 
culer le  quotient  de  li2jOiJ0,81  par  4175^837,  à  une  unité  près. 
Le  quotient  aura  trois  chiffres.  Je  prendrai  donc  à  la  gauche  du 
diviseur  le  chiffre  4,  puis  les  trois  autres  chiffres  1,  7,  5,  sui- 
vant la  règle;  je  séparerai  à  la  gauche  du  dividende  cinq  chiffres, 
ùl  je  fais  la  première  division  : 


57 
16 


4173 


3il 


Le  quotient  est  3.  Je  divise  le  reste  17^5  par  417  :  le  quotient 
est  4;  je  divise  le  reste  57  par  41  :  le  quotient  est  1.  Je  dis  que 
341  exprime  le  quçtient  cherché  à  une  unité  près. 

En  effet,  je  remarque  que,  si  je  fais  la  multiplfcalion  abrégée 
suivante  : 

4175,837 
li3 


lOGS 
41 


H-2;u 

do  il75,S37  par  311,  et  que  je  retranche  chaque  produit  paitiel 

succt'ssiN  ornent  du  dividende,  j'obtiendrai  précisément  les  restes 

succos^ifs  17:25,  57  et  10  que  j'ai  trouvés  dans  la  division  abré- 

'  \  Je  déduis  de  là  1  iiir»0  =  le  produit  approché  +  16  ;  or,  ce 
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produit  approché=  4i75,8 X  34l««»».  —  f ,  e  <3+  4+  i  unités. 

4175.837  ^4175,837      4175 

Multipliant  par  100, 

1425000       ,,,    ,       1600  100c 


et 


4175,837  '  4175,837       4175,837 

li25000,8l       ^.,   ,    1600.81  100« 

^  341  -j- 


4175,837  '   4175,837      4175,837 


11  s'agit  de  prouver  que  chacune  des  fractions  du  second 
membre  est  plus  petite  que  1 .  Comme  elles  ont  un  signe  contraire, 
le  quotient  sera  311  à  une  unité  près.  Or  16  est,  comme  il  était 
facile  de  le  prévoir,  inférieur  à  41 ,  car  c'est  un  reste  de  la  di- 
vision par  41;  donc  1600,81  sera  inférieur  au  dénominateur 
4175,837,  et  cette  première  fraction  est  au-dessous  de  Tunité. 
Quant  à  la  seconde,  e  est  plus  petit  que  3  X  9>  P^r  conséquent 
plus  petit  que  41.  Je  remarquerai  que  j'ai  pris  4  précisément 
pour  avoir  un  nombre  supérieur  à  3,  nombre  des  chiffres  du 
quotient.  Donc  100e  est  inférieur  à  4175,837,  et  celte  seconde 
fraction  est  encore  inférieure  à  l'unité. 

33.  Reuarque.  —  Il  est  toujours  facile  de  ramener  tous  les 
cas  à  celui  où  Ton  veut  le  quotient  à  une  unité  près,  en  avan- 
çant ou  reculant  la  virgule  au  dividende. 

34.  Application.  —  Calculer  à  1  kilomètre  prèi  le  rayon  de  la 
Ttrre,  en  suppotant  quelle  soit  iphérique  et  que  m  circonférence 
soit  40  millions  de  mitres. 

Jo  calcule  le  quotient  de  40000  par  2ir  à  une  unité  près  par 
la  méthode  de  division  abrégée. 


400000 

^3014 

4265 

307 

25 


6283 


63GG 


«  * 


» 


?' 1  '  i:i.t::  ■«*  »7XIi:;ti?. 


L»  n.i     -~-^r-î  2    D.»:ir  -!  >r   *_!:::»'--«  i    I    k\:r.»rlre 


î  ♦  I.'  '  -•  * 

Xiz  .:--*!::  -?  j:-:--r--*  t.  r'  H. 'erreir  «en  p'js  p»êt:le  que 

^»M>î       3  •.••I    -  3  -,   ,.  , 

,_   .-r^—  :  -  r  -* i :  -  ezjiz  tz^  uI-  L  envar  sera  pi  .s 

f.^w  e  q:;*wn  ::  \  ^z>t,  et  !  ca  p«:urrd  a-s  ::r  !e  Bi-aibre  à  un  diiième 

.'ïfT.  Affucatiox.  —  C-rniiia^n/  rffëx  ll^■l^'fi  3,645 r/ 8,23456, 
(un  a  0.<>j|,  Tautrta  0J>.M»I,  tur  qmelU  approximation  peut -on 
compter  daf»$  Uur  quotient? 

b'd\  li^Si  le  th*Vjrpîne  III  de  ce  paf-agraphe.  Terreur  sera  plus 

îi  X  Ojj<j|       i  V  0  0>Kji   "  0.01  ^ 

petite  que — — on  qae  -^rr--,  ou  enGn  q«:e 

0,rx>I. 

On  jiourra  compter  sur  les  millièmes. 


50  PUISSANCES. 


38.  Théorème.  —  L  erreur  absolut  du  carré  d'un  nombre  ap- 
proché est  inférieure  au  double  produit  du  nombre  approché  par 
txch  par  son  erreur  absolue, 

I'!n  ciïul,  le  carré  est  le  produit  de  deux  facteurs  égaux. 

ÎWK  Théorème.  —  L'erreur  absolue  d'un  cube  est  plus  petite  que 
I0  triple  produit  du  nombre  approché  par  excès  par  terreur  absolue. 
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40.  Remabqub.  —  Oq  démontrerait  de  même  le  thdorème  pour 
la  puissance  !!•*■«;  l'erreur  absolue  d*une  puisfance  est  plus 
petite  que  n  fois  le  produit  du  nombre  approché  par  excèâ  par 
Terreur  absolue. 

41.  pROBtÈME.  —  ÉlafU  donné  uhnombn  avtc  unt  approxima- 
tiom  illimitéet  caLuler  cou  carré  ou  ion  cube  avec  une  approiiwM' 
tiou  donnée. 

On  appliquera  la  règle  de  la  multiplication  abrégée. 

42.  Pboblàhb.  —  Étant  donné  un  nombre  avec  une  approximu' 
tUm  déterminée,  trouver  F  approximation  avec  laquelle  on  peut  cal- 
culer ton  carré  ou  ion  cube. 

Les  théorèmes  précédents  permettent  de  résoudre  cette  ques- 
tion. 


6»  RACINES. 


43.  Théorème.  —  Lerreur  commise  iur  la  racine  earrU  d'un 
nombre  approché  est  plus  petite  que  terreur  commise  sur  ce  nombre 
divisée  par  le  double  de  la  racine  carrée  de  ce  nombre  pris  par  dé- 
faut. 

Soit  le  nombre  pris  par  excès  A  =  a  —  a,  Terreur  est 

V^â  —  v^  Si:  v^  —  V^a  —  a, 
ou,  en  -multipliant  et  divisant  par  la  somme  des  radicaux, 


y^  -{-y a  —  a 

elle  est  donc  plus  petite  que 


a 


2/a  — a 
11  en  serait  de  même  si  le  nombre  était  approché  par  défaut. 
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44.  Théorème.  —  L'erreur  commise  sur  la  racine  cubique  d'un 
nombre  approché  est  plus  petite  que  V erreur  du  nombre  divisée  par  le 
triple  carré  de  la  racine  cubique  du  nombre  pris  par  défaut. 

SapposoDi  le  nombre  approché  par  défaut,  alors  A  =  a  -{-  >« 


_      ae-y^ 


Terreur  est  \  a  -r  »  —  \  a;  or  x  —  y=  ^— -, — =,  diaprés  un 

théorème  que  Ton  démontre  immédiatement  en  chassant  le  dé-> 
nominateur. 

.  RempUçani  x  par  v  û~î- *  et  y  par  \<^i  on  a 

ya  -r  <x  —  y  a  =  — _^  ,^ -^— .  ♦ 

ii  fl  +  »^  +  i  a  +  »  V^fl  +  U  «/ 

or  cette  expression  est  plus  petite  que     ,  ^  , ,  ^  « 

3  ( va ) 

45.  Pboblèmb.  —  Etant  donné  un  nonU>re  susceptible  d'une  ap- 
proximation  indéfinie^  calculer  sa  racine  carrée  ou  cubique  à  une 
unité  près  d'un  ordre  donné. 

Ce  problème  est  résolu  dans  les  Cours  d*Arilhmétique,  au  cha- 
pitre des  Racines, 

46.  Problème.  —  Un  nombre  étant  donné  avec  une  approxima- 
tion déterminée,  calculer  avec  quelle  approximation  on  pourra  obte- 
nir  sa  racine  carrée  ou  cubique. 

Soit  i,5G23  connu  à  0,0301  près^  avec  quelle  approximation 
oura-t-on  sa  racine? 

D'après  le  n°  43,  l'erreur  commise  sur  la  racine  sera  plus  pe- 

0,0001  ,         ,.  0,0001    ^  , 

tile  que —  ou  plus  petite  que  — - —  •  On  pourra  donc  avoir 

1j  racine  avec  quatre  chiffres  exacts. 


CUÂP.  U.  —  ERREURS  RELATIVES. 


47.  Piii>xiPE.  —  Si  Von  tonnait  dam  un  nombre  m  chiffrée 

i 
exacte,  Veneur  relative  sera  plia  petite  que  .        , ,  ou,  si  Kdtsigne 

i 

le  premier  chiffre  du  nombre  proposé,  ^^  j<>m-i  * 

Il  •  lu 

En  effet,  soit  le  nombre  328,42  exact  à  0,01  près,  Terreur  re« 

I  1 

lalive  sera  plus  petite  que  g^j^g'  ®"  ^^^  P®^*^  ^"®  dôÔÔÔ^  ^^ 

i  1 

plus  petite  que  ^      ,j  et,  à  fortiori,  plus  petite  que  jrr^  • 

48.  Principe.  —  Si  Von  sait  que  V erreur  relative  d'un  nombre 

i 
est  plus  petite  que  rrr^,  on  pourra  compter  sur  m  chiffres  exacts,  et 

\ 

9%  Verreur  est  pjus  petite  que  „  j  K  désignant  le  premier 

(K  -p  1 J  lU 

chiffre  du  nombre,  on  pourra  compter  $urm-^i  chiffres  exacts. 
En  effet,  soit  ie  nombre  45,327;  on  sait  que  Terreur  relative 

t  est  plus  petite  que  jt^i  Terreur  absolue  sera  alors  plus  pe> 

45  327 
tite  que      *      »  c'est-à-dire  plus  petite  que  i  ;  donc  on  pourra 

compter  sur  cinq  chiffres. 
Si  Ton  savait  cpie  c  est  plus  petit  que         .^>  on  yoil  que 

45  327 
Terreur  absolue  e  est  plus  petite  que     '      >  ou  plus  petite  que 

1  ;  on  pourrait  compter  sur  cinq  chiffres. 


»         -  -  «^  • 

-      ,  -  - 

z-ir.:^  **  -^"t  t  »•  -.;  r=  r   r  *■-£!:  ;.  1*1^:.:  rJt  p^-;'-iS  petit 
I 

f 

'.',•,:  >i  r.^.13  é-"  "iir:  a::r:i  !r-i:.:r  r-r  1  :-r^:e  des  unicés  da 
b^t'/.Li  .TtTtz  '.'  i  ï  C3  a  tie  :i.  ^  :e  iiirçcr  Je  s^cood  ch  iîre. 
I/is'.t  ce  ^sl-ï,  -  y  a  It-i  cii>es  l'ireur  :  /.iiie,  i'crreor  ongi- 
L«r.  e.  -î.r,.  ie  n:::.ire  prsp'iét-  e^t  afec^é;  i'^uire  provient  de  U 
•o;/j,r*:4î.vD  ::-i  r-  5rei  5!îr  .esqarls  en  serait  incer  ain. 


1'  ADDinOH  ET  SOUSTRACTION. 

'^),  L'erreur  relative  d'une  somme  on  d'une  différence  se  cal- 
culera en  passant  par  Terreur  absolue  et  en  divisant  par  le 
nombre  exact.  Elle  n'a  pas  d'importance  ni  d'usage. 


^'>  MULTIPLICATION. 

01.  Théorème.  —  L'erreur  relative  (Tun  produit  de  deux  fac- 
trur»  dont  l'un  seulement  est  approché  est  égale  à  l'erreur  relative 
du  fat  leur  inexact» 

Solnnl  A  ol  U  lo8  deux  nombres  et  a  Terreur  commise  sur  A  ; 
'orrcur  absolue  est  (u»  13)  fia  et  Terreur  relative  est—,  ou  -  • 

Al)        A 
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52.  Théorème.  —  Dans  UusUi  eu,  ^erreur  relaiive  (Tunpro^ 
duU  de  deux  facteurs  est  plus  petite  que  la  somme  des  erreurs  rela- 
tives diS  facteurs  {en  remplaçant  les  erreurs  relatives  par  leurs  /i- 
mites). 

f*  Lee  deux  facteurs  eont  approchés  par  défaut.  Dans  ce  cas, 
Terreur  relative  du  produit  est  égale  à  la  somme  des  erreurs  re- 
latives des  facteurs  diminuée  du  produit  de  cea  erreurs. 

En  effet,  f oit  A  =  a-f-a  et  B  =  &-[~P)  Terreur  absolue  est 

AB  — û6,  GUûp  +  ^«  +  «P>  ^^  («+«)P  +  (^  +  P)*  — «P; 
donc  Terreur  relative  est  ^  +  t  ~  tI  •  c.  o.  f.  d. 

il      A       Ad 

2**  Si  les  factfurs  sont  approchés  par  excès  tous  les  deux, 
Terreur  relative  du  produit  eet  égale  à  la  somme  des  erreurs  re* 
latives  des  facteurs  augmentée  du  produit  de  ces  erreurs. 

Cette  proposition  se  démontrerait  comme  la  précédente;  mais, 
si  Ton  remplace  les  erreurs  relatives  par  leurs  limites,  on  peut 
démontrer  que  Terreur  rebtive  du  produit  est  plus  petite  que 
la  somme  des  erreurs  relatives  des  facteurs. 

53.  Un  exemple  fera  (cmprendre  Teiactitude  de  ce  qui  pré- 
cède: 

Soit  ic  =  3J42  à  0,001  près  par  excès,  v/2=  1,415  à  0,001 
près  par  excès;  Terreur  relati\e  du  produit  est  précisément 
égale  à 

0.000 i073i,..    ,  0,0007. . .       0,000 i07..  .X 0,0007 

Si  je  remplace  le  numérateur  de  la  première  fraction  par  0,001 , 

i 

j'augmente  la  fraction  de  plus  de  j-^-  De  même  pour  le  numé- 
rateur de  la  seconde  fraction,  si  je  remplace  0,0007  par  0,001, 

\ 

j'augmente  la  fraction  de  plus  de  —^^  tandis  qu  en  négligeant  lu 

\ 

troisième  fraction,  Terreur  est  plus  petite  que  T^p* 

3*  Si  les  facteurs  sont  approchés  Tun  par  défaut  et  Tautre  par 
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excès,  l'erreur  relative  du  produit  sera  égale  à  la  différence  des 
erreurs  relatives  des  facteurs,  augmentée  ou  diminuée  du  pro- 
duit de  ces  erreurs. 

54.  Tliéorème.  —  L'erreur  relative  d'un  produit  de  plus  de 
deux  facteurs  est  plus  petite  que  la  somme  des  erreurs  relatives  de 
ces  facteurs  (en  remplaçant  les  erreurs  relatives  des  facteurs  par 
leurs  limites  et  les  nombres  exacts  par  des  limites  supérieures,  s'il 
y  a  lieu). 

Je  prendrai  les  facteurs  A,  B,  C,  D.  Le  produit  ABCD  =  (AB)  -.CO;  ; 
Terreur  relative  du  produit  (AB)  (CD)  est  plus  petite  que  la 
somme  des  erreurs  relatives  de  (AB)  et  de  (CD);  mais  Terreur 

relative  de  (AB)  est  plus  petite  que  ^+k;  celle  de  (CD)  est  plus 

A       u 

Y        S 

petite  que--("n  •  ^0°^  c®^^®  ^®  ABCD   est  plus  petite  que 


a 


'^b'^c'^d 


55.  Problème.  —  Des  nombres  sont  donnés  avec  une  approxima^ 
tion  indéfinie;  combien  doit-on  prendre  de  chiffres  dans  chaque  fac- 
teur pour  pouvoir  compter  sur  m  chiffres  au  produit? 

!«  Supposons  qu'il  y  ait  deux  facteurs.  Puisqu'il  faut  m  chif- 
fres, il  suffira  que  Terreur  relative  e  du  produit  soit  plus  petite 

1  i 

que—  ou  plus  petite  que  ^^^  _^  |  j^j^-.?  ^  étant  le  prerp.ier 

chiffre  du  produit. 
Il  suffira  donc  que  chaque  facteur  soit  évalué  avec  une  erreur 

1  1  1 

relative  plus  petite  que  -r  • ,.,  ,   ,,.,.,    ,i  ou  au  moins  de  -^— ; — . 
^      ^        ^     ±   (K  +  OlO"    '  2.10- 

Si  aucun  des  facteurs  ne  commence  par  I,  il  suffira  (Principe  I) 
de  prendre  m-{-  {  chiffres,  sinon  on  en  prendra  m  -|-  2. 

2°  S'il  y  a  plus  de  deux  facteurs,  quatre  par  exemple,  il  suf- 
fira que  Terreur  relative  de  chacun  d'eux  soit  plus  petite  que 

-r-rm  ce  qu'il  sera  facile  de  réaliser. 
4,10"* 

56.  Problème.  —  Deux  nombres  sont  donnés,  chacun  avec  m 
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chiffrée  exacts;  quel  sera  le  nombre  de  chiffres  sur  lequel  on  pourra 
compter  au  produit? 

L'erreur  relative  de  chaque  facteur  est  plus  petite  que  ^  ^  : 
leur  somme  sera  plus  petite  que  .       ^)  à  fortiori  plus  petite 

que  TKarTi  *  U  y  ^^ra  donc  m  —  i  chiffres  sur  lesquels  oo  pourra 

compter  au  produit. 

Il  est  facile  de  voir  que,  à  moins  d'uo  cas  exceptionneli  le  pro« 
duit  aura  m  —  i  chifi^es  sur  lesquels  on  pourra  compter.  En 
effet,  soit  K  et  K'  les  deux  premiers  chiffres  des  facteurs,  ler- 

reur  relative  du  produit  sera  plus  peïile  que  (  g^  +  [77 1  îî^arrr' 

Si  K  et  K'  sont  plus  grands  tous  les  deux  que  i,  cette  erreur 

i 
sera  plus  petite  que  TKarn^  ^^  l*on  pourra  compter  sur  m  —  1 

chiffres. 
Si  K  =  i  et  K'  =  i,  Terreur  relative  du  produit  a  pour  limite 

««Périeurc  ^  +  j^  =  g-~^ . 

Or  le  premier  chiffre  du  produit  est  plus  petit  que  5,  car  les 
premiers  chiffres  des  facteurs  sont  égaux  à  1.  Donc  on  pourra 
calculer  m  —  1  chiffres  au  produit. 


3«  DIVISION. 


57.  Théorème.  —  Lerreur  relative  du  quotient  est  moindre  que 
la  somme  des  erreurs  relatives  des  deux  termes  (en  remplaçant  les 
erreurs  relatives  des  deux  termes  par  leurs  limites). 

i"  Si  le  dividende  seul  est  inexact.  Terreur  relative  du  quo- 
tient est  égale  à  Terreur  relative  du  dividende,  car  on  considé- 

8 
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rera  — ^ —  comme  le  produit  de  A  -f-  «  par  -,  et  l'on  appliquera 

le  théorème  de  la  multiplication. 

2°  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  approchés,  Terreur  re- 
lative du  quotient  est  plus  petite  que  la  somme  des  erreurs  rela- 
tives des  deux  termes  (en  prenant  pour  ces  erreurs  relatives  leurs 
limites). 

Car,  en  considérant  le  dividende  comme  le  produit  du  diviseur 
par  le  quotient,  Teneur  relative  du  dividende  est  semiblement 
égale  à  la  somme  algébrique  de  Terreur  relative  du  diviseur  et 
de  celle  du  quotient.  Par  conséquent.  Terreur  relative  du  quo- 
tient e?t  égale  sensiblement  à  la  somn.e  algébrique  des  erreurs 
relatives  des  deux  termes,  et,  en  prenant  les  erreurs  comme  nous 
Tavons  dit,  nous  arrivons  à  Ténoncé  donné. 

58.  Problèmes.  —  Comme  IVnoncé  est  le  même  que  pour  la 
multiplication,  les  problèmes  ne  diffèrent  pas  essentiellement. 


io  PUISSANCES  ET  RACINES. 


59.  Théorème.  —  Lerreur  relative  du  carré  d'un  nombre  ap- 
proché e4  plus  petite  que  deux  fois  l'erreur  relative  du  nombre  {en 
remplaçant  l'erreur  pur  sa  limite). 

Cela  résulte  du  théorème  correspondant  dans  la  multiplication 
de  deux  facteur?. 

60.  Théorôme.  —  L'erreur  relative  du  cube  d'un  nombre  ap' 
proche  eit  plus  petite  que  le  triple  de  l'erreur  relative  du  nombre 
(en  remplaçant  F  erreur  par  sa  limite). 

Cela  résulte  du  théorème  correspondant  dans  la  multiplication 
de  trois  facteurs. 

01.  Théorème.  —  Lerreur  relative  d'une  racine  carrée  est  plus 
petite  que  la  moitié  de  l'erreur  relative  du  nombre  {en  remplaçant 
l'erreur  du  nombre  par  sa  limite^. 
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En  eflel,  le  nombre  étant  le  carré  de  sa  racine,  deux  fois  l'er- 
reur relative  de  la  racine  égale  sensiblement  Terreur  relative  du 
nombre,  et  Terreur  relative  de  la  racine  égale  sensiblement  la 
moitié  de  Terreur  relative  du  nombre,  et,  en  remplaçant  cette 
dernière  par  une  limite»  il  y  aura  inégalité. 

63.  Théorème.  —  U erreur  relative  dune  racine  cubique  e»t 
plut  petite  que  le  tiers  de  terreur  relative  du  nombre  (en  remplaçant 
r erreur  relative  du  nombre  par  ta  limite). 

Même  démonstration  que  pour  le  précédent. 


MAXIMA  ET  MIMMA. 


THÉORIE  BT  QUESTIONS. 


DéftaitioB  des  fosclions*  exemples;  tarltbles  indépendantes.  —  FooctioDi  aI,:^briqoes 
et  fiMctioBS  traoseendanles.  —  Valears  des  fondions  ponr  certaines  valeort  des 
tariables,  et  inTersement*  —  Moyen  praliqne  do  résoudre  U  seconde  question 
po«  les  fonctions  quelconques  à  une  seuls  inconnue. 

Maxiaum  ou  minimom  d*une  fonction.  —  Moyen  pratique  pour  les  déieririoer  quand 
les  lÎBSdioss  iont  à  une  seule  variable.  —  Méthode  algébrique  précise  quand  les 
fonctions  ne  donnent  lien  qu'i  des  équations  dn  fécond  degré  oo  à  des  ^(|i)aiioDS 
bicarrées.  —  Fonctions  entières  dn  second  degré.  —  Fonctions  fraciionoaires. 
—  FoBctioos  irrationnelles. 

Tbéorèmes  sur  les  maxima  et  minima.  —  Renvoi  an  recueil  pour  les  exercices. 

Âvaot  d*expHquer  la  manière  de  traiter  les  problèmes  sur  les 
maxima  et  les  minima,  il  est  nécessaire  dé  dire  quelques  mots 
sar  ce  que  Ton  entend  par  fonction  et  par  variable,  et  sur  les 
cas  où  les  questions  de  maximum  et  de  minimum  sont  suscep- 
tibles d'être  traitées  par  les  Mathématiques  élémentaires. 

On  appelle  fonelion  une  quantité  dépendant  d'une  ou  plu- 
sieurs autres  quantités  susceptibles  de  recevoir  des  valeurs  va- 
riables arbitraires.  Ces  dernières  reçoivent  le  nom  de  variables 
indépemdantei. 

Ainsi  la  surface  d*un  rectangle  est  une  fonction  dépendant  de 
sa  base  et  de  sa  hauteur-;  Faire  d'un  cercle  est  une  fonction  de 
son. rayon.  Celte  dénomination  de  foneliont  et  de  variables  dé* 
pend  absolument  de  chaque  cas  où  l'on  se  trouve  placé,  de  la 
manière  dont  on  envisage  les  questions,  de  telle  sorte  que,  selon 
les  cas,  la  fonction  peut  devenir  la  variable,  et  la  variable,  au 

2. 
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contraire,  la  fonction.  Supposons,  en  effet,  la  surface  d*un  triangle 
donnée  :  sa  base  et  sa  hauteur  sont  indéterminées;  si  Ton  donne 
à  la  base  diverses  valeurs,  il  en  résulte  autant  de  valeurs  corres- 
pondantes pour  la  hauteur  :  celle-ci  est  alors  la  fonction;  la  base 
est  la  variable.  Si,  au  contraire,  on  donnait  à  la  hauteur  des 
valeurs  arbitraires  et  si  Ton  cherchait  à  en  conclure  les  valeurs 
correspondantes  de  la  base,  ce  serait  cette  dernière  qu'on  de- 
vrait appeler  fonction;  la  variable  indépendante  serait  la  hauteur. 

Les  fonctions  sont  algébriques  ou  transcendaates  ;  elles  sont 
digebriques  lorsque  la  fonction  et  la  variable  ou  les  variables 
sont  liées  entre  elles  par  des  relations  où  n'entrent  que  les  signes 
ordinaires  de  l'Algèbre.  Elles  sont  transcendantes  quand  les  va- 
riables indépendantes  entrent  dans  les  formules  sous  forme  de 
signes  trigonométriques,  de  logarithmes,  d'e^Lposants,  etc. 

Les  fonctions  algébriques,  les  seules  dont  nous  ayons  à  nons 
occuper,  se  distinguent  elles-mêmes  en  fonctions  algébriques  en- 
tières et  fonctions  algébriques  fractionnaires,  selon  que  les^uan- 
*  tités  variables  n'entrent  pas  en  dénominateur  ou  bien  se  pré- 
sentent en  diviseur. 

Les  fonctions  algébriques  entières  sont  classées  suivant  leur 
degré  :  ainsi  Ton  a  la  fonction  du  premier,  du  deuxième  de- 
gré, etc. 

Deux  questions  se  présentent  sur  la  fonction  ;  Tune  est  très- 
simple  :  c'est  de  savoir  quelle  valeur  prend  la  fonction  pour  une 
valeur  donnée  de  la  variable.  Il  suffit  d'un  calcul  toujours  facile 
pour  la  résoudre. 

Il  n'en  est  pas  toujours  de  même  pour  la  seconde.  Quelle  va- 
leur faut-il  donner  à  la  variable  pour  que  la  fonction  prenne  une 
valeur  déterminée?  Lorsque  la  fonction  est  algébrique  et  entière 
et  qirelle  n'est  pas  d'un  degré  supérieur  au  second,  on  peut  tou- 
jours y  arriver  au  moyen  d'une  équation  du  premier  ou  du  se- 
cond degré. 

Lorsque  la  fonction  est  de  degré  supérieur  ou  transcendante  à 
une  seule  variable,  on  peut  arriver  à  une  solution  approxima.tive 
au  moyen  d'une  construction  graphique.  On  trace  deux  lignes 
perpendiculaires,  et,  convenant  d'une  certaine  longueur  pour 
représenter  l'unité,  on  porte  sur  l'une  des  lignes,  la  ligne  hori- 
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zonlaie  par  exemple,  les  valeurs  données  à  la  variable  ;  on  cal- 
cule les  valeurs  que  prend  la  fonction  pour  ces  valeurs  de  la  va- 
riable, et  aux  points  correspondants  on  élève  des  perpendicu- 
laires auxquelles  on  donne  pour  longueurs  les  valeurs  de  la 
fonction  propre  à  chacune  des  valeurs  de  Tinconnue.  On  obtient 
ainsi  une  série  de  points  qu'on  réunit  par  une  courbe  régunère  : 
cela  fait,  pour  avoir  la  valeur  de  la  variable  correspondante  è 
une  valeur  donnée  de  la  fonction»  sur  la  ligne  verticale,  on  porte 
la  valeur  de  la  fonction,  on  trace  une  horizontale  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  courbe;  en  ce  point  on  mène  une  verticale,  et  Ton  a 
la  valeur  de  la  variable  représentée  par  la  longueur  comprise 
entre  le  pied  de  cette  perpendiculaire  et  le  point  de  croisement 
des  deux  lignes  primitivement  tracées.  On  n'a  ainsi  que  des  va* 
leurs  approchées,  mais  qui  suffisent  dans  bien  des  cas.  Il  est  clair 
qu'on  peut  adopter  deux  longueurs  différentes  pour  représenter 
Tunîté,  suivant  Tborizontale  et  suivant  la  verticale.  Nous  n'insis- 
terons pas  plus  longtemps  sur  cette  méthode,  qui  sort  des  limites 
des  Mathématiques  élémentaires,  mais  dont  cependant  il  est  bon 
d'avoir  au  moins  une  idée. 

On  appelle  fMximum  ou  fntminiiiii  d'une  fonction  toute  valeur 
de  cette  fonction  plus  grande  ou  plus  petite  que  les  valeurs  cor- 
respondant à  des  valeurs  de  la  variable  voisine  de  la  première, 
soit  plus  grandes^  soit  plus  petites. 

La  méthode  des  courbes  peut  servir  à  déterminer  les  maximum 
ou  minimum  d'une  fonction  à  une  seule  variable;  il  sullii,  en 
effet,  de  prendre  dans  ce  cas  les  valeurs  de  la  fonction  pour  les- 
quelles la  courbe  a  des  tangentes  horizontales. 

Lorsque  les  fonctions  donnent  lieu  à  des  équations  du  premier 
ou  du  Fécond  degré,  ou  à  des  équations  bicarrées,  l'Algèbre 
élémentaire  permet  de  traiter  les  questions  de  maximum  et  de 
minimum  d'une  manière  exacte. 

C'est  de  ces  cas  qu'il  va  être  maintenant  question. 

Remarquons  qu'il  est  inutile  de  considérer  les  fonctions  du  pre- 
mier degré,  puisque  ces  fonctions  prennent  toutes  les  valeurs 
comprises  entre  —  ao  et  4-  <3o  (ce  que  montrerait  la  construction 
d'une  courbe,  qui  se  réduit  alors  à  une  droite,  et  n'a,  par  suite^ 
pas  de  tangente  horizontale). 
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Passons  donc  aux  fonctions  du  second  degré,  et  prenons  d'abord 
les  fonctions  entières. 

Soit  az^-\-bx-{'C  une  fonction  entière  du  second  degré  en  x, 
que  nous  prenons  comme  variable.  Désignons  par  m  une  valeur 
quelconque  de  la  fonction  donnée;  égalons  la  fonction  à  cette  va- 
leur/qui  doit  évidemment  être  réelle,  et  cherchons  quelle  est  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  de  m,  correspondant  à  des 
'  valeurs  réelles  de  x. 

Résolvons  Téquation 

elle  donne 


x  = r ■ • 

Pour  que  x  ne  soit  pas  imaginaire,  il  faut  que  la  quantité  sou- 
mise au  radical  soit  positive.  Posons  donc  la  condition 

6'  —  4ac  +  4  am  >  0, 
4affi>  4ac  —  6'. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  a  peut  être  positif  ou  négatif. 
Si  a  est  positif,  je  puis  diviser  par  4  a,  et  j'ai 


m> 


4a 


Puisqu'il  faut  que  m  soit  plus  grand  que  — ,  en  prenant 

précisément  cettS"  valeur  pour  m,  j'aurai  la  plus  petite  valeur, 
c'est-à-dire  le  minimum  de  la  fonction. 

Si  a  est  négatif,  en  divisant  par  4a,  je  dois  changer  le  signe, 
et,  pour  que  x  soit  réel,  il  faudra  qu'on  ait 


m< 


4a 


La  plus  grande  valeur  de  m,  c'est-à-dire  le  maximum  de  la 
fonction,  sera  donc 

Aac  —  b^ 
4a 

Donc,  lorsque  a  est  positif,  il  y  a  minimum,  et  lorsque  a  est 


—  • 
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négatif,  il  y  a  maximum  ;  la  valeur  limite  s'obtient  en  tout  cas 

en  calculant 

404? --6' 

4a 

Quant  i  la  valeur  correspondante  de  la  variable,  le  radical 
8*annulanl,  il  reste 

x  =  — — • 
ta 

Ce  recueil  présente  une  série  d*applications  de  cette  règle,  qui 
permet  d'obtenir  immédiatement  des  résultats. 

Prenons  maintenant  une  fonction  fractionnaire,  soit,  par 
exemple, 

a'x^-^b'x+c' 
Égalons  de  même  la  fonction  à  m  et  résolvons  l'équation 

ax^A-bx  +  c 

a  V  +  b'x  +  c'  ■"     • 

Elle  donne  pour  x 

—  (b  —  b'm)  ±1^(6  —  b'my  —  4  (a  —  am;  (c  —  c'm) 

X  = ' — i • 

t{a  —  a'm) 

La  quantité  soumise  au  radical  doit  rester  positive  ;  cette 
quantité  est  un  trinéme  de  second  degré  en  m  ;  appelons  «i  p  et  t 
les  coefBcients  de  ce  trinôme,  la  condition  sera  exprimée  par 

(1)  otm'  +  pm  +  T>0. 

Décomposons  le  premier  membre  en  facteuri  du  premier  de- 
gré, et  appelons  m' la  plus  grande  et  m"  la  plus  petite  des  ra- 
cines  de  l'équation 

L'expression  (1)  devient 

(2)  a(m-m')  (m  — m")  >0. 

Comme  précédemment,  «  peut  être  positif  ou  négatif.  Exa* 
minons  ce  qui  arrive  si  «  est  positif:  pour  que  (2)  reste  positi^ 
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il  faut  que  les  deux  facteurs  restent  de  môme  signe,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  donner  à  m  toutes  les  valeurs  plus'  grandes  que  la 
plus  grande  racine,  ou  plus  petites  que  la  plus  petite  racine, 
mais  aucune  des  valeurs  intermédiaires.  La  plus  grande  racine 
m'  est  donc  un  minimum,  la  plus  petite  m"  un  maximum. 

Si  a  est  négatif,  pour  que  le  produit  soit  positif,  il  faut  que 
les  deux  autres  facteurs  soient  de  signes  contraires,  et  le  raison- 
nement que  nous  venons  d'employer  montre  qu'alors  m'  est  un 
maximum  et  m"  un  minimum. 

Nous  renverrons  aux  exemples  traités  dan^  ce  recueil. 

La  résolution  des  équations  bicarrées  se  ramenant  à  celle  des 
équations  du  second  degré,  nous  n'avons  pas  à  traiter  spéciale- 
ment ce  cas.  Pour  ce  qui  est  des  fonctions  irrationnelles,  on  les 
égale  toujours  à  une  valeur  indéterminée  m,  puis  on  élève  à  une 
puissance  sufGsante  pour  faire  disparaître  les  radicaux. 

Nous  terminerons  cette  Note  en  démontrant  trois  théorèmes 
qui  rendent  très-simple  la  solution  d'une  foule  de  problèmes  sur 
la  question  qui  nous  occupe. 

Théorème  /.  —  Quand  la  somme  de  deux  quantités  positives 
et  variables  est  constante,  leur  produit  est  maximum  lorsque 
ces  quantités  sont  égales. 

Soient  x  ei  y  deux  quantités  variables  dont  la  somme  a  est 
constante  ;  appelons  m  la  valeur  du  produit,  nous  aurons  les 
équations 

(1)  xy  =  m, 

(2)  x  +  y  =  a. 

Éliminons  ^,  nous  obtenons 

x"^  —  ax-\-m  =  0, 
qui  admet  pour  maximum  de  x 


et,  par  suite, 


a 

*=5 


r=â=*- 
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Tttéorème  IL  —  Quand  la  somme  de  plusieurs  quantités  posi- 
liveset  variables  est  constante,  leur  produit  est  maximum  quand 
toutes  ces  quantités  sont  égales. 

Soient  trois  quantités  variables  x,  y,  x  ayant  une  somme 
constante  a,  je  dis  que  le  produit  ne  peut  être  maximum  qu*au- 
lant  qu'on  a  x  =  y  =  2. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  y  ait  deux  quantités  inégales  x  et  y  ; 
je  vais  montrer  qu'on  n'a  pas  le  maximum  du  produit. 

Je  suppose  les  autres  quantités  z  non  changées  de  valeur  ; 
alors  la  somme  x  -|-y  est  constante,  elle  vaut  a  —  s  ;  le  maxi-  ' 
mum  du  produit  xy  correspond  alors,  d'après  le  théorème  précé* 
dent,  aux  valeurs  de  x  et  de  y,  égales  entre  elle?,  et  égales  par 
suiteà|(x  +  y). 

Donc,  tant  qu'il  y  a  deux  quantités  inégales,  on  peut  augmen- 
ter la  yaleur  du  produit  ;  donc  celui-ci  n'est  maximum  qu'au- 
tant que  toutes  les  quantités  sont  égales. 

Théorème  IIL  —  Quand  la  somme  de  deux  quantités  positives 
et  variables  est  constante,  le  produit  de  ces  quantités  élevées  à 
des  puissances  quelconques  est  maximum  quand  ces  quantités 
sort  dans  le  même  rapport  que  leurs  exposants. 

Soient  x  et  jf  les  deux  quantités,  a  leur  somme.  Considérons 
le  produit  X*  2^1  jo  dis  que  ce  produit  sera  maximum  lorsqu'on 

aura 

X m 

Pour  le  prouver,  je  remarque  que,  si  la  quantité  x'^y"  est  ren- 
due maximum,  il  en  sera  de  même  de  la  quantité 

puisque  m"'»*  est  un  nombre  constant  ;  or 

J*ai  ainsi  deux  séries  de  facteurs  dont  la  somme  est  constante  : 

X 

la  pre.îiière,  en  effet,  contient  m  facteurs  —,  dont  la  somme 


36  MAXIMÀ    ET    MINIMA. 

est  X  ;  la  deuxième  contient  n  facteurs  -  ayant  pour  somme  y. 

La  somme  de  tous  les  facteurs  vaut  donc  .T  +  y  =  a  =  consr. 
Pour  que  le  produit  soit  maximum,  il  faut  que  tous  les  facteurs 
soient  égaux,  c'est-à-d::\î  qu'on  ait 

X      y  X      m 

-=:^-    ou     -  =  -. 

m      n  y      ^^ 

On  voit-,  sans  qu*il  soit  besoin  de  le  dire,  comment  on  pour- 
rait étendre  ce  dernier  théorème  aux  cas  de  plusieurs  quantités. 
Il  faut  alors  que  les  diverses  variables  aient  des  valeurs  propor- 
tionnelles à  leurs  exposants. 

Nous  avons  donné,  dans  ce  recueil,  un  grand  nombre  d'exer- 
cices sûr  ces  théorèmes,  qui  résolvent  toutes  les  questions  rela- 
tives aux  surfaces  et  aux  volumes  de  la  Géométrie  élémentaire. 


PROBLÈMES. 


!•  ARITEHfiTIQUE  ET  ALGÈBRE. 


1.  Comment  détermine- t-on  les  valeurs  maxima  et  minîma 
d'une  expression  de  la  forme 

Application  à  rexprcssion  — ~^— .  (Sorbonne,  1858.) 

X 

2.  Expliquer  la  méthode  à  suivre  dans  les  questions  de  maxima 
et  de  minima  qui  peuvent  se  résoudre  par  les  équations  du  se- 
cond degré  ;  en  faire  Tapplication  au  problème  suivant  : 

Partager  27  en  deux  parties  telles,  que  i|uatre  fois  le  carré  de 
la  première,  plus  cinq  fois  le  carré  de  la  deuxième,  soit  le  plus 
petite  possible.  (Sorbonne»  1859.} 

3.  Trouver  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  Tex- 

pression 

Jc^4-3x  +  5 

x'  + 1 

(Sorbonne,  1861.) 

A.  Partager  le  nombre  1225  en  deux  parties  telles,  que  la 
somme  de  trois  fois  la  racine  carrée  de  la  première  partie  et  de 
quatre  fois  la  racine  carrée  de  la  seconde  soit  un  maximum.' 
(Sorbonne,  1861.) 

5.  Déterminer  la  valeur  de  x  pour  laquelle  la  fraction 

3x'--12x+1 

x^H-2 

devient  maximum.  (Sorbonne,  1862.) 
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6.  La  somme  des  côtés  de  deux  cubes  vaut  5  mèires  et  la 
somme  de  leurs  volumes  vaut  56'°«,6;  on  demande  de  calculer  les 
longueurs  des  deux  côtés.  (Sorbonne,  1862.) 

La  somme  des  côtés  restant  constante,  quel  est  le  minimum 
au-dessous  duquel  la  somme  des  volumes  ne  saurait  descendre? 

7.  Trouver  la  valeur  maximum  et  minimum  de 

X'  —  4x4-3 

(Sorbonne,  1863.) 

8.  Trouver  les  valeurs  maxima  et  minima  de  la  fraction  algé- 
brique  ^,  ^  ^ 


(Sorbonne,  1864.) 

9.  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  Texpression 

'  X 

(Sorbonne,  1865.) 

10.  Trouver  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  que^ 
peut  acquérir,  pour  les  valeurs  réelles  de  .r,  l'expression 

x^~ï^i 

(Sorbonne,  1867.) 

il.  Étant  donnés  les  trois  nombres  positifs  a,  b^  Cj  trouver 
deux  nombres  positifs  x  et  y,  tels  que  Ton  ait  ax  -}-  by  =  c 
et  que  la  somme  x'  -^  if  soit  le  plus  petite  possible.  (Sor- 
bonne, 1868.) 

12.  Le  produit  de  deux  nombres  variables  est  constant  et  égal 
à  a^;  trouver  le  maximum  de  la  somme  de  ces  deux  nombres. 
(Sorbonne,  1870.) 

13.  Valeur  maximum  et  minimum  de  l'expression 


x^i 

(Sorbonne,  1870.) 
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14.  Trouver  la  plus  grande  et  la  plus  peiile  valeur  de  la  fraction 


3x 


(Sorbonne,  1870  ) 

15.  On  donne  le  produit  P  de  deux  nombres  positifs;  trouver 
le  minimum  de  leur  somme.  (Sorbonne,  1871.) 

16.  Trouver  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  que  puisse 

acquérir  Texpression 

2x-3 

x'+4 
pour  des  valeurs  réelles  de  x.  (Sorbonne,  1873.) 

17.  Calculer  à  0,01  près  les  valeurs  dex  qui  font  prendre  à  Tex- 
pression 

2x  — 1 

x'  +  l 
sa  plus  petite  et  sa  plus  grande  valeur.  (Sorbonne,  1874.) 

18.  Déterminer  la  valeur  de  x  qai  rend  minimum  la  somme 

{ax  +  by  +  [a'x+b'y. 
Indiquer  ce  minimum.  (Sorbonne,  1876.) 

19.  Les  nombres  a  et  6  étant  supposés  connus,  trouver  le 

maximum  et  le  minimum  de  Texpression  —^     '    •  •  dire  en  parli- 

X  -j-  1  ' 

culier  quelle  valeur  on  doit  attribuer  aux  nombres  a  et  6  pour 

que  le  maximum  et  le  minimum  de  l'expression  -^à'-  soient 

x'-f-l 

égaux,  le  premier  à  +  4  Je  second  à  —  1.  (Sorbonne,  1870.) 

20.  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  l'ex- 
pression 

2x'-5x  +  7, 

quand  on  attribue  à  x  des  valeurs  réelles?  (Sorbonne,  1876.) 
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21.  Inscrire  dans  un  cercle  Te  reclangle  maiiraum.  (Sor- 
bonne,  1872.) 

33.  Trouver  le  plus  grand  parallélépipède  reclangle  déduit  du 
cylindre.  [Sorbonne,  1872.) 

33.  Trouver  parmi  les  triangles  ayant  même  périmètre  celui 
dont  la  surface  est  maximum.  (Sorbonne,  1ST3.) 

24.  Parmi  les  triangles  rectangles  ayant  même  hypoténaso, 
quel  est  celui  dont  la  surface  est  maximum?  (Sorbonne,  1873.) 

35.  De  tous  les  parallélépipèdes  rectangles  ayant  Diéme 
périmèlre,  quel  est  celui  dont  le  volume  est  maximum?  [Sor- 
bonne, 1873.] 

36.  Quel  est  le  plus  grand  parallélépipède  reclangle  inscrit 
dans  la  sphère?  (Sorbonne,  187t.) 

27.  Inscrire  dans  un  triangle  le  reclangle  maximum.  (Sor- 
bonne, 187[.) 

28.  On  a  deux  points  A  et  B  distants  de  iiS  kilomètres.  Les 
lOOItilogrammesdo  charbon  coûtent,  en  A,  3  fr.T.'i,  en  B,  4fr.  "3. 
Le  transport  du  charbon  revient  à  0  fr.  08  les  100  kilogramme; 
ponr  1  kitomèlre.  Cela  posé,  on  demande  quel  est  le  point  com- 
pris sur  AD  où  le  charbon  coûte  le  même  prix,  qu'il  vienne  de 
.V  ou  do  B,  et  l'on  demande  de  plus  de  montrer  que  ce  point  est 
celui  où  le  charbon  coule  le  plus  cher.  (Sorbonne,  J87ci.) 

39.  De touslesparall^lépipédcsrectangles  ayant  mtme  surface, 
i|uel  e^l  celui  qui  a  le  plus  grand  volume?  (  Sorbonne,  187t.  ) 

30.  Trouver  le  trapèze  maximum  inscrit  dans  un  demi- 
tercle.  {Sorbonne,  1874.) 

31.  Trouver  le  triangle  isoscèlo  maximum  inscrit  dans  un 
cercle.  (Sorbonne,  1874.) 
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33.  Quel  est  le  plus  grand  prisme  qu*oii  puisse  déduire  d'une 
pyramide,  par  une  section  parallèle  à  la  base.  (Sorbonne,  1873.) 

33.  Quel  est  le  cône  maximum  inscrit  dans  une  sphère*^ 
(Sorfoonne,  1873.) 

34.  Quel  est  le  cylindre  maximum  inscrit  dans  un  cône?  (Sor- 
bonne,  1873.  ) 

35.  Quel  est  le  cylindre  maximum  inscrit  dans  une  sphère? 
^Sorbonne,  1874.) 

36.  Ëtant  donnée  une  droite  AB  dont  la  longueur  est  de  575», 
partager  celte  droite  en  deux  parties  AC,  BC  telles,  que  la  valeur 

de  AC  -}-  ^^  ^oil  la  moindre  possible.  Donner  cette  moindre 
valeur.  (Sorbonne,  1872.) 

37.  Sur  la  ligne  AB  égale  à  1*",  on  prend  un  point  0  entre  A  et 
fi  ;  on  construit  le  demi-triangle  équilatéral  AGE  sur  la  partie  AO 
et  le  carré  OBCD  sur  la  partie  OB.  Cela  posé,  la  surface  du  pen- 
tagone ABCDE  dépend  de  la  position  du  point  0  sur  AB,  et  Ton 
demande  :  1^  de  déterminer  la  position  du  point  0  qui  convient 
au  maximum  ou  au  minimum  du  pentagone  ABCDE;  ^de  calcu- 
ler ces  surfaces  maxima  ou  minima  à  0,0001  près  de  leurs  va- 
leurs. (Sorbonne,  1875.) 

38.  On  donne  les  hauteurs  h  et  h'  de  deux  cylindres,  déter- 
miner leurs  rayons  de  manière  que  la  somme  de  leurs  surfaces 
latérales  soit  égale  à  celle  d*une  sphère  de  rayon  A  et  que  celle 
de  leurs  volumes  soit  minimum.  (Sorbonne,  1875..) 

39.  De  tous  les  rectangles  inscrits  dans  un  triangle  donné, 
quel  est  celui  dont  la  surface  est  maximum?  (Sorbonne,  1875.) 


COURBES   USUELLES. 


10  THÉORIES  DEMANDÉES  AUX  EXAMENS  ÉCRITS, 

DE  1863  A  1875. 

Dans  la  parabole,  le  carré  d'une  corde  perpendiculaire  à  Taxe 
est  proportionnel  à  la  distance  de  cette  corde  au  sommet.  (Sor- 
bonne,  1865,  i865,  1866,  1869.) 

Construire  la  tangente  à  Tellipse  par  un  point  extérieur  à  la 
courbe.  (Sorbonne,  1866,  i867,  1868,  1868,  1872.) 

Construire  la  tangente  à  la  parabole  par  un  point  extérieur  à 
la  courbe.  (Sorbonne,  1868»  1869.) 

La  tangente  à  Tellipse  fait  avec  les  rayons  vecteurs  menés  des 
foyers  au  point  de  contact  des  angles  égaux.  (Sorbonne,  1868.) 

Mener  une  tangente  à  Tellipse  parallèlement  à  une  droite 
donnée.  (Sorbonne,  1869.) 

Démontrer  que  la  tangente  à  la  parabole  fait  des  angles  égaux 
avec  le  rayon  vecteur  qui  va  du  foyer  au  point  de  contact  et  une 
parallèle  à  l'axe.  (Sorbonne,  1870.) 
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40.  Étant  donnée  une  ellipse  par  ses  foyers  et  son  grand  axe, 
lui  mener  des  tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée;  déter- 
miner les  points  de  contact  des  tangentes  ainsi  obtenues,  et  faire 
connaître  la  direction  pour  laquelle  elles  seront  le  plus  rappro- 
chées Tune  de  l'autre.  (Sorbonne,  1873.) 
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41.  Le  grand  axo  d'une  ellipse  égale  126  mètres,  la  distance 
focale  égale  84  mètres  ;  on  élève  en  F  la  perpendiculaire  F'D 
sur  le  grand  axe  et  Ton  joint  DF'.  Calculer  les  longueurs 
FD,  FD. 


GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE. 


1*  THÉORIES  ET  ÉPURES  DEMANDÉES  AUX  EXAMENS. 


Définir  la  projection  d'une  droite  et  démontrer  que  la  projec- 
tion d*une  droite  est  une  droite.  (Sorbonne,  1870.) 

Trouver  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan.  (Sorbonne, 
1868,  1869, 1870,  1871, 1872.) 

Trouver  l'angle  de  deux  droites,  dont  l'une  est  parallèle  au 
plan  horizontal,  et  l'autre  parallèle  au  plan  vertical.  (Sorbonne, 
1870.) 

Lorsque  les  projections  d'une  droite  sur  les  deux  plans  de  pro- 
jection sont  perpendiculaires  aux  traces  d'un  plan,  la  droite  est 
perpendiculaire  au  plan.  (Sorbonne,  1870.) 

Les  projections  -d'une  droite  perpendiculaire  à  un  plan  sont 
perpendiculaires  aux  traces  de  ce  plan,  et  réciproquement.  (Sor- 
bonne, 1868,  1868,  1869,  1871,  1872.) 

Étant  données  les  projections  horizontales  et  verticales  d'une 
droite,  trouver  les  traces  de  celte  droite,  ainsi  que  les  angles 
qu'elle  forme  avec  les  plans  de  projection.  (Sorbonne,  1865.) 

Étant  données  le^  traces  horizontales  et  verticales  de  deux 
plans  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  construire  les  projections  de 
l'intersection.  (Sorbonne,  1865.) 

Par  un  point  donné  mener  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite  donnée.  (Sorbonne»  1872.) 

Ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  incliné;  démontrer  que 
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celte  ligne  est  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  du  plan  in- 
cliné. (Sorbonne,  1865.) 

Distance  d'un  point  à  un  plan.  Épure.  (Sorbonne,  1868,  1868, 
1869.) 

Distance  d'un  pointa  une  droite.  Épure.  (Sorbonne,  1869, 
1869,  1871,  1872,  1872.) 

Trouver  Tangle  de  deux  droites.  Épure.  (Sorbonnc,  1868, 
1871.) 

Trouver  l'angle  d'une  droite  et  d*un  plan.  Épure.  (Sorbonne, 
1868.) 

Trouver  l'angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs  traces.  Épure. 
(1866,  1868,1871,1872.) 

Par  un  point  donné ,  mener  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite  donnée.  (Sorbonne,  1869.) 
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42.  Étant  donné  (e  rayon  de  la  base  d'un  cylindre  droit,  ainsi 
que  le  pas  d'une  hélice  tracée  sur  la  surface  de  ce  cylindre,  con- 
struire les  projections  de  l'hélice  et  de  la  tangente  en  un  point 
de  cette  courbe  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  base  du  cy- 
lindre. (Sorbonne,  1872.) 

43.  Faire  à  main  levée  et  expliquer  Tépurequi  donnerait  les 
traces  de  Tun  des  plans  bissecteurs  des  angles  formés  par  deux 
plans  donnés  par  leurs  traces.  (Sorbonne,  1873.) 

44.  Faire  à  main  levée  et  expliquer  l'épure  qui  donnerait  les 
projections  de  la  bissectrice  de  l'un  des  angles  de  deux  droites 
données  par  leurs  projections.  (Sorbonne,  1873.) 

45.  Tracer  et  expliquer  l'épure  de  la  distance  d'un  point  à  un 
plan,  lorsque  le  plan  est  parallèle  à  la  ligne  do  terre.  (Sorbonne, 
1873.) 
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46.  Connaissant  la  trace  horizontale  d*un  plan  et  Tangle  qu'il 
fait  avec  le  plan  horizontal,  construire  sa  trace  verticale.  (Sor- 
bonne,  1873.) 

47.  Construire  la  trace  verticale  d'un  plan,  connaissant  sa  trace 
horizontale  et  Tangle  de  ses  deux  traces.  (Sorbonne,  1873.) 

48.  Expliquer  comment  on  trouve,  en  Géométrie  descriptive, 
l'angle  de  deux  droites  données  par  leurs  projections.  Faire 
l'épure  à  main  levée.  (Sorbonne,  1873.) 

49.  Expliquer  l'épure  au  moyen  de  laquelle  on  détermine 
l'angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs  traces.  (Sorbonne,  1874.) 

50.  Tracer  à  main  levée  Tépure  de  l'angle  de  deux  droites,  dans 
le  cas  où  Tune  de  ces  droites  est  parallèle  au  plan  horizontal 
sans  l'être  au  plan  vertical.  (Sorbonne,  1874.) 

51.  On  donne  la  trace  verticale  d'un  plan  et  l'angle  qu'il  forme 
avec  le  plan  horizontal  ;  déterminer  sa  trace  horizontale.  (Sor- 
bonne, 1874.) 

52.  Étant  données  les  projections  d'une  droite  et  celle  d'un 
point,  trouver  la  plus  courte  distance  du  point  à  la  droite.  (Sor- 
bonne, 1874.) 

53.  Les  traces  d'un  plan  P  font  avec  la  ligne  de  terre  des 
angles  «  et  p;  exprimer  la  tangente  de  l'angle  que  fait  le  plan  P 
avec  la  ligne  de  terre,  au  moyen  des  tangentes  des  deux  angles 
a  et  P.  (Sorbonne,  1876.) 

54.  Construire  l'angle  d'un  plan  représenté  par  ses  traces  et 
d'une  droite  représentée  par  ses  projeciions.  (Sorbonne,  1876.) 


COSMOGRAPHIE. 


10  THÉORIES  POSÉES  AUX  EXAMEAS,  DE  1863  A  1873. 


Précession  des  équinoxes.  (Sorbonne,  1866.] 

Des  planètes.  (Sorbonne,  1867.) 

De  la  Terre.  (Sorbonne,  1869, 1871.)  (V.  Atlas.) 

Soleil.  (Sorbonne,  1869.) 

Lune.  (Sorbonne,  1869.) 

Coordonnées  célestes.  (Sorbonne,  1869.) 

Caries  géographiques.  (Sorbonne,  1872.) 
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55.  La  révolution  de  la  Terre  autour  du  Soleil  s'aocomplit  en 
365  jours,  256^  calculer  le  demi-grand  axe  de  Tellipse  décrite  par 
une  planète  dont  la  révolution  se  fait  en  1143  jours,  796;  on 
prendra  pour  unité  de  longueur  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse 
de  la  Terre.  (Sorbonne,  1865.  ) 

56.  La  Terre  étant  regardée  comme  sphérique,  calculer  avec 
six  chiffres  décimaux  le  rapport  do  la  surface  de  la  zone  torride 
à  la  surface  entière  de  la  Terre.  Qn  admettra  que  les  deux  tro- 
piques qui  limitent  cette  zone  sont  à  23'*27'32'  de  Téquateur. 
(Sorbonne,  1870.) 

57.  Le  méridien  terrestre  étant  regardé  comme  une  ellipse  dont 
le  demi-grand  axe  est  égal  à  6377  kilomètres,  et  le  demi-petit 
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axe  égal  à  6356  kilomètres,  on  propose  de  calculer  à  1  kilo- 
mètre près  la  distance  des  deux  foyers  de  cette  ellipse.  (  Sor- 
bonne,  1874.) 

58.  La  différence  des  latitudes  de  deux  villes  égale  O'^SO'll'. 
Calculer  en  lieues  de  4  kilomètres  la  distance  de  ces  deux  villes, 
en  supposant  la  circonférence  de  la  Terre  égale  à  40000  kilo- 
mètres. (Sorbonne,  1874.) 

59.  Deux  points  situés  sur  le  même  méridien  sont  distants  de 
57027  toises.  Quel  est  l'angle  des  verticales  de  ces  deux  points? 
Une  toise  égale  l'",949,  et  Ton  suppose  le  rayon  du  méridien 
égal  à  6366000  mètres.  (Sorbonne,  1874.) 

60.  Calculer  à  1  mètre  près  Tare  du  parallèle  terrestre  dont  la 
latitude  est  48<'50',  sachant  que  la  différence  des  longitudes  de 
ses  deux  extrémités  égale  3'*,36'.  On  prendra  la  circonférence  de 
la  Terre  égale  à  40000000  mètres.  (Sorbonne,  1875.) 

61.  La  Terre  étant  supposée  sphérique,  calculer  la  surface  de. 
la  zone  comprise  entre  Téqualeur  et  un  parallèle  ayant  pour 
latitude  45  degrés.  Oh  prendra  la  circonférence  de  la  Terre  égale 
à  40000  kilomètres.  (Sorbonne,  1876.) 

62.  Calculer  à  un  myriamètre  carré  près  la  surface  de  Tune 
des  deux  zones  glaciales,  en  supposant  que  le  cercle  polaire  qui 
la  limite  est  âS^'SO'  du  cercle.  On  prendra  la  circonférence  de  la 
Terre  égale  à  4000  myriamètres.  (Sorbonne,  1876.) 

63.  Le  grand  axe  de  l'orbite  de  Mars  étant  supposé  égal  à 
1,52309,  quelle  est  en  jours  la  durée  de  la  révolution  de  cette 
planète,  sachant  que  pour  la  Terre,  dont  le  grand  axe  de  Torbite 
est  pris  pour  unité,  le  temps  de  la  révolution  est  de  365J,'â5638? 
(Sorbonne,  1876.) 

64.  La  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  étant  prise  pour 
unité,  celle  de  Jupiter  au  Soleil  est  égale  à  5,2;  calculer  à  Taide 
de  la  troisième  loi  de  Kepler  le  nombre  d'années  que  dure  une 
révolution  de  Jupiter.  (Sorbonne,  1876.) 


MÉCANIQUE, 


1«  THÉORIES  DEMANDÉES  AUX   EXAMENS  ÉCRITS 

DE  LA  SORBONNE. 

i«  Composition  des  forces  parallèles.  (Sorbonne,  1869,  i87i.) 

2o  Centre  de  gravité.  (Sorbonne,  4870.) 

3""  Équilibre  des  forces.  (Sorbonne,  1870.) 

4"*  Machines  simples.  (Sorbonne,  1870,  1872.) 

5"  Conditions  d'équilibre  d'un  corps  placé  sur  un  plan  incliné. 
(Sorbonne,  1875.) 

6''  Machine  d'Àtwood.  (Sorbonne,  1876.) 

T  Expliquer  les  conditions  d*équilibre  d'un  treuil  sollicité 
par  deux  forces  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à  l'axe 
du  treuil.  (Sorbonne,  1876.) 

8*  Énoncer  et  démontrer  les  conditions  d'équilibre  du  levier 
sollicité  par  deux  forces.  On  néglige  le  poids  du  levier.  (Sor- 
bonne, 1876.) 

20  PROBLÈMES. 

65.  On  pèse  un  corps  dans  l'un  des  plateaux  d'une  balance,  et 
l'on  constate  que,  pour  lui  faire  équilibre,  il  faut  placer  dans 
Tautre  plateau  un  poids  de  1  kilogramme.  On  le  place  ensuite 
dans  l'autre  plateau,  et  Ton  trouve  qu'il  faut  1200  grammes  placés 
dans  le  premier  pour  que  l'équilibre  persiste.  On  demande  quel  est 
le  rapport  qui  existe  entre  les  longueurs  des  deux  bras  de  cette 
balance  et  quel  est  le  poids  réel  de  ce  corps.  (Sorbonne,  1858.) 

66.  Dans  one  machine  d'Atwood,  les  poids  égaux  suspendus 
aux  extrémités  du  fil  pèsent  chacun  50  grammes;  sur  l'un  des 
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poids  on  ajoute  une  masse  qui  met  le  système  en  mouvement,  et 
Ton  constate  que  Tespace  parcouru  en  3  secondes  est  égal  à  108  cen- 
timètres. On  demande  quel  est  le  poids  de  la  masse  additionnelle. 
On  sait  que  Fintensilé  de  la  pesanteur  dans  le  lieu  où  Ton  fait 
Texpérience  est  de  9,8088.  —  On  néglige  les  influences  pertur- 
batrices dues  au  frottement,  au  poids  du  fil  et  à  la  mise  en  mou- 
vement de  la  poulie.  (Sorbonne,  1858.) 

67.  Deux  mobiles  partent  en  même  temps  de  deux  points  A  et 
B  et  marchent  sur  la  droite  ÂB  dans  un  môme  sens,  A  poursui* 
vant  B  ;  le  premier  parcourt  1  mètre  dans  la  première  minute, 
3  mètres  dans  la  deuxième,  5  mètres  dans  la  troisième,  et  ainsi 
de  suite ,  de  sorte  que  la  vitesse  croisse  en  progression  arithmé- 
tique; le  second  parcourt  3  mètres  dans  la  première  minute, 
i  mètres  dans  la  deuxième,  5  mètres  dans  la  troisième,  et  ainsi 
de  suite.  On  demande  après  combien  de  minutes  le  mobile  A 
atteindra  le  mobile  B,  sachant  que  la  distance  AB  est  75  mètres. 
(Sorboniie,  1858.) 

68.  On  laisse  tomber  une  pierre  dans  un  puits;  on  demande  de 
calculer  la  profondeur  de  ce  puits,  sachant  qu'il  s'est  écoulé 
0*,58  entre  Tinstant  où  la  pierre  commence  à  se  mouvoir  et  le 
moment  où  Ton  a  entendu  le  bruit  de  sa  chute.  (Sorbonne,  1800.) 

69.  Deux  mobiles  sont  successivement  lancés  de  bas  en  haut 
avec  une  même  vitesse  égale  à  100  mètres.  Quel  est  l'intervalle 
de  temps  qui  doit  séparer  les  époques  de  leur  départ  pour  que  le 
second  se  meuve  8',7  avant  de  rencontrer  le  premier?  —  On  né- 
gligera la  résistance  de  l'air.  (Sorbonne,  1873.) 

70.  Deux  mobiles,  abandonnés  sans  vitesse  initiale  à  Faction 
de  la  pesanteur,  sont  partis  du  même  point  de  l'espace  à  une 
seconde  d'intervalle  Tun  de  l'aulrë.  On  demande  au  bout  de 
combien  de  temps  la  distance  qui  les  sépare  sera  devenue  égale 
à  98  mètres.  (Sorbonne,  1875.) 

71.  Un  paquebot  faisant  le  service  de  Douvres  à  Calais  fait  la 
traversée  en  deux  heures  par  un  vent  favorable;  au  sortir  de 
Calais,  le  vent  lui  est  contraire  ;  il  fait  6  milles  de  moins  que  par 
un  temps  Jfavorable;  à  moitié  route,  le  vent  change  un  peu  et  sa 
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vitesse  augmente  de  2  milles.  Il  se  trouve  qu'arrivé  à  Douvres  il  a 
mis  les  f  du  temps  qu*il  eût  rois  si  sa  vitesse  eût  été  tout  le  temps 
la  même  que  dans  la  première  moitié.  On  demande  la  distance 
de  Douvres  à  Calais  et  les  deux  vitesses.  (  Sorbonne,  1874.) 

72.  Un  corps  pesant  est  lancé  verticalement  de  haut  en  bas 
avec  une  vitesse  initiale  de  3  mètres;  au  bout  de  combien  de 
temps  de  chute  aura-t-il  parcouru  30  mètres?  L'unilé  de  temps 
est  la  seconde,  et  la  valeur  de  y  est  9,8088.  (Sorbonne,  i874.) 

73.  Un  corps  se  compose  de  deux  parties  qui  pèsent  12  kilo- 
grammes et  8  kilogrammes  et  dont  les  centres  de  gravité  sont 
A  et  B.  La  distance  AB  =  0",35.  On  demande  à  quelle  distance 
des  points  A  et  B  se  trouve  le  centre  de  gravité  du  corps  entier. 
(Sorbonne,  4875.) 

74.  Un  projectile  est  lancé  avec  une  vitesse  de  200  mètres  à 
la  seconde  ;  5  secondes  après  Tinstant  du  départ  on  entend  le  bruit 
produit  par  le  choc  du  projectile  contre  un  obstacle  solide  :  la 
température  est  zéro;  on  demande  à  quelle  distance  Tobservaleur 
se  trouve  de  Tobstacle.  (  Le  projectile  est  parti  deTendroit  même 
où  se  trouve  Tobservateur.)  On  cherchera  encore  quelle  variation 
surviendrait  dans  le  temps  qui  sépare  le  départ  du  projectile  du 
moment  où  l'on  entend  le  bruit  du  choc  contre  lobstacle,  si  la 
température  s'élevait  à  40  degrés  G.  (Sorbonne,  1868.) 

76.  Dans  une  machine  d'Atwood,  les  poids  suspendus  aux  deux 
extrémités  du  fil  sont  chacun  égaux  à  100  grammes  ;  on  demande 
ce  que  doit  peser  la  masse  additionnelle  pour  que  Tespace  par- 
couru, dans  les  deux  premières  secondes  de  chute ,  par  celui  des 
deux  poids  sur  lequel  cette  masse  est  posée,  soit  de  4  décimè- 
tres. On  sait  que  la  vitesse  acquise  en  une  seconde  de  temps  par 
les  corps  qui  tombent  librement  est  9'",8088.  On  néglige  Tin- 
fluenoe  de  la  poulie  et  le  poids  du  fil.  (  Sorbonne,  1875.  ) 

76.  Trouver  le  centre  do  gravité  du  périmètre  d'un  triangle. 
(Sorbonne,  1876.) 

77.  Trouver  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  et  de  môme 
sens  appliquées  à  deux  points  A,  B  d'un  corps  solide.  (  Sorbonne, 
4873.  ) 
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78.  Conditions  d'équilibre  d'un  corps  pesant  placé  sur  un  plan 
incliné  et  sollicité  par  une  force  faisant  un  angle  donné  avec  le 
plan.  Quel  doit  être  cet  angle  pour  que  la  force  ëoit  minimum? 
(Sorbonne,  1873.) 

79.  On  lance  un  corps  verticalement  de  bas  en  haut,  en  lui 
imprimant  une  vitesse  initiale  de  35  mètres  par  seconde.  Quel 
temps  mettra-t-il  pour  revenir  à  son  point  de  départ?  On  faitab- 
straclion  de  la  résistance  de  l'air,  et  Ton  suppose  que  g  =  9,8088. 
(Sorbonne,  1875.) 

80.  Calculer  combien  de  temps  un  mobile  lancé  de  bas  en 
haut  dans  le  vide,  avec  une  vitesse  de  100  mètres,  emploie  pour 
revenir  à  son  point  de  départ.  (Sorbonne,  1876.) 

81.  Dans  une  machine  d'Atwood,  les  deux  masses  principales 
pèsent  chacune  240  grammes.  Quel  doit  être  le  poids  additionnel 
pour  que  Tespace  parcouru  dans  la  première  seconde  soit  égal 
à  1  décimètre?  (Sorbonne,  1876.) 
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SOLUTIONS   (*) 


MAXIMA   ET   MINIMA. 


10  ARITHMÉTIQUE  ET  ALGÈBRE. 

x'  4-  1 
i.  Posons  — -^--  =  m,  nous  en  tirons  x'  —  mx  |-  1  =  0, 

équation  d'où  l'on  tire  pour  x  la  valeur 

Pour  que  X  soit  réel,  il  faut  que  la  quantité  soumise  au  radical 
soit  positive;  cette  quantité  peut  se  décomi>oser  en  deux  fac* 
leurs 


(î+')(i-')= 


ils  doivent  donc  toujours  être  de  même  signe. 

11  faut  donc  que  m  soit  plus  grand  que  2  ou  plus  petit  que 
—  2,  mais  il  ne  peut  prendre  aucune  valeur  entre  ces  deux 
limites. 

(*)  Les  leUres  (S.),  placées  à  droite,  sont  desUDées  à  appeler  l'attenUoa  da 
lecteur  sur  les  lignes  reafermaat  les  iolulUmê  des  probltmei.  * 

L.  —  BtcueU,  m,  s.  1 


2  MAXIMA    ET     MINIMA. 

Nous  dirons  donc  que  —  2  (S.  )  est  le  maximum  de  Texpres- 
sion  proposée,  et  -(-  2  (S.)  le  minimum. 

2.  En  appelant  m*  le  maximum  ou  le  minimum  cherché,  nous 

aurons 

x  +  î^  =  27, 

Éliminant  x,  on  trouve 

_  108  zh  y/um'  —  9  (2916  -  m^) 
^~  9 

La  quantité  sous  le  radical  devant  rester  positive,  m'  ne  peut 
prendre  une  valeur  moindre  que  1620,  qui  est  le  minimum  cher- 
ché. Les  parties  de  27  sont  d'ailleurs  x  =  i5  ely  =  12.  (S.) 


3.  Posons 


—  ' — -  =  m^ 


x'  +  i 

nous  avons,  en  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant  Téqua- 

tion, 

x^{\—m)  +  3x  +  li^m  =  0, 

2(1  —  m) 

En  décomposant  la  quantité  soumise  au  radical  en  deux  fac- 
teurs du  premier  degré  en  m,  on  trouve,  en  faisant  sortir  du 
radical  le  facteur  4, 


3d.2\/vT-")("-j 
^~"  2(1— m) 

Il  est  évident  que,  si  Ton  am>Youm<^,la  quantité  sou- 
mise au  radical  sera  négative,  un  des  facteurs  étant  positif, 
l'autre  négatif.  Donc  il  y  a  un  minimum  pour  m  =  Y  (S.)  et  un 
maximum  m  =  J.  (S.) 

D'ailleurs  les  valeurs  de  x  sont,  pour  le  maximum,  x  =  —  3, 
pour  le  minimum,  x  =  ^. 

4.  Appelons  pour  un  moment  a  le  nombre  à  partager,  ^m  et 
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V^  les  coefGcients  des  racines  des  parties  et  M  le  maximum  çher« 
ché.  Nous  devons  satisfaire  aux  équations 

■    ^mx  -|-  \/ny  -=  M, 
&0Ù  Ton  tire,  par  l'élimination  de  y, 
(m+ii)x»+2[(»  — «)M  — an(m-f-n)]x4-(aii  — M/  =  0. 

Les  valeurs  de  x  devant  être  réelles,  la  plus  grande  valeur  de 
z  sera  celle  qui  annulera  le  binôme  b-  ^  iae  de  Téqualion  du 
second  degré. 

Ici  celte  condition  est , 

[(«  —  m)  M  -  an  (m  +n)]'  -  (m  -f-  «)»  (an  —  M)»  =  0. 

Cette  équation  admet  pour  racines  M  =  0,  et  l'autre  s'obtient 
en  ^lant  les  carrés,  d'où 

M=:a  (m  +»), 


et  alors 

a 


x  =  m 


m-\-n^ 


a 
m-^-n 

II  faut  donc  partagera  proportionnellement  àm  et  n,  et  dans 
le  cas  présent,  proportionnellement  à  9  et  16,  ce  qui  donne 

x  =  4il,    (S.) 
y  =  lSL    '(S.) 

5.  Je  pose 

3x'-I2x  +  i  • 

.      x'-t-2 
Chassant  le  dénominateur  et  réduisant,  il  vient 

«*(3~m)~i2x  f  I  —  2m  =  0, 

d'où  Ton  lire 

6±v/36— (3  — m)(i— 2m) 

jc= — • 

3  — m 
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La  quanti  lé  sous  le  radical,  développée  et  ordonnée,  est  égale  à 

—  2»»'  + 7m +  33. 

J'égale  celte  quantité  à  0,  ce  qui  me  donne  Téquation 

2m'— 7m-33  =  0, 
d*où,  en  résolvant, 

7±v/i9  +  2r>i      7  ±17,691 

'"^ T— = 4 

Désignant  par  m' la  plus  petite  racine  et  par  m' la  plus  grande, 

j'aurai 

m' =  -2,672, 

m'  =  +  6,172. 
Le  trinôme  contenu  sous  le  radical  sera  donc  égal  à 

~  2  (m +  2,672)  (m -6.172). 

Tour  qu'il  soit  positif,  ce  qui  est  la  condition  de  réalité  de  x, 
je  vois  que  m  doit  prendre  des  valeurs  comprises  entre  —  2,672 
d'une  part  et  +  6,172  d'autre  part.  Donc  le  maximum  de  la 
fraction  proposée  est  6,172,  et  son  minimum  est  — 2,672.  Les 
valeurs  de  x  correspondantes  s'obliendront  en  remplaçant  dans 
la  valeur  de  x  w  successivement  par  ces  deux  valeurs,  ce  qui 
donne  : 

Pour  le  maximum, 

x=^— -g-p^=  -  1.89;    (S.) 
Pour  le  minimum, 

6.  1°  Soient  x  ai  y  les  côlés  de  ces  cubes,  on  aura 

(1)  ^  +  y  =  ^h 

(2)  x'  +  »/^  =  :)6,6. 
Divisons  (  2  )  et  (  1  )  membre  à  membre,  on  aura 

(3)  x'  —  xy  +  y'=  11,32. 
Élevant  (  1  )  au  carré,  on  aura 

(4)  x'+2i:y  +  »,^=:2,V 
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Retranchant  (3)  de  (4),  on  aura 

3xtf  =  13,68, 
d'où 

xy  =  4,56. 

Connaissant  ainsi  la  somme  et  le  produit  des  deux  inconnues 
X  et  y,  on  sait  quelles  sont  les  racines  de  Téquation 

X»-5X+4,56  =  0, 
qui  donne 

X'  =  X  =  3».8,     X'  =  y  =  r,2. 

2"*  Désignons  par  m  la  valeur  variable  de  l'expression  x^  -{-  y*, 

on  aura  les  équations 

x+y  =  3, 

x>  +  y«  =  m. 

Opérant  comme  précédemment,  on  arrivera  à  celle  conclusion 
que  X  et  y  seront  les  racines  de  l'équation 

lis  —m 
'        15 

Cette  équation  n'aura  ses  racines  réelles  qu'autant  que  les  va- 
leurs de  m  satisferont  à  la  condition 

c^est-à-dire  ici 

m  >  31,23. 

La  valeur  minimum  de  la  somme  des  volumes  sera  donc  31, S5 
(S.)f  et  elle  sera  obtenue  pour  x  =  yz=%^. 

7.  Posons 

x'  — 1 


x^  — 4x-|-;i 
d'où  l'on  tire 

résolvant  cette  équation  du  second  degré  par  rapport  à  x,  il 
vient  

^  -~2f/dbv/y'  +  4y~i 

i-y 
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Pour  que  les  valeurs  de  x  soient  réelles,  il  faut  que 

d'où,  en  ajoutant  et  retranchant  4  au  premier  membre  de  cette 
inégalité,  il  \ient 

(y  +  2)=-(v/5)'>o, 

ou 
Pour  que  cette  inégalité  £oit  satisfaite,  il  faut  que 

Les  inégalités  (1)  peuvent  se  remplacer  par 

Les  inégalités  (2)  peuvent  se  remplacer  par 

Ainsi  les  valeurs  de  y  doivent  ôire  ou  positives  et  plus  grandes 
que 

et  —  2  -f-  v^  ( S. )  est  un  minimum  de  ces  valeurs  positives;  ou 
elles  doivent  être  négatives  et  plus  petites  que  —2— y^o,  et 
—  2  —  v^  (S.)  est  un  maximum  de  ces  valeurs  négatives. 

8.  Nous  avons  Téquation 

x^-\-\       _ 

ou 

(m  -  1  )  x'  --  im  X  +  3w  —  1=0, 

de  laquelle  on  tire 

(1)  x= ^ — . 

Pour  que  la  variable  x  soit  réelle,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  la  quantité  placée  sous  le  radical  soit  positive.  Ainsi  la 
quantité  m  prendra  toutes  les  valeurs  qui  rendent  positif  le  tri- 
nôme w' — im-f-1,  et   n'en   prendra    pas  d'autre.  L'équa- 
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lion  m"  —  Am-\-  i  a  ses  racines  réelles  m  =  2  :t  v^j  car 

^=  i, 732....  Appelons  m' la  plus  petite  racine,  m*  la  plus 
grande  ;  le  trinônae  se  mettra  sous  la  forme 

(»  —  »')  (m  — m*)    ou   (m  — 2— v^)  (w  — 2  +  v^3). 

La  condition  pour  que  la  valeur  de  x  tirée  de  la  relation  (  1  ] 
soit  réelle  étant 

(m  -  2  -  v^)  (m  —  2  -f-  /âj  >  0, 

il  y  aura  un  maximum 

m  =  2+v/5     ou     m  =  3,732, 

lequel  répond  à 

x=r  2,732,    (S.) 
et  un  minimum 

«1  =  2— v^S     ou     m  =  0,268, 

lequel  répond  à 

x=r  — 0,422.    (S.) 

9.  On  a  réqualion 

X -[--=•  m,    çu     x' —  mx-i- 1  =  0, 
d'où 

la  condition  de  réalité  est 

^'>1- 

le  minimum  de  la  fonction  est  donc  m  =  2,  et  ce  minimum  cor* 
respondàx  =  l.     (S.) 

iO.  Posons 

r>x*4-8x— I 
— 'x'TT — '"'"' 

nous  en  déduisons 

(m  -  r>)  x'  ~  8x  +  m  4-  1  =  0, 

d'où ; 

_4d:v/— (i»-f  3)  (m  — 7) 

X  —  ~  «j  • 

m  —  5 
La  quanUlé  sous  le  radical  est  po^ilive  pour  toutes  les  valeurs 
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de  m  comprises  entre  —  3  et  +  7,  et  elle  est  négative  pour 
toutes  les  autres  valeurs.  Ainsi,  quand  x  prend  toutes  les  valeurs 
possibles,  la  fraction  proposée  varie  entre  —  3  (S.)  et  -|-  7,  sans 
jamais  sortir  de  ces  limites.  Par  suite,  ~  3  est  un  minimum  et 
+  7  (S.)  un  maximum. 

il.  De  la  relation  donnée  a  x  -\-  by  =  c  on  tire 

c  —  nx, 

on  substitue  cette  valeur  de  y  dans  x^  -\-  y^  ^  mei  l'on  a 


^'  +  ( 


OU  bien 
Résolvant, 


.r  =^ 


_fir±  ^/a^-.^  —  (ff' -!-//•)  {c'  -  h' m 


a'  +  b' 
simpliGant  sous  le  radical,  il  vient 

ne  =h  h  \/[a*-\'b''  )  m  —  c^ 

r  z:::^ ■ • 

a'  +  b' 

On  voit  alors  que,  pour  que  les  valeurs  de  x  soient  réelles,  il 
faut  que  (^a^-^P)m  ne  soit  pas  moindre  que  c*;  d'où  il  suit  que 
le  minimum  demandé  est 

On  trouve  pour  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y 

^•  =  iT^V^   (S.)    et     y  =  -qpp.    (S.) 

12.  On  a 

xy  =  a\ 

X  4-  2/  —  m  ; 
d'où 

a' 
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et  par  saîte 

d'où 
Résolvant, 


a» 


'     X  ' 


x'~mx  +  o*  =  0. 


M.3 


:r=  dtz  k  / Û** 

2       Y  .4 


-j-ne  peut  être  moindre  que  a'. 
La  coodilion  du  minimum  est  donc 


m' 


T  =  -*' 

d'où 

et  par  suite 


rt' 


X  -"î  =  "*' 


x'  =  OTX  —  m, 


X  =  a     et    «  =  —  -r  a. 
•^        a 

Donc  les  deux  nombres  x  et  2^  doivent  être  égaux  à  a.  (S.) 
13.  Appelons  m  la  valeur  de  cette  fraclion. 

X' 
X 

ou  bien 

ou 

x'  —  mx  -^  m  =  0; 
d'où  

m  ±  yjm'  —  Km 

Les  racines  du  trinôme  sous  le  radical  sont  m' ==  0,  m"  =  4,  et, 
comme  le  coefficient  de  m' est  posiiif,  le  maximum  de  la  fraction 
est  égal  à  0  (S.)  et  le  minimum  égal  à  4  (S.);  la  fraction  varie 
de  —  «  à  0  et  de  4  à  4-  00 . 


U.  PTL-r-i-i  ■*~"*' 


3x 

x'  -fx-J-  1 

3x  r=  mx'  -|-  mx  -[-  «  , 
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OU  bien 

mx*  +  (m  — 3)x  +  m=:  0. 

Résolvant, 

3  — m±  vA3-w)'  — îm 

OU  bien 


.r  = â î 


3^mdz  v/(l  — m)(w  +  3). 

D'où  il  suit  que  le  maximum  est 

m  =  1 
et  le  minimum 

w'=-3. 

Les  valeurs  correspondantes  de  x  sont 

x=  1    (S.)     et     X'  =  -  1.     (S.; 

15.  Soient. r  et  i/  les  deux  nombres, 

.rJ/~P,    x  +  y  =  m. 

P 

Remplaçant  dans  la  seconde  équation-j/  par  -,  on  a 

p 

x-\-~=my     ou     x"^  -\-V  =  mx, 


ou  bien 

a-      mx  \-?  —  0, 

d'où 

m-^i/m'-  iP 

On  doit  ; 
d'où 

avoir 

m'>4P, 
m>2  y/P. 

La  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  m  est  donc  2  /P> 
et  Ton  a  alors 

x=^y=^î*.    (S.) 

16.  Soit  m  la  valeur  variable  de  l'expression  donnée.  On  a 

2.t  —  3 
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d'où 

et  en6n 

inx'  — 2x  +  C4ot  +  3)  =  P, 


_  2^it  \/i  —  4m  (im-f-  ;n  _  |  ±  v'  »  -^*  (  im  ^  3) 

—  *  ^V^-  iwi^  — 3ynT1, 
f» 

Pour  que  les  valeurs  de  x  soient  réelles,  il  Taut  qu*ou  ait  sous 
le  radical 

—  4m'  — 31»+  I  >0; 

ou,  en  appelant  m'  et  m' les  racines  de  ce  trinôme, 

—  4  (m  — m')  (m  —  m'';>0. 

Le  coefûcient  —  4  é'ant  n^gatlT,  il  faut  aussi  que  le  produit 
(m  —  m')  (m  —  m")  soit  négatif,  ce  qui  aura  lieu  quind  m  sera 
compiis  entre  les  deux  racines,  car  alors  l'une  des  dilTirences 
m  —  m'  sera  positive  et  l'autre  négative.  Donc  m  peut  prendre 
toales  les  valeurs  comp^i^es  er»lre  m'  et  m"  et  n'en  peut  pas 
prendre  d'autre«.  La  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  m 
sont  donc  la  plus  grande  et  la  plus  petite  racine  du  trinôme 

—  4(m  — fi/)(m  — m'')  =  —  4m'  — 3m-}-l. 

En  égalant  à  zéro,  on  trouve 


_  3  =t  y/\}  -h  4"X  l' V  1  _  3  ±  y/iri 

d'où 

m'=  — I,    m''^-- 

Ces  valeurs  sont  données  par  les  valeurs  correspondantes  de  x, 
dans  lesquelles  le  radical  s'annule,  savoir  : 

x'=-l,    (S.)  x'=:4.    (S.) 
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17.  Posons 

2x  — 1 

x'-J-l 
Chassant  le  dénominateur  et  ordonnant,  il  vient 

mx^  —  Sx  +  m  +  l  =0; 
d'où 


1  rfc  \/[  —  m'  —  m 1  ±  \/ —  m"  —  m  -f-  I  . 

m  w  ' 

mais 

—  m'  —  m4-l==--  ("i  —  m')  (m  —  m*), 

en  désignant  par  m'  et  m*  les  racines  de  l'équation 

m'  +  m  —  1  =r  0. 

Résolvant  cette  équalion,  on  a 

-  1  ±  v^l  -fi       -  1  ±  v^i^ 

d'où 

,      -  1  -  v/.î 


-  1  _1-  i/s 


on  a  donc  pour  x 


I  :♦:  v^—  (m  —  m')  [m  —  tu") 
X=:-         -^       — ' 


m 


r  étant  imaginaire  pour  tuute  valeur  de  m  inférieure  à  m'  ou  su- 
périeure à  m",  niais  réel  pour  toute  valeur  de  m  comprise  entre 
m'  et  m". 
Le  minimum  de  m  est 


le  maximum 


m'^-     — , — ---  —  —  1,61...» 
2 


m-  -■=  -  i--tyj  =  0,61 
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Les  Taleurs  correspondantes  de  x  sont 

»»=*  =  — L_  = -_1_^  =  _-J  (_!i/ïr_L)_ 

"'      -*-v^      -l-v/3      (v/5+T)(v/3-l) 
2 

^-i(vÇ:=i)=_vizii=.-_o.6i...    (S.) 

4                             z 
.  ^  t  ^         1  ^ 2 .  . 2  U^  -1  )___ 

*       m'      -i-t-y/s      -l  +  v^5      (v'â-i)(»/â  f  i) 

2 

=2i4zd.)=  1^  =  1,61...    (S) 

Les  valeurs  ont  été  Cilculées  à  0,01  près  par  déraut. 
Remarque.  x'=  —  m'  et  x"  =  —  m';  cela  provient  de  ce 
qu'on  a,  dans  Texemple  actuel,  x'  =-  ->,  x"  —  -7,  et  m' m'  —    - 1 . 

^  '  "^  fil  fW 

18.  Égalant  à  m  l'expression  proposée,  nous  avons 

iax  +  b)^  +  (a'  X  +  b'y  =  m\ 

développant  et  ordonnant,  il  vient  successivement 

a*x'  +  iabx  +  h^'\-a"x*  +  ^a'b'x  +  b"----m. 


d*où 


-  (ab  +  a'b')  ±  y/^ab  +  a'h'  )'-'(a'  +  a")(b'  +  b"  - 


m 


^-  "ï'^a"  ' 


ou,  toutes  réductions  faites, 

~  {ab+a'b')  de  \/ca'+a"  )  m  ^{ab'~^lâ^ 
*=  '  a'  +  a" 

Pour  que  x  aoit  réel,  il  faut  qu'on  ait 

(a'  +  o^m-(fl6'— 6ar>0,    d'où    m>^-,^'--^- 

I.e  minimum  de  m  est 

o^  -t-  a'' 
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La  valeur  correspondante  de  x  est 

—  iab  +  a'b') 
a'  +  a" 

19.  (Donnée  déjà  le  19  avril  1876).  —  Egalant  à  m  et  résolvant 
par  rapport  à  x,  on  a 

— ^^    =ziii^    dou    mx^^zax -{-m —  1  =  0, 
Ji  -\-  I 

d'où  enfin 

a  :h  \^ n^  —  f»  {ffi  —  b)       a  ±=  \/  —  m^  -^  b m  -\-  a^ 

wi  m 

Les  racines  des  IrimJmes  placéoi  sous  le  radical  sont 


W»    =     -. 5 .^ ? 


de  sorte  que 


x= • 

m 

Pour  que  .r  soit  réelle,  il  faut  que  m  soil  compris  entre  m'  et  m*. 

La   plus   petite    racine   m' =^  --^ est    donc   un 

minimum. 

La  plus  grande  racme  m'  = î— ^^ est  un  maximum. 

Les  valeurs  de  .r  correspondantes  au  maximum  et  au  minimum 
sont  respectivement 


^  2a(/;  +  \^"/^"'-h  iqQ  _  —  (/;4-v///^+ia"-) 

2a.  2fl(/,_y/6'^4:Tâ') 


rt  


b  +  y/  6'  +  ia'       [b -t-  y/  b'  +  ia')[b  —  y^  (;'  +  4a') 
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Dans  le  cas  où  le  maximum  et  le  minimum  sont  égaux,  le 
premier  k  -^  i,  le  second  à  —  I,  on  a,  pour  déterminer  a 
eib, 

HLZ|+^«'^^4     ou     v^6^Ti«^  +  ''  =  8, 


ces  dernières  équations  donnent  p3r  l'addition  et  la  soustraction 

2v/P"+4Ô^=IO    ou    )/'V+W  =  ^, 
26=   6    ou  6  =  3; 

substituant  à  6  sa  valeur  3  dans  ^'V'  -|-  la'  =  5,  il  vient 

d'où  successivement 

9  +  4a*=2:j,    4a'=I6,     o»=4,    a=±:2. 
Ainsi  on  a  les  deux  systèmes  de  solutions 

b^      3    ®^    U=      3. 
20.  Posons 

2x*  — ox-f 7  =  ni,    d'où    2x=  — r>x  +  7  — m  =  0, 

et  résolvons  par  rapport  à  x.  Nous  aurons 

5  d:  v/2r>^8(7  — m)      5  ±  v/»»  — ^^ 
4  4 

Pour  que  X  soit  réel,  il  faut  qu'on  ait 

8m  — 31>0, 
d'où 

31  t( 

-^  est  le  minimum  de  m  ;  la  valeur  correspondante  de  x  est  x  =  j  • 
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2«  GÉOMÉTRIE. 

21.  Soient  xely  les  côtés  du  reclangle,  R  le  rayon  du  cercle, 
nous  aurons  à  rendre  maximum  le  produit  xy;  d'ailleurs  on  a 
la  relation  x^-\-y^=  R'.  Le  produit  xy  sera  maximum  en  même 
temps  que  son  carré  x'j/MVIais  les  facteurs  x'ety'ont  pour  somme 
constante  R'  ;  le  maximum  aura  donc  lieu  pour  .r'  =  t/^,  ou  x  =  y. 
Le  reclangle  maximum  est  donc  le  carré.    (S) 

22.  Soient  R  le  rayon  du  cylindre,  h  sa  hauteur,  x  et  y  les 
dimensions  de  la  base  du  parallélépipède,  son  volume  sera  xyh. 
Le  facteur  h  étant  constant,  je  n'ai  à  rendre  maximum  que  le  pro- 
duit^»/ ou  son  carré  ^y.  Comme  x^  -\-y^  =  il{''  =  const.,  il  fau- 
dra, pour  que  le  volume  du  parallélépipède  soit  maximum,  que 
x^  =^y'^  oux  =  y.  C'est  donc  le  parallélépipède  qui  a  pour  base 
le  carré  inscrit  dans  la  base  du  cylindre.     (S.) 

23.  La  formule  qui  donne  Id  surface  d'un  triangle  en  fonction 
des  côtés  est 

S  =:  ^/p  i^p  ^  a)  ip  —  b)  (p  —  c). 

S^  sera  maximum  en  môme  temps  que  S;  dans  la  valeur  de  S*,  il 
y  a  un  facteur  constant  p  :  il  suffit  donc  de  rendre  maximum 

(p  —  a)  (p—b)  (p-'C). 

Or  la  somme  de  ces  trois  fcjcleurs  est  constante  :  elle  vaut/). 
Donc  le  produit  sera  maximum  pour 

(p  —  a)  =  (p  —  b)  =  (p  —  c), 
a  =  b  =  c. 

Le  triangle  de  surface  maximum  est  donc  le  triangle  équila- 
téral.  (S.) 

24.  Soient  x  eiy  les  côtés  de  l'angle  droit,  a  l'hypoténuse. 
La  surface  du  triangle  est  ^  xy,  je  puis  considérer  simplement  xy 
ou  le  carré  xy  ;  or  on  sait  que 

X'  -{-y'  =  a'  =:  const. 
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Donc ,  pour  que  la  surface  soil  maximum,  il  faut  que  x'  =  y\ 
c'esl-à-dîre  x  =  y. 
Cest  donc  le  triangle  rectangle  isoscèle.    (S.  ) 

25.  Soient  a^b.c  les  trois  arêtes,  le  périmètre  deviendra 
4a  -{-  46  -f-  4c  et  le  volume  abe. 

Au  lieu  de  a,  6,  c,  je  puis  considérer  le  produit  4a  X  46  X  ^^'* 
la  somme  des  trois  facteurs  est  constante  :  donc  le  maximum  aura 
lieu  pour  4a  =  46  =  4c,  ou  a  =  6  =  e. 

Le  plus  grand  parallélépipède  est  donc  le  cube.    (S.) 

26.  Soient  D  le  diamètre  de  la  sphère,  x,  y,  i  les  dimensions 
du  parallélépipède,  son  volume  sera  xyt.  Je  puis  considérer 
x'y*»',  mais  je  sais  que  la  somme  x*  +  y'  +  s'  =  D*  =  const.  ; 
par  conséquent  xryW  sera  maximum  pour  x'  ^  y^  =i  s',  c'est- 
à-dire  x  =  y  =  z. 

Donc  le  plus  grand  parallélépipède  rectangle  inscrit  dans  une 
sphère  est  le  cube.    (S.  ) 

27.  Soient  x  et  y  les  dimensions  du  rectangle,  h  ei  h  celles  du 
triangle;  la  surface  à  rendre  maximum 

est  xy.  Or  nous  avons  des  triangles  sem- 
blables qui  donnent 


—  -» 


J>w 


h —y      X 

Ax  -f  6y  =  6A, 

Au  lieu  de  xy,  je  puis  considérer  le  produit 

Alors  j'ai  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante;  pour 
que  le  produit  soit  maximum,  il  faut  que 
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d'ailleurs  -j-  4-  ^  =r  1  ;  donc  il  faut  que 
h      b 

Le  rectangle  maximum  est  donc  celui  dont  les  dimensions  sont 
moitié  de  celles  du  triangle.    (S.) 

28.  Soit  X  la  distance  du  point  cherché  au  point  A,  celle  au 
point  B  sera  (2:25  —  x),  et  nous  devrons  avoir 

3,75  +  0,008  (X)  =  4,73  +  0,008  (225  -  x). 

0,008  X2x  =  1+0,008X225, 

2,800_     ^^„  . 

225  -  X  =  225  -  175  =  50»"-. 

Il  est  clair  que,  si  Ton  avance  vers  A  ou  vers  B,  on  aura  moins 
de  frais  de  transport  à  payer  en  faisant  A'enir  le  charbon  diî  point 
dont  on  s'est  rapproché.  Le  point  où  le  charbon  coûte  le  même 
prix,  qu'il  vienne  de  A  ou  de  B,  e^t  donc  aussi  le  point  de  AB 
où  il  coûte  le  plu*  cher. 

29.  Appelons  S  la  surface  ,  a^h^c  les  trois  arêtes,  nous  avons 

S  =  2o6  +  2ac4-26c  =  2(a6+ac  +  6c). 

Si  donc  S  est  constant,  il  en  sera  de  même  de  (  aô  -j"  ac  -f-  ^c). 
Or  le  volume  a  pour  expression  abc,  il  deviendra  maiimum  en 
même  temps  que  a' b"^ c',  qu'en  peut  écrire aby^acyc^ bc, 

La  somme  de  ces  trois  facteurs  étant  constante,  le  produit  sera 

maximum  quand  on  aura 

ab  =  ac=^  bc; 
a  =  b  =  c. 

C'est  donc  le  cube  qui  répond  à  la  question.     (  S.  ) 

30.  Soient  U  le  rayon  du  cercle,  x  le  demi-côté  du  trapèze 
parallèle  au  diamètre,  y  la  hauteur.  La  surface  du  trapèze  sera 

S=(R  +  x)y. 
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Mais  on  a 

x'  +  y'^R»    ou    y'  =  R»  — x'; 

S  deviendra  maximum  en  môme  temps  que  S'  ou  (R-f  x)'y% 
mettons  à  la  place  de  y  sa  valeur;  nous  aurons 

(R  +  xr(R^-x*)  =  (R+x)«(R-x). 

La  somme  des  deux  facteurs  vaut  2R  ; 
elle  est  donc  constante,  et  le  produit  est  -^      -- 

maximum  pour  ^  -  -  ^  _    -\ 

R  +  x     ,  R  /i!_\  J 

Le  trapèze  maximum  est  donc  le  demi-hexagone  régulier  in- 
scrit. (S.) 

31.  J'appelle  R  le  rayon  du  cercle,  x  la  demi-base  du  trian- 
gle, y  l'excès  de  la  hauteur  sur  le  rayon.  Nous  avons  entre 
ces  quantités  la  relation  x'-{-y'  =  R'»  ou 
x'=R'  —  y*.  La  surface  du  triangle  est  /^  \     ^ 
x(R  4- y),  qui  atteindra  la  valeur  maximum  ^     /    .          ' 
en  même  temps  que  le  carré  x^R  +  m)';  „    i           ' 

remplaçons  x'  par  sa  valeur,  nous  aurons  ^     ^ / 

pour  le  maximum 


\   f 

V 


ear  la  somme  des  facteurs  est  constante. 

La  hauteur  du  triangle  est  donc  |R,  c'est-à-dire  que  le  trian- 
gle maximum  est  le  triangle  équilatéral.    (S.) 

32.  Soient  B  et  H  la  base  et  la  hauteur  de  la  pyramide ,  h  et 
4  les  dimensions  du  prisme.  Le  volume  du  prisme  est  hh.  Les 
polygones  B  et  6  sont  semblables  et,  entre  eux,  comme  les  hau- 
teurs des  pyramides  semblables  dont  ils  sont  les  bases;  nous 
aurons  donc 

5  -       H'       '      6_jp(H-.A). 
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Le  volume  du  prisme  est  donc 

B 


/T. 


/ 


.  -  ^ 


/ 


/ 


\,' 


ri 


n> 


y  -'1 
!   Il    ' 


) 


M  / 

■'         / 


Le  maximum  aura  lieu  quand  (H— /i}' A 
sera  maximum,  car  rr^  est  un  facteur  con- 
stant. Or  la  somme  H  —  A  -("  '*  est  con- 
stante; donc  il  faut  pour  le  maximum 
qu'on  ait 

A  6 


La  section  doit  donc  être  faite  au  ^  de  la  hauteur.    (S.) 

33.  Soit  SAB  ce  cône,  x  le  rayon  de  la  base,  y  Texcès  de  la 

hauteur  sur  le  rayon.  Le  volume  du  cône 
est 

^         D'ailleurs  nous  avons 


s 


R 


,0 


1  V 


^R 


ou 


^ x'  =^  R'  -  y\ 

Le  volume  sera  maximum  quand  x'  (U  +  y)  sera  maximum, 
car  !  77  est  constant,  ou  maximum  en  même  temps  que 

La  somme  des  deux  facteurs  est  constante  (-=2R);  le  maxi- 
mum exige  qu'on  ait 

R+y._c 

X  ==  -  R  v^. 

Ainsi  la  hauteur  est  éirale  au  J  du  rayon  de  la  sphère,  le  rayon 
de  la  base  égal  aux  '  du  côlé  du  carré  inscrit.     (S.) 
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34.  Soient  R  le  rayon  de  la  base  du  cône,  H  sa  hauteur,  x  et  y 
le  rayon  et  la  hauteur  du  cylindre  inscrit  ;  le  volume  de  ce  der- 
nier sera  itx'y,  expression  dans  laquelle  n  est  constant  et  n'in- 
fluera pas  sur  le  maximum. 

D*ailleur$>,  on  a  entre  les  lignes  R,  H^x  et  y  la  relation 

H     "II' 
R^H        • 


Au  lieu  de  x'y,  je  considère 

ira  "■ 


iVl'xh 


La  somme  de  ces  derniers  fiacteurs  est  constante  (  =  1  ),  le  produit 
sera  maximum  pour 

x  =  îR. 

35.  Soient  R  le  rayon  de  la  sphère,  x  le  rayon  de  la  base  du 
cylindre,  y  sa  demi-hauteur;  le  volume  sera  2ic  x'y,  expression 
dans  laquelle  aie  n'est  pas  à  considérer.  D*atlleurs,  nous  avons 

x'  +  y'=K\ 

Au  lieu  de  x'y,  coasidérons  x*y^  qui  devient  maximum  en 
même  temps  que  x^y  ;  écrivons  (x')'y*.  La  somme  de  ces  facteurs 
est  constante  (=  R')  ;  il  y  aura  donc  maximum  pour 

3y'  =  K\ 

x  =  iRv/2v^. 
La  hauteur  vaut  donc  les  |  du  côté  du  triangle  équilatéral  in- 
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scrit  au  grand  cercle  de  la  sphère,  le  rayon  de  la  base  le  ^  de  la 
diagonale  du  carré  ayant  pour  côté  le  côté  du  triangle  équilatéral 
inscrit  au  grand  cercle.    (  S.  ) 

36.  Soient  x  et  y  les  deux  portions  de  la  droite ,  nous  aurons 

x'+3if=m\ 
Éliminant  x,  on  trouve 

a  ±1  v/4m'— 30"' 
V= 4 

Où  voit  alors  que  m' ne  peut  être  moindre  que  Ja',  et,  faisant 
le  calcul  pour  a  =  575",  on  obtient 

m' =  247  968™,  75. 

D'ailleurs  il  faut  que  la  droite  soit  divisée  au  {de  la  lon- 
gueur.   (S.) 

37.  Je  pose  OA  =  x,OB  =  y\  la  surface  du  triangle  AOE  sera 

celle  du  carré  OBCD  sera  y';  j'égale  la  somme 
à  un  maximum  ou  minimum  m,  que  je  vais 
déterminer.  Nous  aurons 


A  -r  0 


(1) 


•>:+y  =  i.    y=x-l, 


(2) 


.r'  V 


./5 


+  i/  =  m. 


Substituant  à  y  sa  valeur  (2),  on  a 


.T'v/3 

-^-4-.t'  — 2.r  +  l  =  m, 

x'  (44-v/5)— 8x-4(m-l)  =  0, 
__8±  4\/4  +  (m—  1)  (4  +  v^3) 


x  = 


2(4  +  v/5) 
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Oa  veul  avoir  pour  x  des  valeurs  réelles;  il  faut  donc  qu*on 
ait  sotts  le  radical  une  quantité  positive 

4  +  (iii-l){4  +  v/3)>0. 

m> — • 

On  voit  donc  qu'il  y  a  an  minimum  pour  la  valeur 

m  3=  — ■ — — ; 

^  +  V^ 
on  a  alors 

4 

4  +  v^ 

X  =0,697  83  i8, 
n  =  0,302  lG3i, 
m  =  0,302 1694. 

11  est  clair  qu'il  n'y  a  pas  de  maximum,  car  la  surface  est  la 
plus  grande  possible  pour  le  carré  construit  sur  ÂB,  et  il  n'existe 
plus  alors  de  pentagone. 

38.  En  appelant  x  et  j^  les  deux  rayons,  nous  aurons 

2iixA  +  2nyV=4«AS 
ou  bien 

(1)  ^x  +  Vi/  =  2A'; 
la  somme  de  leurs  volumes  sera 

i5x'A-|-«^'A'. 
Je  régale  knm^^m  étant  indéterminé  ;  il  vient 

(2)  hx'  +  h'y'  =  m\ 
Je  lîfe  X  de  la  relation  (1),  il  vient 


x  = 


2A'->Vy 


h 
d'où 


^,_4V->4AVy+VV 
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Substituant  dans  (2),  il  vient 

k 

ou  enfin  . ,       ,    , 

y^  [h"  +  hk')-  ^X'h'y  +  4A*  -  hm'  =  0; 

d'où  Ton  tire 


Le  radical  simplifié  est 

Je  pose 
il  vient 

La  valeur  minimum  de  la  somme  des  deux  volumes  est  ainsi 


« 


4TtA 

Ce  minimum  aura  lieu  pour 

_    ^\'h'    __    2  A' 

La  valeur  de  x  correspondante  sera 

""-        h  h  +  k''' 

On  voit  ainsi  que  les  rayons  des  deux  cylindres  devront  être 

éî^aux  tous  les  deux  à 

_2A^ 

39.  Soient  x  et  y  les  côtés  du  rectangle  inscrit,  m'  èa  surface, 
a  et  A  la  base  et  la  hauteur  du  triangle  donné.  On  a 

xu  =  m}    cl     -  r=   -  — :i . 

ah 
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On  déduit  de  ces  équations 


35 


et  par  suite 


'  =  Ti^-y\ 


^^y(h^y)  =  m\ 


on 


m'A 


aAy  — ay'  — m*A  =  0,    oa     y*-~hy-\ =  0. 


La  condition  de  réalité  des  racines 
est 


d'où 


,      ah 
m'  <  -^ 


B    G  D       a  II 


La  surface  m'  étant  assujettie  à  une  condition  d^infériorité,  elle 
est  susceptible  d*un  maximum  qui  est  -j-^  c'est-à-dire  la  moitié 
de  la  surface  du  triangle  donné.  Dans  co  cas, 

Î,  =  J,    (S.)     el     x  =  î.    (S.) 


COURBES    rSUELLES. 


^.Soit  MN  la  droite  donnée,  EH,  E'H'  les  deui  tangentes  qui 
lai  sont  parallèles.  On  sait  qa'on  obtient  ces  tangentes  en  décri- 
vant du  foyer  F'  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  2  a  des 
arcs  de  cercle  qui  coupent  aux 
points  P  et  P'  la  perpendicu- 
laire indéfinie  PK  abaissée  du 
foyer  F  sur  la  ligne  MN.  On 
n'a  plus  qu'à  prendre  les  roi- 
lieux  D  et  D'  des  distances  FP, 
FP'  et  à  mener  par  ces  points 
des  parallèles  à  MN^  Cela  posé, 
soit 

DF  =  x,  Fiy=y. 

La  distance  des  deux  tan-  *"\n 

génies  est  minima  en  même 

temps  que  x  + 1/.  Or  on  sait  que  le  lieu  des  projections  des 
foyers  sur  les  tangentes  à  l'ellipse  est  la  circonférence  de  dia- 
mètre ÂA'.  Donc  X  et  y  sont  les  deux  segments  de  la  corde  DD' 
de  cette  circonférence,  laquelle  corde  passe  par  le  point  fixe  F. 
Le  produit  de  ces  deux  segments  est  constant,  car  on  a 

FDXFD'=AFXFA' 

ou,  en  désignant  par  2a  le  grand  axe,  par  â&  le  petit  axe,  par  2c 
la  distance  focale, 

xy=(a  —  c)  (a  +  c)  =  tt'--c*  =  6*. 
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Quand  deux  facteurs  ont  un  produit  constant,  leur  somme  est 
minimum  lorsqu'ils  deviennent  égaux  entre  eux.  Donc  x  4-  y  est 
minimum  pour  x  =  t/  =  6^  ce  qui  a  lieu  quand  les  tangentes  pa- 
rallèles sont  situées  aux  extrémités  du  petit  axe. 

41.  Résultat,  3o  minutes  et  9J  minutes. 
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42.  Voir  RoccBÂ  et  de  Comberoussb,  Traité  de  Géométrie  élé- 
mentaire. 

43.  Soient  PQR,  PSR  les  deux  plans  donnés,  Rp  la  projection 
horizontale  de  leur  intersection,  AB  la  trace  d*un  plan  perpendi- 
culaire à  cette  intersection,  le- 
quel coupe  les  deux  plans  don-  ^ 

nés  suivant  l'angle  rectiligne  i*, 

qui  mesure  le  dièdre  formé  par 
ces  deux  plans.  On  rabat  le  plan 
vertical  Pf  R  autour  depR,  et 
Ton  a  P,R,  rabattement  de  l'in- 
tersection. On  abaisse  OE  per- 
pendiculaire sur  RP..  La  Ion-  ^V^  //  --.  X 
gueur  OE  est  la  hauteur  du 

triangle  AMB,  lequel  donne  en  y    /  \    \-^^^^-^   '*' 

M  Tangle  rabattu  des  deux 
plans.  La  bissectrice  MK  de 
cet  angle  donne  un  point  K 
commun  au  plan  bissecteur  et 

au  plan  horizontal  de  projection.  Ce  point  R  appartient  donc 
à  la  trace  horizontale  du  plan  bissecteur,  trace  qu*on  obtient  en 
joignant  RT.  La  trace  verticale  est  par  suite  TP. 

44.  Soient  a'o*b\XOB  les  projections  de Tangle donné  et  A,  B 
les  traces  horizontales  des  droites  ^ui  se  coupent  dans  Tespace 
au  point  0.  Si  Ton  joint  AB,  on  formera  un  triangle  AOB  ayant 

2. 
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0, 


son  sommet  au  point  0  de  l'espace  et  qu'on  pourra  rabattre 
autour  de  AB  comme  charnière.  Il  suffira  pour  cela  de  déterminer 
la  hauteur  de  ce  triangle  OB  ;  or  cette  hauteur  est  l'hypoténuse 

d'un  triangle  rectangle  dont  les 
côtés  seraient  O'w  et  Op.  On  con- 
struit donc  le  triangle  rectangle  en 
00, p,  on  rabat  0,p^sur  Oj,  et  Ton  a 
en  AO,B  Tangle  rabattu  des  deux 

K droites.  Si  Ton  mène  la  bissectrice 

OjC  de  Tangle  rabattu,  celle  droite 
-^         coupe  la  base  AB  au  point  c,  et. 
lorsqu'on  relèvera  le  triangle  AO^B 
,  pour  lui  rendre  sa  position  primi- 

tive, le  point  c  ne  bougera  pas. 
Donc  c  est  la  trace  horizontale  de 
la  bissectrice  et  se  projette  sur  la 
ligne  de  terre  en  c'.  D'ailleurs.  la 
bissectrice  passant  par  le  point  0,  ses  projections  passent  par  0 
et  0',  Si  donc  on  joint  c'O'  et  cO,  on  aura  les  projections  deman- 
dées de  la  bissectrice. 

AS,  Soient  o',  0  les  projections  du  point  donné  0  et  P'Q',  PQ  les 
traces  du  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Par  le  pointJO  me- 
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nons  le  plan  R  0) S  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre;  il  est  aussi 
perpendiculaire  au  plan  donné.  Ce  plan  auxiliaire  coupe  le  plan 
donné  suivant  MX.  La  perpendiculaire  OK  menée  sur  WN  est 
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la  distance  demandée.  Pour  Tavoir  en  vraie  giandeur,  on  rabat- 
tra le  plan  do  proGl  sur  le  plan  horizontal,  autour  de  S»  comme 
charnière,  et  du  point  0,  rabattu  on  abaissera  0,K,  perpendicu- 
laire sur  la  droite  NM^,  rabattement  de  MN. 

46.  Soit  QR  la  trace  donnée»  B  Tangle  du  plan  avec  le  plan 
horizontal  de  projection,  et  supposons  le  problème  résolu,  QP 
étant  la  trace  verticale  demandée. 

Si  d'un  point  A  de  cette  trace  on 
abaisse  A  a  perpendiculaire  sur  la  ligne  y' 

de  terre  et  a  M  perpendiculaire  sur  QR,  ^   ' 

la  droite  qui  va  dans  Tespace  du  point  A  /\\ 

au  point  M  est  aussi  perpendiculaire       -    . — IS^ — \ 

à  QR  (théorème  des  trois  perpendîcu-  ,  ^^  '   \'4, 

laires).  Cette  droite  AM  est  Thypoténuse  \  ^ 

d'un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  ^ 

sont  ka  et  aM;  et   l'angle  A, M  a  de  ^ 

ce   triangle  rabattu   étant  précisément 
l'angle  plan  du  dièdre  formé  par  le  plan  donné  et  par  le  plan 
horizontal,  cet  angle  doit  ôtre  égal  à  p.  D'où  la  construction 
suivante  : 

D'un  point  M  pris  sur  QR,  on  mène  Ma  perpendiculaire  à  QR. 
En  a -on  fait  un  angle  droit,  en  M  un  angle  égal  à  p.  On  achève 
ainsi  le  triangle  rectangle  M  a  A,  et  l'on  relève  a  A,  en  a  A.  La 
droite  QA  est  la  trace  verticale  demandée. 

47.  Supposonsle  problème  résolu  et  soit  PQ  la  trace  verticale 
demandée.  Si  Ton  fuit  tourner  le  plan 

autour  de  sa  trace  QR  comme  charnière» 
on  sait  qu'un  point  A  quelconque  de  la 
trace  PQ  se  rabaltra  en  A,  (à  l'intersec- 
tion de  la  circonférence  de  rayon  QA 
et  de  la  perpendiculaire  aE  abaissée  du 
point  a,  projection  horizontale  de  A  sur 
la  charnière  QR  ).  Donc  l'angle  RQA,  =  a 
est  l'angle  rabattu  des  deux  traces.  Par 
suite,  QR  étant  donnés,  ainsi  que  l'angle 
a,  on  fera  l'angle  RQA,  =  a,  et  on  relèvera  le  point  A,  dans 
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la  position  Â  pour  la  construction   inverse.  PÀQ  est  la  trace 
verticale  demandée. 


48. 


Soient  (  Oa,  OV  ),  (06,  OV  )  les  deux  droites  données  ; 

a61a  trace  horizontale  de  leur 
plan. 

K  est  le  pied  de  la  hauteur  du 
triangle  Oab  de  l'espace  ; 

KOO,  le  rabattement  sur  le 
plan  horizontal  du  plan  vertical 
qui  contient  cette  hauteur  ; 

KO  2  la  vraie  grandeur  de 
cette  hauteur; 

abO,  le  rabattement  sur  le 
plan  horizontal  du  plan  des  deux 
droites  données  (KO,  =  KO,). 

0,  est  l'angle  cherché.  {Voir 
le  11°  ii.) 


49.  Soient  Pap  cl  QPQ'  les  deux  plans  donnés; 

ah  la  projection  horizontale  de 
leur  intersection. 

mn  est  la  trace  horizontale  du 
plan  de  l'angle  cherché; 

o',61e  rabattement  de  Tinter- 
seclion  des  deux  plans  sur  le 
plan  horizontal  ; 

KO,  le  rabattement  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  K 
sur  l'inlerseclion  ; 

KOj  le  rabattement  de   celle 
môme  droite  dans  le  plan  de 
l'angle  cherché,  la   charnière 
étant  la  trace  mn, 
mO^n  est  l'angle  des  deux  plans.  (Voir  le  n»  43.) 
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50.  Les  deux  droites  données  sont  la  droite  quelconque  ta,  c'd* 
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et  la  parallèle  au  plan  horizontal  ab,  aV.  Elles  se  coupent  au 
point  m,  m'.  La  trace  horizon- 
tale du  plan  des  deux  droites  ^^' 
est  PQ  parallèle  à  àb.  Faisons 
tourner  le  point  m,  m'  autour 
de  PQ,  il  décrira   un  arc  de           ^ 
cercle  ayant  n  pour  centre,  n  M^ 


a'  m 

r  ~7 


•    / 


•  a  - 


6' 


p\  ;      ^  ---«r 


pour  rayon  et  viendra  se  ra-  c'^fy,"!   vii, 

battre  en  M,.   On  aura  A,B,  ^/      //n 


\ 


parallèle  à  PQ  pour  le  rabatte-  n, 

ment  de  la  droite  ab,  a'b,  et  eD.  /  v 

pour  le  rabattement  de  la  droite  '  b, 

cdj  c'd\  L'angle  demandé  sera 

un  des  angles  en  M,  formés  par  les  deux  droites  rabattues. 

51.  Supposons  le  problème  résolu  et  soit  AP  la  trace  cherchée. 
L'angle  que  fait  le  plan  APA'  avec  le  plan  horizontal  est 

bnB^  =  a, 

et  PA  perpendiculaire  à  Tcxtrémité  n  de  bn  sera  tangente  à  la 
circonférence  décrite  du  centre  b  avec  le  rayon  bn.  De  là  cette 
construction  :  d'un  point  quelconque  b*  pris  sur  PA',  abaissons 
la  perpendiculaire  6' 6  à  la  ligne  de  terre;  faisons  l'angle 
bb'v=9(y»  —  a;  décrivons  une  circonférence  de  b  comme  centre 
avec  le  rayon  bv  =  bn,  et  enfin  de  P  menons  la  tangente  PA  à 
cette  circonférence.  Ce  sera  la 
trace  demandée.  4;^ 

DiiCttêsion,  —  Si  le  point  P  ^. 

est  à  l'extérieur  de  la  circonfé-  /  *\ 

rence,   il  existe  une  seconde  a  n,  j   \ 

tangente,  donc  un  second  plan  x 

A^VX'  satisfaisant  à  la  question.  ^^^        r> 

Si  le  point  P  est  sur  la  circonfé* 
rence,  il  n'y  a  qu'une  solution^  a 

et  le  plan  est  perpendiculaire  au 

plan  vertical.  II  n'y  a  plus  de  solution  si  le  point  P  est  à  Tinté- 
rieur  de  la  circonférence.  Appelant  b  l'angle  AT  y,  on  trouve 
sans  peine,  pour  la  condition  de  possibilité,  a  >  p.    (S.) 


\  p' 


^\ 
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52.  Soient  (a,  a')  les  projections  du  point  donné,  (hc,  Vc*)  les 

projections  de  la  droite  donnée. 

Par  le  point  donné  menons  le 

plan  P'aP,  perpendiculaire  à  la 

\  y  droite  {hc,  ô'c');  puis  délermi- 

\  ^^  \^  nons  les  projections  du  point 

/î\  \  ^^^;  d'intersection  de  ce  plan  avec  la 

^'      I  ^       T   l\a    »/     droite  (fcc,  6'c').  Pour  effectuer 

1?^^     u\      \    '^nr^~7  celte  détermination ,  nous  nous 

servons  du  plan  (Q'?Q)  qui  pro- 
*»  jette  horizontalement  la  droite 

/i),    >  Le  point  dd'\  intersection  de 

**  la  droite  donnée  et  de  la  droite 

ilkterseclion  des  deux  (P'aP)  et  (Q'PQ),  est  le  point  cherché. 
La  plus  courte  distance  demandée  est  (arfVd'). 
Pour  obtenir  en  vraie  grandeur  la  droite  (AD)  de  l'espace, 
nous  rabattons  autour  de(arf)  le  trapèze  (Ac,  Drf). 
A,D,  est  la  grandeur  de  la  distance  cherchée. 

53  (*).  Soient  BP  la  ligne  de  terre  ;  PA,  PA'  les  traces  du  plan 
donné,  et  o,  p  les  angles  que  font  respectivement  ces  traces  avec 
BP.  Coupons  par  un  plan  de  profil  ABA',  abaissons  BD  perpen- 
diculaire sur  AA'  et  joignons  DP.  Il  est  facile  de  voir  que  DP  est 
la  projection  de  la  ligne  de  terre  sur  le  plan  donné,  et  que,  par 
suite,  DPB  =  X  est  Tanglo  dont  on  demande  la  tangente.  Or 

BD  =  BP  tang.T, 

d'où 

BD 

(1)  tanga:=:^. 

D'autre  part,  le  double  d3  la  surface  du  triangle  rectangle  ABA' 
peut  s'exprimer  de  deux  manières,  et  l'on  a 

(2)  ABXBA'=AA'XBD; 

mais 

AB  =  BP  tanga,      BA'  =  BP  tangp, 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  construire  la  figure. 
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et,  dans  le  triangle  rectangle  ÀBA', 

AT*  =  Ïb'  4-  BA''  =r  bP'  teng'a  +  bP'  lang» p 
=  Bp'(tâng*a  +  Ung»3); 
substituant  dans  (S),  il  vient 

BP'  tanga ,  tangp  =  BP .  BO  v/tang'04- lang'p, 

d'où 

BD  tan^atangs 


—  ï 


^^      v/ tangua  4- laDg'^ 
et,  en  vertu  de  (  1  ), 

tangx  =  ^'       . 

54  C).  On  donne  le  plan  CPC  et  la  droite  a5.  a'b'. 

D*un  point  quelconque  m,  m'  de  la  droite  donnée,  on  abaisse 
la  perpendiculaire  md,  m'd!  sur  le  plan  donné.  L'angle  demandé 
est  le  complément  de  Tangle  que  fait  cette  perpendiculaire  md, 
m'd'  avec  la  droite  donnée.  On  détermine  la  trace  horizontale  d 
de  la  perpendiculaire  et  on  la  joint  à  la  trace  horizontale  b  de 
la  droite  ah,  aV.  Du  point  m  on  abaisse  la  perpendiculaire  mit 
sur  bd,  puis  on  élève  à  mn  une  perpendiculaire  m  M,  que  Ton 
prend  égale  à  nm'.  De  n  comme  centre  avec  le  rayon  nM,,  on 
décrit  un  arc  de  cercle.  Le  point  M,  où  ^jt  arc  rencontre  la 
droite  mn  prolongée  est  le  rabattement  du  point  M  de  l'espace. 
L'angle  dM,6  est,  en  rabattement,  l'angle  de  la  droite  a6,  a'b'  et 

le  sa  perpendiculaire  md,  m'd'.  Au  point  M,,  on  élève  sur 

M, 6  une  perpendiculaire  M,/*. 

L'angle  fM^d,  complémentaire  de  l'angle  <f  M, 6,  est  égal  à 
l'angle  demandé. 

(  *  )  Le  lecteur  est  prié  de  construire  le  Ûgure. 
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55 .  Si  Ton  désigne  par  x  le  demi-grand  axe  inconnu,  on  a,  en 
verta  de  la  loi  de  Kepler  :  les  carrés  des  durées  des  révolutions 
des  planètes  autour  du  Soleil  sont  proportionnels  aux  cubes  de 
leurs  moyennes  distances  au  Soleil, 

x^_  il  43,796' 

4  ~"  363,250*  ' 
doù  

^~\\  363,256  )  ' 

logx  =  J  (log  4143,796—  log 363,236) 

loglii3,796  =  3,0383  486 
—  log  363,236  =  3,4374027 

log4143.796  —  log  365,236  =  0,4937513 

log  x  =  0,3303018, 

x  =  2,4  4043.    (S.) 

56.  Résultat:  0,398087.'  (S.) 

57.  La  distance  BF  d*un  sommet  du  petit  axe  d'une  ellipse  à 
Tun  F  des  foyers  de  cette  ellipse  est 

précisément  égale  au  demi-grand  axe  b 

OA.  On  a  donc  /'^^I  \  \ 

OF^  VGA'— OB' 

=  v^lOA-hOB)(OA  — BOy, 
OA  +  OB=:  42733, 
L.  -^  R€cu€a,  m,  t.  3 


F  y 
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Par  suite 

OA  — 0B  =  21, 

FF  =  2.0F  =  2  v/î^733^  21 
=  103i  kilomètres.     (S.) 

Nota.  Les  problèmes  suivants  ont  été  résolus  dans  le  Recueil 
de  problèmes  de  Géométrie. 

58.  Résultat,  268  lieues. 

59.  Résultat,!  degré. 

60.  RésuUat,  2G3300  mètres. 

61.  Résultat,  180063300  kilomètres  carrés. 

62.  Résultat,  21120&myriamètres  carrés. 

63.  Résultat,  68GJ23h29™. 

64.  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  sont  proportionnels 
aux  cubes  des  grands  aies  (troisième  loi  dd  Kepler). 

Désignons  par  x  la  durée  de  la  révolution  de  Jupiter,  celle  de 
la  Terre  étant  une  année.  On  a 

OU  

x'=:  5,2' =  140,608, 
d'où  

x=rv/li0,608=ll-,83. 
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65.  Appelons  l  et  /'  les  longueurs  des  deux  bras  de  la  balance, 
P  le  poids  inconnu  du  corps;  on  a  les  deux  équations  d'équilibre 

PX/=i'Xiooo, 

d*où 

Eq  mulripliant  en  croix  les  4eux  équations,  et  simpliûant,  on  a 
P'  =  1000  X  1200, 
P  =  v/iOOOXl^OÔ  =  ï  095^,4i5.     (  S.  ) 

66.  Soient  P  le  poids  additionnel,  y  l'accélération  qu^il  imprime 
au  système,  g  Taccéléralion  due  à  la  pesanteur. 

L'accélération  y  est  égale  à  la  force  p  qui  imprime  le  mouve- 
ment, divisée  par  la  masse  du  système,  qui  est 

iOO^-i'P 

'  -  ■  • 

y 

Ainaf 

Pff     . 


100 +p 
Or  T  se  déduit  de  Téquatîon  du  mouvement,  qui  est 
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ce  qui  donne,  pour  l'espace  parcouru  après  la  troisième  seconde, 

1.08  =  |xr, 
d'où 

La  première  équation  devient 

0  91—       ^^ 
d'où  Ton  déduit  p, 

p= 


5r-0,24 
et,  faisant  y  =  9,8088, 

;?  =  2^,308.     (S.) 

67.  En  prenant  le  point  A  pour  origine  des  espaces,  les  équa- 
tions des  deux  mouvements  sont 

x=.lli  +  U  +  ^^. 
Les  deux  mobiles  se  rencontreront  au  temps  t,  donné  par  Fégalité 

i^  =  75  +  j/+;/». 

Rejetant  la  solution  négative, 

<=15^    (S.) 

68.  Soient  h  la  hauteur  du  puits,  v  la  vitesse  du  son,  t  le  temps 
de  la  chute  du  corps,  nous  aurons 

h  =  i  9t\ 


d'où 


^V7 


On  n'entend  le  bruit  provenant  de  la  chute  du  corps  dans  Teau 
qu'après  un  temps-;  on  aura  donc 


V 


d'où  l'on  tire 

x^rl^Gâl.    (S.) 
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69.  La  rencontre  ne  peut  avoir  Heu  que  lorsque  le  premier  mo- 
bile redescend,  après  avoir  passé  par  une  vitesse  nulle.  Ce  mo- 
bile, en  redescendant,  reprend  d^ailleurs  à  chaque  point  de  sa 
trajectoire  la  même  vitesse  qu'il  y  avait  en  montant,  et  le  temps 
qu'il  met  à  parcourir  sa  trajectoire  est  le  même  en  montant  et  en 
redescendant. 

Le  deuxième  mobile  se  meut  pendant  8",7;  il  a,  au  bout  de  ce 
temps,  une  vitesse  donnée  par  la  formule 

»..i7  =  ».  —  flf'  =  iOO  —  9,8088  X  8.27, 
r,,^,  =  14"' ,06344. 

An  moment  de  la  rencontre,  le  premier  mobile  rencontre  cette 
vitesse  ;  mais,  en  sens  inverse,  le  temps  que  le  premier  mobile  a 
rois  depuis  le  moment  où  sa  vitesse  est  nulle  jusqu'à  la  rencontre 
est  donné  par  la  formule 

\  =  gt; 

en  y  faisant  V=  r,„-  =  14,663ii,  on  obtient 

14,66314 

9,8088   ' 

D'après  ce  que  nous  avons  remarqué  plus  haut,  il  a  mis  le 
môme  temps  pour  monter  que  pour  descendre;  Tintervalle  T 
entre  les  départs  des  deux  mobiles  doit  donc  avoir  ét^  double 
de  ce  temps  ^ 

70.  Prenons  pour  origine  des  temps  le  moment  où  le  deuxième 

mobile  se  met  en  mouvement;  le  premier  a  alors  une  vitesse 

égale  à  g 

v,=g  =  9,S0SS(v  =  gt); 

l'espace  qu'il  a  parcouru  est 

e,^\g  =  4,mi{e=^gn. 

Au  bout  du  temps  x,  le  premier  a  donc  parcouru,  d'après  la  for- 
mule du  mouvement  uniformément  varié, 

un  espace 

E  =  4,9044  +  9,8088  x  +  i  9,8088  x'  : 

3. 
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le  deuxième  aura  parcouru 

E'=iX  9,8088 X». 

On  donne  la  différence 

E  — E'  =  98"; 

on  aura  donc,  pour  déterminer  x,  Téqualion 

4,90 il  +  9,8088  x  +  i  X  9,8088 x'—  ^  X  9,8088 x*  =  98, 

4.90i4  + 9,8088  x  =  98, 

9,8088  XJ^  =  93, 09ri6, 

x  =  10',49.    (S.) 

La  distance  de  98  mètres  aura  donc  lieu  10^,49  après  le  départ 
du  second  moble  (S.). 

71.  Soit  X  la  distance  de  Calais  à  Douvres.  Puisqu'il  fait  x  en 

X 

deux  heures,  sa  vitesse  pour  un  temps  favorable  f  st^-  Sa  vitesse 


2 
â 


X 

pendant  une  première  moitié  du  trajet  a  donc  été  5  —  G,  et  pen- 

dant  la  seconde 'rr  —  4. 

D'après  la  formule  c  ^  W  du  mouvement  uniforme,  le  temps 
employé  à  parcourir  la  première  moitié  du  trajei  est 

X 


D'ailleurs  le  temps  employé  à  parcourir  la  deuxième  moitié  est 


X 


î-4 


et  Ton  a,  d'après  l'énoncé, 


XX  X 


X  '  X  7'   X      „ 

3-6      5-t  j-6 
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d'où 

x=  15 milles.    (S.) 

La  vitesse  en  temps  favorable  est  donc  7,5  milles,  la  vitesse 
dans  la  première  moitié  du  trajet  1,5  mille,  et  dans  la  seconde 
moitié  3,5  milles. 

72.  Soient  v«  la  vitesse  initiale  da  corps  pesant,  t  le  temps  de 
chute,  e  l'espace  parcouru.  Les  lois  de  la  chute  des  corps  nous 
donnent  entre  ces  grandeurs  la  relation 

^  =  V,t  +  ifjL\ 

d'où  l'on  déduit  une  équation  du  second  degré  en  t 

^t*  +  2r,/  — 2e  =  0. 

L'une  des  racines  est  positive  et  l'autre  négative,  puisque  leur 
produit  —2e  est  négatif;  la  première  racine  est  donc  la  seule 
admissible  :  c'est 

^^  —  "o  +  vV  +  ^gy 


ou,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 

-  3  + v^9 +2.30.9,8088 

'= ô;8U88 =^'^^-  ^^^ 

Le  temps  de  chute  est  donc  2«,18. 

73.  Soient  Â  et  B  les  centres  de  gravité  donnés.  Au  point  Â 
est  appliquée  une  force  verticale  due  à  la  pesanteur  et  égale  à 
12  kilogrammes,  au  point  B  une  force 
parallèle  à  la  première  et  égale  à  8  kilo- 
grammes. Le  centre  de  gravité  cherché 
est  au  point  d'application  de  la  résul- 
tante de  ces  deux  forces  ;  or  il  se  trouve 
sur  la  droite  AB  et  en  un  point  C  tel  que 


12* 


c 


B 


d'où 


AC_£_2 


AC 


AC  +  BC"*2  +  3' 
L.  —  Rtcueil,  m,  •• 


AC 

AB 


ou       -717  =  = 


2 
5 
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Or  AB  est  connu  et  égal  à  O^.SS  :  donc 


AC       2 


d'où 

et  par  conséquent 


U,a5     5' 

AC  =  0™,14,     (S.) 
BC=0'",2i.     (S.) 


74.  Le  tennps  5  secondes  se  compose  de  deux  parties  :  !<>  le 
temps  que  met  le  projectile  pour  arriver  à  Tobslacle;  2°  le  temps 
que  met  le  son  pour  venir  de  Tobslacle  à  l'observateur.  En 
supposant  Je  mouvement  du  projectile  horizontal ,  rectiligne  et 
uniforme,  et  désignant  par  x  la  dislance  cherchée,  on  a,  pour  le 
temps   employé  par  le  projectile  pour  parcourir  Tespace  x, 

-j-- ,  et  comme  à  zéro  la  vitesse  du  son  est  333  mètres,  le  temps 

employé  par  le  son  pour  franchir  le  même  espace  x  sera  «^pr-r , 
d  où  résulte  Téquation 


.T       ,       X 

2UÔ  ~^  â3'3 
Résolvant, 

x=r62r,7Gr>.     (S.) 

Si  la  température  était  40  degrés  C,  le  calcul  prouve  que 
la  vitesse  du  son  à  ^  est  égale  à  la  vitesse  à  zéro  multipliée 

par  v^T+ô7,  a  étant  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air.  En 
cherchant  alors  la  différence, 

Entre  le  temps  que  met  le  son  dans  le  premief  et  le  deuxième 
cas,  on  aura  le  temps  dont  il  faut  diminuer  5  secondes  pour  ré- 
pondre à  la  seconde  partie  de  la  question. 

75.  La  nouvelle  accélération  //'  fera  donc  liée  à  /y  =  9,8088 
par  la  relation 


D'ailleurs  la  loi  qui  lie  l'espace  au  temps  est 


On  a  donc 


e  =  i9'''. 


iiOO+x 


(ci,  e  =  0,4,  g  =  9,8088,  /  =  2  ;  on  trouve  alors 

*  =  5Ï^=»''.««3-    (S.) 

76.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  élant  considérés  comme  des 
lignes  pesantes,  le  centre  de  gravité  de  chacune  de  ces  lignes 
est  en  son  point  milieu,  et  lès  poids  de 
ces  différentes  lignes  sont  proportion- 
nels à  leurs  longueurs. 

Le  centre  de  gravité  cherché  est  donc 
le  point  d'application  de  la  résultante 
de  trois  forces  parallèles  appliquées 
en  D,  £,  F,  et  proportionnelles  respec-      b  o  c 

tivement  aux  longueurs  BC,  AC  et  AB. 
Joignons  DE. 

Le  point  d'application  de  la  résultante  des  deux  forces  appli* 
quées  en  D  et  en  E  est  sur  DE,  en  un  point  11  qui  partage  DH  en 

deux  parties  telles  que  l'on  ait  th}  =  îip  * 

^  -,-.      AC    ,  -,-,      BC  j,  ,  .,  DH      FO 

Or,  comme  FD  =  -3-  et  EF  =  -^ ,  on  en  déduit  ûp  =  ^77  • 

Ce  qui  signi6e  que  la  ligne  FH  est  bissectrice  de  Tangle  EFD. 

Au  pointH  sera  appliquée  une  force  proportionnelle  à  la  somme 
BC-j-  AC  des  deux  côtés  considérés.  Le  centre  de  gravité  cher- 
ché G  sera  donc  sur  la  ligno  FH  en  un  point  tel  que  Ton  ail 
HG_      AB 
liF~"AC  +  BC' 

Ce  centre  de  gravité  est  d'ailleurs  aussi  sur  la  bissectrice  EK 
de  Tangle  FED;  enfin,  comme  il  doit  être  aussi  sur  la  troisième 
bissectrice  du  triangle  FED,  on  pourrait  déduire  de  là  que  les 
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Irois  bissectrices  des  angles  d'un  triangle  se  coupent  en  un  même 
point. 

Le  centre  de  gravité  du  périmètre  d'un  triangle  est  à  la  ren- 
contre des  trois  bissectrices  des  angles  du  triangle  formé  en  joi- 
gnant les  milieux  des  côtés  du  triangle  proposé. 

77.  Aux  deux  extrémités  de  la  droite  ÂB,  supposée  rigide, 
appliquons  deux  forces  quelconques  f^  égales  et  directement  op- 
posées. Ces  deux  forces  se  font  équi- 
libre et  ne  troublent  en  rien  Tétat 
du  système. 

Composons  en  Â  et  en  B  chaque 
force  f  avec  les  forces  F  et  F';  nous 
obtiendrons  deux  résultantes,  BD  et 
ÂC,  dont  les  prolongements  se  ren- 
contrent en  0  ;  le  point  0  étant  sup- 
posé invariablement  lié  aux  points 
A  et  B,  on  peut  transporter  BDet  ÂC 
en  0,  et  les  décomposer  en  ce  point 
parallèlement  aux  forces  F  et  F'  et 
à  la  direction  AB.  Il  en  résulte  deux 
forces  /"égales  et  de  sens  contraire  appliquées  en  0,  et  qui,  par 
conséquent,  se  détruisent,  de  sorte  qu*il  ne  reste  que  deux  forces 
égales  à  F  et  à  F'  appliquées  en  0  suivant  la  même  droite  ;  ces 
deux  forces  se  composent  en  une  seule,  F  -|-  F',  dont  on  peut 
transporter  le  point  d'application  en  E  sur  ÂB. 

Cela  posé,  on  a,  dans  les  triangles  semblables  OEB  et  BF'D 
d'une  part,  DAE  et  ACF  de  l'autre, 

EB  _  FD  ou  / 

UE~BF'ouF'' 

et 

OE_AF  ou  F 

EA"~FCou  /•' 
Muliipliant  membre  à  membre  ces  deux  pr(<portions,  il  vient 

EB^F 

EA      V  * 
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La  résultante  de  deux  forces  parallèles  et  de  même  sens  est 
donc  égale  à  leur  somme,  et  appliquée  en  un  point  E  divisant  la 
droite  ÂB,  qui  joint  leurs  points  d*application ,  dans  le  rapport 
inverse  des  intensités  des  deux  forces  données. 

78.  Soit  a  l'angle  du  plan  avec  Tborizon,  F  la  force  appliquée 
en  un  point  R  du  corps,  suivant  RH,  et  9  Tangle  de  cette  force 
avec  la  normale  au  plan.  —  La  force  F  et  le  poids  P  du  corps 
que  nous  supposons  concentré  en  G,  centre  de  gravité  du  corps, 
ont  leurs  directions  qui  doivent 
se  rencontrer  en  0,  car  on  sait 
qu'il  ne  peut  y  avoir  équilibre 
que  si  les  forces  appliquées  à  un 
corps,  et  réduites  à  deux,  sont 
dans  un  même  plan.  De  plus, 
F  et  P  peuvent  être  supposées 
transportées  en  0  sur  leur  direc- 
tion. Pour  qu'il  y  ait  équilibre, 
il  fiiut  que  la  résultante  de  F  et 

P  soit  détruite,  c'est-à-dire  soit  normale  au  plan.  Si  donc  on 
construit  le  parallélogramms  ayant  OD  pour  côté  et  la  direction 
CE  pour  diagonale,  OH  représente  l'intensité  que  doit  avoir  P 
pour  qu'il  y  ait  équilibre;  mais  on  a 

OH  _  F  _  sinOEH  _        sina        _  sina 
^ ^  HE  ""  P  ■"  sinHOE  ~ sini  J«0  -  9J  ^  sin^  * 

Si  l'on  appelle  N  Tintensité  de  la  normale  OE,  et  si  Ton  re- 
marque que  l'angle  9  égale  la  somme  des  angles  non  adjacents 

OHE  +  OEH  =  OHE  +  a, 
9— OHE  +  a,     d'où    OHE  — ç  — a. 


.y:\ 


on  aura 


Mais  on  a 

(2) 


OE__N^      sinOHE      ^(siny—a) 
EH""  l'""ï,m(180— 9)~       SIU9 


Les  égalités  (I  )  et  (2)  donnent  comme  condition  d'équilibre 

S1U9  &m9 
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D'où  Ton  voit  : 
1*  Qii«  9  doit  être  plus  grand  que  a. 

2°  Que  F  a  son  minimum  quand  le  facteur  variable est 

aussi  minimum,  ce  qui  a  lieu  pour  sinç  maximum,  ou  pour 

<p  =  90.  Dans  ce  cas,  la  force  devient  parallèle  au  plan.  Dès  lors 

on  a  pour  F 

F  =  Psina    et    N  =  Pcosa, 

c'est-à-dire  que  F  augmente  avec  Tangle  a;  d'ailleurs  on  a  aussi 

BC  =  AB  sina. 

Donc 

F      BC 

c'est-à-dire  que  si  la  force,  prenant  une  direction  parallèle  au 
plan,  devient  minimum,  la  force  F  est  au  poids  du  corps  comme 
la  hauteur  du  plan  incliné  est  à  sa  longueur. 

79.  Soit  Vj,  la  vitesse  initiale  —  35,  et  t  le  temps  que  le  corps 

met  à  monter.  Quand  il  est  arrivé  au  haut  de  sa  course,  sa  vitesse 

est  devenue  nulle.  Mais  celte  vitesse  a  pour  expression  V^  —gi. 

On  a  donc 

\.-9l  =  0, 
dou 


Ainsi 


^=t. 


3»» 


'^iMJOsâ^^'-'^*'- 


Pour  redescendre,  le  corps  met  le  môme  temps  t'  que  pour 
monter.  Cn  effet,  il  tombe  alors  en  chute  libre.  La  formule 
\  =  gl  devient  applicable,  et  comme  sa  vitesse  V  devient  alors 
égale  à  35  mètres,  vitesse  au  départ,  on  a 

y 

La  durée  totale  du  mouvement  est  donc  7«,12. 

80.  Lorsqu'un  corps  cesse  de  monter  pour  commencer  à  des- 
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cendre,  sa  vitesse  est  nulle.  Remplaçant  V  par  0  dans  la  formule 
V  =  V.  —  gt,  on  a 

d'où 

9 
et,  pour  le  temps  total  de  la  montée  et  de  la  descente , 

dans  le  cas  actuel, 

81.  On  sait  que  Taccélération  due  à  la  pesanteur  égale  9",8088 . 
Soit  g'  l'accélération  du  mouvement  dans  la  machine  d*Alwood. 
En  vertu  des  formules 

nous  avons 

d'où 

</'  =  0»  2    et       ^"^^    =  — '^ . 

y       ^>^     ^^     9",8088      480 +/I 

On  lire  de  cette  dernière  équation 

X 0^2 0,2 

4»u  ""  9,8088  —  0,2  "~  9,0088  ' 
d*où  enfin 

480X0,2  9fi  n«nAi  .     A 

X  =.  — x-^ — —  = =  9  •^.991  oar  excès. 

9,6088         9.t>08»  '        ^ 
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